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Topologicky sacin

Styri zakladné konstrukcie:
» podpriestor (vlozenie)
» faktorovy priestor (faktorové zobrazenie)
> topologicky sucet
> topologicky sicin
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Topologicky sacin Siacin mnozin

Saé&in dvoch mnozin

X] X X2 = {(Xl,Xg);Xl S X1,X2 < X2}
p1:X1 XX2—>X1 ap2:X1 XX2—>X2

pi(x1,x2) = x1
p2(x1,x2) = xo

Iné oznacenie: pa: Ax B — A, kde pa(a,b) = a
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Topologicky sacin Siacin mnozin

Saé&in dvoch mnozin

ZfA:X—=>Yrafh:X— Y, dostavame g: X — Yy X Yo

g(x) = (fi(x), K(x)).

Oznacenie: (f1, h).

X
f f;
! (f,f2 §

Y1<JY1XY2L>Y2
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Topologicky sacin Siacin mnozin

Saé&in dvoch mnozin

Ak mame ﬂ:X1—>Y13 f-2:X2—>Y2:

f1><f2:X1><X2*>Y1XY2
(i x R2)(x, %) = (A(x1), 2(x))

fixf
X1XX2142>Y1XY2

[k

X;ﬁY;

i

Ak f1, f> st injekcie (surjekcie, bijekcie), tak aj f; X fp je injekcia
(surjekcia, bijekcia).
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Topologicky sacin Siacin mnozin

Sacin systému mnozin

Definicia
Ak pre kazdé i € | mame dand mnozinu X; ich karteziansky sacin

definujeme ako mnozinu vsetkych zobrazeni z | do |J X; takych, ze
iel
pre vietky i € | plati f(i) € X;.

[IXi = {1 =X (vi e DF(i) € X;}

icl icl
projekcie p;: [ Xi — X;:
iel

pi(f) = f(i)
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Topologicky sacin Siacin mnozin

Sacin systému mnozin

Ak mame pre kazdé i € | zobrazenie f;: X — Y; tak dostaneme

(fy: X =]V
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Topologicky sacin Siacin mnozin

Sacin systému mnozin

Ak mame pre kazdé i € | zobrazenie f;: X; — Y, tak dostaneme

S IER I

icl i€l iel

Ak vsetky f; st injekcie (surjekcie, bijekcie), tak aj [] f; je injekcia
icl
(surjekcia, bijekcia).
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Definicia stc¢inu

Definicia
Nech (Xi,71) a (X2, 72) st topologické priestory. Polozme

B={UxV;UeT,VeT)

Potom B je baza nejakej topoldgie 7 na kartezianskom sucine
X1 x Xy. Tato topoldgiu nazyvame sicinova topoldgia a priestor
(X1 x Xa,T) nazyvame topologicky sicin priestorov (X1, 71) a
(X2, 7T2). Tato topoldgiu budeme niekedy oznacovat ako 71 x 7.

B/:{UXV;UGBl,VGBz}
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Definicia stc¢inu

Xo

¢ } X
U 1

Figure: Bazovih mnozinu v sicinovej topolégie dostaneme ako U x V
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Priklady sacinov

» Sicin dvoch diskrétnych priestorov je diskrétny.
» Sucin dvoch indiskrétnych priestorov je indiskrétny.
» Siéin dvoch metrizovatelnych priestorov je metrizovatelny.

d(x,y) = max{d(x1, y1), d(x2, y2)}
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Projekcie st spojité a otvorené

Tvrdenie

Nech X1 x Xy je topologicky sacin priestorov X1 a Xo a

pi: X1 X Xo — X; st zodpovedajii projekcie. Zobrazenia p1 a p> st
Spojité a otvorené.
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Projekcia nemusi byt uzavreta

Figure: Projekcia nemusi byt uzavreté zobrazenie
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Spojitost na sicine

Tvrdenie

Nech Y, Xy, Xo su topologické priestory. Zobrazenie

f:Y — Xy x Xo je spojité prave vtedy, ked pyof aj ppo f si
Spojité.

> f1: X = Y1, fh: X — Y, spojité = (f1, f) spojité
> f1: X1 — Y1, Hh: Xo = Ya spojité = 1 X f spojité
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Topologicky sacin Sacin dvoch priestorov

Priklad

T=SxS§,

kde S oznaCuje kruZznicu.

Faktorové zobrazenie q: | — S, q(t) = e>™t

nam dava
gxq: I xI—5xS.

(x,¥) ~ (X', y') & exp(i2nx) = exp(i2nx’) a
exp(i2my) = exp(i2my’).)

Topologicky sicin



Topologicky sacin n dvoch priestorov




Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Definicia stc¢inu

Definicia
Nech pre kazdé i € | mame topologicky priestor (X;, 7;). Potom

S={p'[U:iel,UeT}

uruje subbazu topolégie na mnozine X = [] X;. Oznaéme tato
icl

topolégiu T.
Priestor (X, 7) budeme nazyvat topologicky sicin priestorov
(Xi, Ti) a oznaCovat ho budeme [] X;.

i€l
V pripade, ze X; = X pre vietky i € I, budeme hovorit 0 mocnine
priestoru X a pouzivat oznacenie X'.
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Definicia stc¢inu

S={pHUl;iel,UET}
B = {ﬂ p;Y[Ui]; U; € T;, F je koneéna podmnozina mnoziny /}
ieF

ik
={(\p;, " Wl NN UL it ik €1, Uy € T}
i
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Definicia stc¢inu

<

Figure: Obrazok znazornuje typickd mnozinu zo subbazy (resp. bazy)
spolu s niektorymi funkciami patriacimi do tejto mnoziny
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Box topology

Nechceme () p; *[Ui] = I1 U;.
icl il
» sicin kompaktnych priestorov
univerzalna vlastnost, kategoridlna limita
inicidlna topolégia vzhladom na projekcie
popis spojitosti

>
>
>
» konvergencia = bodova konvergencia
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Spojitost

Tvrdenie
Nech X; je topologicky priestor pre kazdé i € | a [[ X; je
i€l
topologicky siicin tychto priestorov. Pre kazdé i € | je projekcia
pi: [I Xi = X spojité a otvorené zobrazenie.
icl
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Spojitost

Tvrdenie
Nech Y je topologicky priestor a X; je topologicky priestor pre
kazdé i € |. Nech f: Y — [] Xi je zobrazenie.

iel
Zobrazenie f je spojité prave vtedy, ked zlozenie p; o f je spojité
pre kazdé i € |.
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Spojitost

Désledok

Nech pre kazdé i € | je f;: Y — X; spojité zobrazenie medzi

topologickymi priestormi. Potom aj (f;): Y — [] Xi je spojité.
iel

Désledok

Nech pre kazdé i € | je f;: Xi — Y; spojité zobrazenie medzi

topologickymi priestormi. Potom aj [[ fi: [[ Xi — [ Vi je spojité.
iel el icl
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Univerzalna vlastnost

Tvrdenie

Nech X; je topologicky priestor pre kazdé i € I, oznacme [] X; ich
iel

topologicky sic¢in a p;: X — X; prislusné projekcie. Nech Y je

topologicky priestor a nech pre kazdé i € | je f;: Y — X; spojité

zobrazenie. Potom existuje prave jedno zobrazenie f: Y — [[ X;
iel
s vlastnostou, Ze rovnost

piof =f

plati pre vsetky i € I.
Y - ST X

X &

Xi
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Uzaver v sucine

Tvrdenie
Nech pre kazdé i € | je X; topologicky priestor a A; C X;. Potom
plati
4=~
il icl
Désledok

Nech pre kazdé i € | je C; uzavretd podmnozina v X;. Potom aj
1 Gi je uzavreta v [] X;
icl icl
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Spocitatelna baza

» Sacin spocitatelne vela priestorov so spocitatelnou bazou
topolégie ma spocitatelna bazu topoldgie.

» Sicin spocitatelne vela priestorov, ktoré vyhovuju prvej
axiéme spocitatelnosti, vyhovuje prvej axiéme spocitatel nosti.
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Topologicky sacin Sacin lubovol'ného systému

Separabilny priestor

Veta
Nech pre kazdé i € | je X; separabilny priestor a || < ¢. Potom aj
sicin [ X; je separabilny priestor.

iel
Lema
Nech D je diskrétny priestor kardinality W a nech |l| = ¢. Potom
mocnina D! je separabilny priestor.
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