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Topologický sú£in

�tyri základné kon²trukcie:
▶ podpriestor (vloºenie)
▶ faktorový priestor (faktorové zobrazenie)
▶ topologický sú£et
▶ topologický sú£in
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Topologický sú£in Sú£in mnoºín

Sú£in dvoch mnoºín

X1 × X2 = {(x1, x2); x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}
p1 : X1 × X2 → X1 a p2 : X1 × X2 → X2

p1(x1, x2) = x1

p2(x1, x2) = x2

Iné ozna£enie: pA : A× B → A, kde pA(a, b) = a
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Topologický sú£in Sú£in mnoºín

Sú£in dvoch mnoºín

Z f1 : X → Y1 a f2 : X → Y2 dostávame g : X → Y1 × Y2:

g(x) = (f1(x), f2(x)).

Ozna£enie: ⟨f1, f2⟩.

X

⟨f1,f2⟩
��

f1

zz

f2

$$

Y1 Y1 × Y2

p1
oo

p2
// Y2
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Topologický sú£in Sú£in mnoºín

Sú£in dvoch mnoºín

Ak máme f1 : X1 → Y1 a f2 : X2 → Y2:

f1 × f2 : X1 × X2 → Y1 × Y2

(f1 × f2)(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2))

X1 × X2

f1×f2 //

pi
��

Y1 × Y2

p′i
��

Xi
fi

// Yi

Ak f1, f2 sú injekcie (surjekcie, bijekcie), tak aj f1 × f2 je injekcia
(surjekcia, bijekcia).
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Topologický sú£in Sú£in mnoºín

Sú£in systému mnoºín

De�nícia

Ak pre kaºdé i ∈ I máme danú mnoºinu Xi ich karteziánsky sú£in

de�nujeme ako mnoºinu v²etkých zobrazení z I do
⋃
i∈I

Xi takých, ºe

pre v²etky i ∈ I platí f (i) ∈ Xi .∏
i∈I

Xi = {f : I →
⋃
i∈I

Xi ; (∀i ∈ I )f (i) ∈ Xi}

projekcie pi :
∏
i∈I

Xi → Xi :

pi (f ) = f (i)
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Topologický sú£in Sú£in mnoºín

Sú£in systému mnoºín

Ak máme pre kaºdé i ∈ I zobrazenie fi : X → Yi tak dostaneme

⟨fi ⟩ : X →
∏

Yi

X
⟨fi ⟩
//

fi !!

∏
Yi

pi
��

Yi
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Topologický sú£in Sú£in mnoºín

Sú£in systému mnoºín

Ak máme pre kaºdé i ∈ I zobrazenie fi : Xi → Yi , tak dostaneme

h =
∏
i∈I

fi :
∏
i∈I

Xi →
∏
i∈I

Yi

∏
Xi

∏
fi
//

pi
��

∏
Yi

p′i
��

Xi
fi

// Yi

Ak v²etky fi sú injekcie (surjekcie, bijekcie), tak aj
∏
i∈I

fi je injekcia

(surjekcia, bijekcia).
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

De�nícia sú£inu

De�nícia

Nech (X1, T1) a (X2, T2) sú topologické priestory. Poloºme

B = {U × V ;U ∈ T1,V ∈ T2}.

Potom B je báza nejakej topológie T na karteziánskom sú£ine
X1 × X2. Túto topológiu nazývame sú£inová topológia a priestor
(X1 × X2, T ) nazývame topologický sú£in priestorov (X1, T1) a
(X2, T2). Túto topológiu budeme niekedy ozna£ova´ ako T1 × T2.

B′ = {U × V ;U ∈ B1,V ∈ B2}
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

De�nícia sú£inu

X1
U

X2

V U × V

Figure: Bázovú mnoºinu v sú£inovej topológie dostaneme ako U × V
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

Príklady sú£inov

▶ Sú£in dvoch diskrétnych priestorov je diskrétny.
▶ Sú£in dvoch indiskrétnych priestorov je indiskrétny.
▶ Sú£in dvoch metrizovate©ných priestorov je metrizovate©ný.

d(x , y) = max{d(x1, y1), d(x2, y2)}
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

Projekcie sú spojité a otvorené

Tvrdenie

Nech X1 × X2 je topologický sú£in priestorov X1 a X2 a

pi : X1 × X2 → Xi sú zodpovedajú projekcie. Zobrazenia p1 a p2 sú

spojité a otvorené.
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

Projekcia nemusí by´ uzavretá

Figure: Projekcia nemusí by´ uzavreté zobrazenie
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

Spojitos´ na sú£ine

Tvrdenie

Nech Y , X1, X2 sú topologické priestory. Zobrazenie

f : Y → X1 × X2 je spojité práve vtedy, ke¤ p1 ◦ f aj p2 ◦ f sú

spojité.

▶ f1 : X → Y1, f2 : X → Y2 spojité ⇒ ⟨f1, f2⟩ spojité
▶ f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 spojité ⇒ f1 × f2 spojité
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

Tórus

Príklad

T = S × S ,

kde S ozna£uje kruºnicu.
Faktorové zobrazenie q : I → S , q(t) = e i2πt nám dáva

q × q : I × I → S × S .

(x , y) ∼ (x ′, y ′) ⇔ exp(i2πx) = exp(i2πx ′) a
exp(i2πy) = exp(i2πy ′).)
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Topologický sú£in Sú£in dvoch priestorov

Tórus

Figure: Tórus
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

De�nícia sú£inu

De�nícia

Nech pre kaºdé i ∈ I máme topologický priestor (Xi , Ti ). Potom

S = {p−1

i [U]; i ∈ I ,U ∈ Ti}

ur£uje subbázu topológie na mnoºine X =
∏
i∈I

Xi . Ozna£me túto

topológiu T .
Priestor (X , T ) budeme nazýva´ topologický sú£in priestorov
(Xi , Ti ) a ozna£ova´ ho budeme

∏
i∈I

Xi .

V prípade, ºe Xi = X pre v²etky i ∈ I , budeme hovori´ o mocnine

priestoru X a pouºíva´ ozna£enie X I .
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

De�nícia sú£inu

S = {p−1

i [U]; i ∈ I ,U ∈ Ti}

B = {
⋂
i∈F

p−1

i [Ui ];Ui ∈ Ti ,F je kone£ná podmnoºina mnoºiny I}

= {
ik⋂
i1

p−1

i1
[Ui1 ] ∩ · · · ∩ p−1

ik
[Uik ]; i1, . . . , ik ∈ I ,Uij ∈ Tij}
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

De�nícia sú£inu

Figure: Obrázok znázor¬uje typickú mnoºinu zo subbázy (resp. bázy)
spolu s niektorými funkciami patriacimi do tejto mnoºiny
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Box topology

Nechceme
⋂
i∈I

p−1

i [Ui ] =
∏
i∈I

Ui .

▶ sú£in kompaktných priestorov
▶ univerzálna vlastnos´, kategoriálna limita
▶ iniciálna topológia vzh©adom na projekcie
▶ popis spojitosti
▶ konvergencia = bodová konvergencia
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Spojitos´

Tvrdenie

Nech Xi je topologický priestor pre kaºdé i ∈ I a
∏
i∈I

Xi je

topologický sú£in týchto priestorov. Pre kaºdé i ∈ I je projekcia

pi :
∏
i∈I

Xi → Xi spojité a otvorené zobrazenie.
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Spojitos´

Tvrdenie

Nech Y je topologický priestor a Xi je topologický priestor pre

kaºdé i ∈ I . Nech f : Y → ∏
i∈I

Xi je zobrazenie.

Zobrazenie f je spojité práve vtedy, ke¤ zloºenie pi ◦ f je spojité

pre kaºdé i ∈ I .

Y
f //

pi◦f !!

∏
Xi

pi
��

Xi
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Spojitos´

Dôsledok

Nech pre kaºdé i ∈ I je fi : Y → Xi spojité zobrazenie medzi

topologickými priestormi. Potom aj ⟨fi ⟩ : Y → ∏
i∈I

Xi je spojité.

Dôsledok

Nech pre kaºdé i ∈ I je fi : Xi → Yi spojité zobrazenie medzi

topologickými priestormi. Potom aj
∏
i∈I

fi :
∏
i∈I

Xi →
∏
i∈I

Yi je spojité.
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Univerzálna vlastnos´

Tvrdenie

Nech Xi je topologický priestor pre kaºdé i ∈ I , ozna£me
∏
i∈I

Xi ich

topologický sú£in a pi : X → Xi príslu²né projekcie. Nech Y je

topologický priestor a nech pre kaºdé i ∈ I je fi : Y → Xi spojité

zobrazenie. Potom existuje práve jedno zobrazenie f : Y → ∏
i∈I

Xi

s vlastnos´ou, ºe rovnos´

pi ◦ f = fi

platí pre v²etky i ∈ I .

Y
f //

fi !!

∏
Xi

pi
��

Xi
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Uzáver v sú£ine

Tvrdenie

Nech pre kaºdé i ∈ I je Xi topologický priestor a Ai ⊆ Xi . Potom

platí ∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

Ai .

Dôsledok

Nech pre kaºdé i ∈ I je Ci uzavretá podmnoºina v Xi . Potom aj∏
i∈I

Ci je uzavretá v
∏
i∈I

Xi
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Spo£ítate©ná báza

▶ Sú£in spo£ítate©ne ve©a priestorov so spo£ítate©nou bázou
topológie má spo£ítate©nú bázu topológie.

▶ Sú£in spo£ítate©ne ve©a priestorov, ktoré vyhovujú prvej
axióme spo£ítate©nosti, vyhovuje prvej axióme spo£ítate©nosti.
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Topologický sú£in Sú£in ©ubovo©ného systému

Separabilný priestor

Veta

Nech pre kaºdé i ∈ I je Xi separabilný priestor a |I | ≤ c. Potom aj

sú£in
∏
i∈I

Xi je separabilný priestor.

Lema

Nech D je diskrétny priestor kardinality ℵ0 a nech |I | = c. Potom
mocnina D I je separabilný priestor.
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