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Kompaktné priestory

Kompaktné priestory

Definicia
Ak C je pokrytie priestoru X, tak systém S C C sa nazyva
podpokrytie pokrytia C, ak aj S je pokrytim t.j. ak S = X.

Definicia

Topologicky priestor X sa nazyva kompaktny, ak pre kazdé otvorené
pokrytie priestoru X existuje konecné podpokrytie.

Podmnozinu K v topologickom priestore X nazveme kompaktnou,

ak K s relativnou topol6giou je kompaktny priestor. (Ekvivalentne:

Lubovolné pokrytie mnoziny K otvorenymi podmnoZinami priestoru
X)
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Kompaktné priestory

Priklady

» Kazdy konecny priestor je kompaktny.

» Priestory R a (0,1) nie st kompaktné.
Tvrdenie
Interval | = (0,1) s obvyklou topoldgiou je kompaktny.
Kazdy uzavrety interval (a, b), kde a < b, je kompaktny.



Kompaktné priestory

Interval | = (0, 1)

Tvrdenie
Interval | = (0,1) s obvyklou topoldgiou je kompaktny.
» Dékaz - ,posivanim sa“ doprava (indukcia na realnej osi).
S = {x € (0,1); existuje konecny podsystém F C
C taky, ze (0,x) C |JF}
» Dékaz pomocou Alexandrovej vety o subbaze.
> Spojity obraz {0, 1} (cez binarne rozvoje).
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Kompaktné priestory

Charakterizacia pomocou uzavretych mnozin

X je kompaktny, ak pre kazdé otvorené pokrytie priestoru X
existuje kone¢né podpokrytie.

Veta

Nech (X,T) je topologicky priestor. Priestor X je kompaktny prave
vtedy, ked' kazdy centrovany systém uzavretych mnoZin ma
neprazdny prienik.
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Kompaktné priestory

Podpriestory

Tvrdenie
Ak X je kompaktny priestor a S je jeho uzavrety podpriestor, tak aj
S je kompaktny.

Tvrdenie
Ak S je podpriestor priestoru X, pricom S je kompaktny a X je
Hausdorffovsky, tak S je uzavrety podpriestor.
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Podpriestory

Tvrdenie

Nech X je hausdorffovsky priestor, K je kompaktna podmnozina
priestoru X a x ¢ K. Potom existuji disjunktné mnoziny U, V
také, Ze UNV =0 a sicasne

xeU a K CV.
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Kompaktnost a axiémy oddelitel'nosti

Kompaktny T,-priestor je normalny

Veta
Nech X je hausdorffovsky priestor a A, B C X si kompaktné

podmnoZiny také, ze AN B = (). Potom existujii otvorené mnozZiny
U, V také, 22 ACU,BCVaUnV=0.

Désledok
Kazdy kompaktny T,-priestor je normalny. (Teda je to Ty-priestor.)

Désledok
Kazdy podpriestor kompaktného T,-priestoru je T,1-priestor.
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Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a (ultra)filtre

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor, U je ultrafilter na mnozine M a

f: M — X je zobrazenie. Ak X je kompaktny priestor, tak existuje
U-limita funkcie f.

Désledok

Nech X je topologicky priestor a U je ultrafilter na mnozZine X. Ak
X je kompaktny priestor, tak existuje aspon jedna limita ultrafiltra
Uu.

Désledok
Nech X je topologicky priestor a F je filter na mnozine X. Ak X je
kompaktny priestor, tak F ma hromadny bod v X.
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Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a (ultra)filtre

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor. Ak kazdy filter na mnozine X ma
hromadny bod, tak X je kompaktny.

Veta
Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujiice podmienky si
ekvivalentné:
(i) Priestor X je kompaktny.
(ii) Pre lubovolni mnozinu M, lubovolné zobrazenie f: M — X a
kazdy ultrafilter U na mnoZine M existuje U-limita.
(iii) Kazdy ultrafilter na X konverguje.

(iv) Kazdy filter na X ma hromadny bod.
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Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost siete

Tvrdenie
Ak X je kompaktny priestor, tak lubovolna siet (xq4)gep v X mé
hromadny bod.

ﬂ {Xe;e € D,e > d}.
deD



Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost siete

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor. Ak kazda siet (xg)gep v X ma
hromadny bod, tak X je kompaktny.



Kompaktnost a spojitost

Spojity obraz

Veta
Spojity obraz kompaktného priestoru je kompaktny.

Désledok
Nech X je kompaktny topologicky priestor, Y je Hausdorffovsky a
f: X =Y je spojité zobrazenie. Potom f je aj uzavreté zobrazenie.

Désledok
Nech X je kompaktny topologicky priestor, Y je Hausdorffovsky.
Ak f: X — Y je spojita bijekcia, tak f je homeomorfizmus.

Désledok
Nech X je kompaktny priestor a f: X — R je spojité zobrazenie.
Potom mnozina f[X] ma maximum a minimum.

Kompaktnost



Tichonovova veta

Tichonovova veta

Veta (Tichonovova veta)
Ak pre kazdé i € | je X; kompaktny priestor, tak aj topologicky
sucin [[ Xi je kompaktny.

iel
Désledok
Hausdorfovsky priestor X je kompaktny préve vtedy, ked X je
homeomorfny s uzavretym podpriestorom Tichonovovej kocky.

Désledok
Topologicky priestor X je T;1-priestor prave vtedy, ked X je
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homeomorfny s podpriestorom nejakého kompaktného
hausdorfovského priestoru.
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