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De�nícia

Topologický priestor X sa nazýva lokálne kompaktný, ak kaºdý bod
x ∈ X má nejaké kompaktné okolie v X .

De�nícia

Nech X je topologický priestor a A ⊆ X . Podmnoºina A sa nazýva
relatívne kompaktná v X , ak mnoºina A je kompaktná.
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Tvrdenie

Nech X je hausdor�ovský priestor. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
(i) X je lokálne kompaktný, t.j. pre kaºdý bod x ∈ X existuje

nejaké kompaktné okolie Kx ;

(ii) pre kaºdý bod x ∈ X existuje okolie Ux také, ºe mnoºina Ux je
kompaktná v X ;

(iii) kaºdý bod x ∈ X má bázu okolí pozostávajúcu z kompaktných
mnoºín;

(iv) kaºdý bod x ∈ X má bázu okolí Bx takú, ºe pre kaºdé U ∈ Bx

je mnoºina U kompaktná v X .

Inak: kaºdý bod má relatívne kompaktné okolie resp. kaºdý bod má
bázu okolí pozostávajúcu z relatívne kompaktných mnoºín.
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Príklady

▶ R aj Rn (s obvyklou topológiou) sú lokálne kompaktné
priestory. Systém {⟨x − ε, x + ε⟩; ε > 0} je báza okolí bodu x .

▶ Priestor (X , Tdisc) je lokálne kompaktný.
▶ Racionálne £ísla Q (s obvyklou topológiou) nie sú lokálne

kompaktný priestor.
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Podpriestory

▶ Podpriestor lokálne kompaktného priestoru nemusí by´ lokálne
kompaktný. (Napríklad Q a R.)

▶ Uzavretý podpriestor lokálne kompaktného T2-priestoru je
lokálne kompaktný.

▶ Otvorený podpriestor lokálne kompaktného T2-priestoru je
lokálne kompaktný.

Tvrdenie

Ak X je lokálne kompaktný podpriestor hausdor�ovského priestoru
Y , tak existuje uzavretá mnoºina C a otvorená mnoºina U v Y
tak, ºe

X = C ∩ U.

�peciálne, X je otvorená podmnoºina v priestore X .
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Podpriestory

Tvrdenie

Ak X je lokálne kompaktný podpriestor hausdor�ovského priestoru
Y , tak existuje uzavretá mnoºina C a otvorená mnoºina U v Y
tak, ºe

X = C ∩ U.

�peciálne, X je otvorená podmnoºina v priestore X .

Dôsledok

Ak D je hustá podmnoºina T2-priestoru Y a D je lokálne
kompaktná, tak D je otvorená mnoºina.

Q je hustá v R, nie je otvorená ⇒ nie je to lokálne kompaktná
podmnoºina.
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Sú£iny

Tvrdenie

Ak X je lokálne kompaktný a f : X → Y je otvorená spojitá
surjekcia, tak aj Y je lokálne kompaktný.

Tvrdenie

Nech pre kaºdé i ∈ I je Xi ̸= ∅. Topologický sú£in X =
∏
i∈I

Xi je

lokálne kompaktný práve vtedy, ke¤ v²etky i ∈ I je priestor Xi

lokálne kompaktný a sú£asne s výnimkou kone£ne ve©a indexov sú
v²etky Xi kompaktné.
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Kompakti�kácia

De�nícia

Nech X , Y sú topologické priestory a c : X ↪→ Y je vloºenie. Ak Y
je kompaktný Hausdor�ovský priestor a mnoºina c[X ] je hustá v Y
tak hovoríme, ºe dvojica (Y , c) je kompakti�kácia priestoru X .

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Priestor X má kompakti�káciu
práve vtedy, ke¤ X je T

3
1

2

-priestor.

Lokálne kompaktné priestory



Lokálne kompaktné priestory Jednobodová kompakti�kácia

Jednobodová kompakti�kácia

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor a ∞ /∈ X . Na mnoºine
X ∗ = X ∪ {∞} de�nujeme

T ∗ = T ∪ {X ∗ \ C ;C je uzavretá kompaktná podmnoºina v X}.

Potom platí:

(i) (X ∗, T ∗) je topologický priestor.

(ii) (X , T ) je otvorený podpriestor priestoru (X ∗, T ∗).

(iii) (X ∗, T ∗) je kompaktný priestor.

(iv) X je hustá podmnoºina v X ∗ práve vtedy, ke¤ X nie je
kompaktný.

(v) Priestor (X ∗, T ∗) je hausdor�ovský práve vtedy, ke¤ X je
hausdor�ovský a lokálne kompaktný.
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Jednobodová kompakti�kácia

Ak X je hausdor�ovský, lokálne kompaktný priestor, ktorý nie je
kompaktný. Na mnoºine X ∗ = X ∪ {∞} de�nujeme

T ∗ = T ∪ {X ∗ \ C ;C je uzavretá kompaktná podmnoºina v X}.

Potom T ∗ je topológia na X ∗ a (X ∗, T ∗) je kompaktný T2-priestor,
ktorý obsahuje X ako hustý podpriestor.
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Jednobodová kompakti�kácia

De�nícia

Ak X je lokálne kompaktný T2-priestor, ktorý nie je kompaktný,
tak priestor (X ∗, T ∗) spolu s vloºením id : X ↪→ X ∗ z predo²lej vety
nazývame jednobodová kompakti�kácia alebo tieº Alexandrovova
kompakti�kácia priestoru X .

Dôsledok

Kaºdý lokálne kompaktný T2-priestor je tichonovovský.
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Príklady

Príklad

▶ Priestor C (ω) je jednobodová kompakti�kácia spo£ítate©ného
diskrétneho priestoru.

▶ Kruºnica je jednobodová kompakti�kácia R.
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