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Lokéalne kompaktné priestory

Definicia
Topologicky priestor X sa nazyva lokdlne kompaktny, ak kazdy bod
x € X ma nejaké kompaktné okolie v X.

Definicia
Nech X je topologicky priestor a A C X. Podmnozina A sa nazyva
relativne kompaktna v X, ak mnozina A je kompaktna.
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Lokéalne kompaktné priestory

Tvrdenie

Nech X je hausdortfovsky priestor. Nasledujice podmienky si

ekvivalentné:

(i) X je lokdlne kompaktny, t.j. pre kazdy bod x € X existuje
nejaké kompaktné okolie K,;

(ii) pre kazdy bod x € X existuje okolie U, také, ze mnozina Uy je
kompaktna v X;

(iii) kazdy bod x € X méa bazu okoli pozostavajicu z kompaktnych
mnozin;

(iv) kazdy bod x € X ma bazu okoli By taki, Ze pre kazdé U € By
je mnozina U kompaktna v X.

Inak: kazdy bod ma relativne kompaktné okolie resp. kazdy bod ma
bazu okoli pozostavajicu z relativne kompaktnych mnozin.
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Priklady

» R aj R” (s obvyklou topolégiou) st lokalne kompaktné
priestory. Systém {(x — e, x 4+ €);e > 0} je baza okoli bodu x.
» Priestor (X, Tqisc) je lokalne kompaktny.

» Racionalne &isla Q (s obvyklou topolégiou) nie st lokalne
kompaktny priestor.
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Podpriestory

» Podpriestor lokalne kompaktného priestoru nemusi byt lokalne
kompaktny. (Napriklad Q a R.)

» Uzavrety podpriestor lokalne kompaktného T,-priestoru je
lokdlne kompaktny.

» Otvoreny podpriestor lokalne kompaktného Ts-priestoru je
lokdlne kompaktny.

Tvrdenie
Ak X je lokdlne kompaktny podpriestor hausdorffovského priestoru
Y, tak existuje uzavretd mnozina C a otvorend mnozina U v Y
tak, Ze

X=CcnUu.

Specialne, X je otvorend podmnozina v priestore X.
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Podpriestory

Tvrdenie
Ak X je lokdlne kompaktny podpriestor hausdorffovského priestoru
Y, tak existuje uzavretd mnozina C a otvorend mnozina U v'Y
tak, ze

X=CnU.

Specidlne, X je otvorena podmnozina v priestore X.

Désledok
Ak D je husta podmnoZina T,-priestoru Y a D je lokilne
kompaktna, tak D je otvorend mnoZina.

Q je husta v R, nie je otvorena = nie je to lokalne kompaktna
podmnoZina.
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Saciny

Tvrdenie
Ak X je lokdlne kompaktny a f: X — Y je otvorena spojita
surjekcia, tak aj Y je lokdlne kompaktny.

Tvrdenie

Nech pre kazdé i € | je X; # 0. Topologicky siucin X =[] X; je
iel

lokédlne kompaktny préve vtedy, ked vsetky i € | je priestor X;

lokdlne kompaktny a sii¢asne s vynimkou koneéne vela indexov sii

vsetky X; kompaktné.
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Kompaktifikacia

Definicia

Nech X, Y si topologické priestory a c: X < Y je vlozenie. Ak Y
je kompaktny Hausdorffovsky priestor a mnozina c[X] je husta v Y
tak hovorime, Ze dvojica (Y, ¢) je kompaktifikicia priestoru X.

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor. Priestor X ma kompaktifikaciu

prave vtedy, ked' X je T,1-priestor.
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Jednobodova kompaktifikacia

Tvrdenie
Nech (X, T) je topologicky priestor a oo ¢ X. Na mnozine
X* =X U{oo} definujeme

T* =T U{X*\ C; C je uzavretd kompaktnd podmnozina v X}.

Potom plati:
(i) (X*,T™) je topologicky priestor.
(ii) (X,T) je otvoreny podpriestor priestoru (X*,T*).
(iii) (X*,T*) je kompaktny priestor.
(iv) X je hustd podmnozina v X* prave vtedy, ked' X nie je
kompaktny.

(v) Priestor (X*,T*) je hausdorffovsky prave vtedy, ked X je
hausdorffovsky a lokalne kompaktny.
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Jednobodova kompaktifikacia

Ak X je hausdorffovsky, lokalne kompaktny priestor, ktory nie je
kompaktny. Na mnozine X* = X U {oo} definujeme

T*=TU{X*\ C; C je uzavreta kompaktnd podmnozina v X}.

Potom T je topolégia na X* a (X*,7™) je kompaktny T,-priestor,
ktory obsahuje X ako husty podpriestor.
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Jednobodova kompaktifikacia

Definicia

Ak X je lokalne kompaktny T,-priestor, ktory nie je kompaktny,
tak priestor (X*,7™*) spolu s vlozenim id: X < X* z predoslej vety
nazyvame jednobodova kompaktifikicia alebo tiez Alexandrovova
kompaktifikicia priestoru X.

Désledok
Kazdy lokalne kompaktny T,-priestor je tichonovovsky.
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Priklady

Priklad
> Priestor C(w) je jednobodova kompaktifikacia spocitatelného
diskrétneho priestoru.
» Kruznica je jednobodova kompaktifikacia R.
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