Savislé priestory

3. decembra 2024

Sivislé priestory



Savislé priestory

Savislé priestory

Definicia

Topologicky priestor X sa nazyva sivisly, ak neexistuji neprazdne
disjunktné otvorené podmnoziny priestoru X také, ze AU B = X.
Hovorime, ze podmnozina C v topologickom priestore X je sivisla,
ak C s relativnou topolégiou je savisly priestor.

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor. Nasledujiice podmienky sii
ekvivalentné:
(1) X je sivisly.
(ii) Ak A je obojakd mnozina v X, tak A= () alebo A = X.
(iii) Ak D je diskrétny dvojprvkovy priestor a f: X — D je spojité
zobrazenie, tak f je konstantné.
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Priklady

» Diskrétny priestor |X| > 2 nie je stvisly.
» Sorgenfreyova priamka R, nie je stvisly priestor.

Tvrdenie
Interval (0,1) s obvyklou topoldgiou je savisly priestor.
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Husta savisld podmnozina

Tvrdenie

Nech (X, T) je topologicky priestor. Ak D je hustd mnozina v X,
ktora je sivisla, tak aj priestor X je sivisly.

Désledok

Nech X je topologicky priestor a C je nejaka savisld mnozina v X.
Potom aj lubovolnd podmnozina A takd, 7ze C C A C C je siivisla.

Sivislé priestory



Savislé priestory

Spojity obraz

Tvrdenie
Spojity obraz sivislého priestoru je sivisly.
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Definicia

Nech X je topologicky priestor a x,y € X. Nech U je otvorené
pokrytie priestoru X. Povieme, Ze konecna postupnost mnozin

Uo, ..., U, € U je retaz v U spajajuca x,y ak x € Uy, y € U, a pre
kazdé i = 0,...,n— 1 plati U; N Uj11 # 0.

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor. Priestor X je sivisly prave vtedy,
ked pre [ubovolné otvorené pokrytie U a pre lubovolné x,y € X
existuje retaz vU spdjajica x a y.
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Neprazdny prienik

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor a {Y;; i € 1} je systém sdvislych
podmnozin priestoru X. Ak plati (\ Y; # (), tak aj mnozZina

icl
Y = U Y je savisla.
icl
Dosledok

Podpriestor S C R realnej osi (s obvyklou topolégiou) je sivisly
prave vtedy, ked S je interval.

Désledok

Nech X je topologicky priestor. Ak pre [ubovolné x,y € S existuje
stvisly podpriestor Sy, taky, Ze x,y € Sy, tak priestor X je
savisly.
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Sacin savislych priestorov

Tvrdenie
Ak X, Y si sivislé priestory, tak ich topologicky sicin X x Y je
opdt savisly.
n
Ak X1,...,X, st savislé priestory, tak aj ich sucin [] X; je savisly.
i=1
Veta
Nech pre kazdé i € | je X; neprazdny topologicky priestor.
Topologicky sicin [ X; je suvisly prave vtedy, ked priestor X; je
icl
savisly pre kazdé i € I.
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Komponenty sivislosti

Definicia

Ak X je topologicky priestor a C C X je maximalna (vzh[adom na
inklaziu) savislda podmnozina priestoru X, tak hovorime, ze C je
komponent sivislosti priestoru X.

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor a x € X. Ak polozime

Ce = J{C S X;x € C, C je sivisls mnozina},
tak Cy je suvisla mnozina obsahujica x, ktora je navyse maximalna

vzhladom na inkliziu — teda je to komponent sivislosti.
Mnozinu Cy nazyvame komponent sivislosti bodu x.
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Komponenty sivislosti

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor a x € X. Ak polozime

C = U{C C X;x € C,C je savisla mnozina},

tak Cy je suvislda mnozina obsahujica x, ktora je navyse maximalna
vzhladom na inkliziu — teda je to komponent sivislosti.
Mnozinu Cy nazyvame komponent sivislosti bodu x.

Désledok
Ak X je topologicky priestor a S je sivisla mnoZina, tak existuje
komponent sivislosti C taky, ze S C C.
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Komponenty sivislosti

Tvrdenie
Komponenty suvislosti priestoru X tvoria rozklad mnoziny X. (T.
st navzdjom disjunktné a ich zjednotenie je celé X.)

Veta
Visetky komponenty sivislosti v X sii uzavreté.

Vo vseobecnosti komponenty nemusia byt otvorené.

Priklad

Uvazujme Q s obvyklou topolégiou. Vietky komponenty sivislosti
priestoru Q st jednoprvkové.
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Linedrne shvislé priestory

Definicia

Topologicky priestor X sa nazyva linedrne savisly, ak pre lubovolné
x,y € X existuje spojité zobrazenie f: (0,1) — X také, ze

f(0) = x, f(1) = y. Takéto zobrazenie f nazyvame cesta z x do y.
Priestor X nazveme oblikovo sivisly, ak pre [ubovolné x,y € X
existuje vlozenie h: (0,1) — X také, ze h(0) = x, h(1) = y. (Tu
teda navyse ziadame, aby h[(0,1)] = (0, 1), t.j. podpriestor h[(0, 1)]
je homeomorfny s jednotkovym intervalom.)
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Linedrne shvislé priestory

Tvrdenie
Ak X je oblitkovo sivisly, tak je linedrne sivisly.
Ak X je linearne savisly, tak je savisly.

Pre T, priestory: oblikovo sivisly < linedrne sivisly. (Dékaz nie je
jednoduchy.)
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Linedrne shvislé priestory

Priklad

X ={(0,0)} U{(x,sin %);x €R,x > 0}

Priestor X je shvisly, ale nie je linearne savisly.
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Lokélne sivislé priestory

Definicia

Topologicky priestor X nazveme lokdlne sivisly, ak pre kazdé x € X
existuje baza okoli pozostavajica z otvorenych savislych mnozin.
Priestor X je lokalne linedrne sivisly, ak kazdy bod x € X ma bazu
okoli tvoreni otvorenymi linearne sivislymi mnozinami.
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Indukcia na realnej osi

Indukcia na reélnej osi

Tvrdenie
Nech S C (a, b) je podmnozina, ktoré splia podmienky:
> a€S.
» Ak x € S pre nejaké y < b, tak existuje y > x také, Ze
(x,y) €S.
» Ak pre x < b plati (a,x) C S, tak aj x € S.
Potom S = (a, b).
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