Vseobecna topolégia — sada tloh ¢. 3

Kazda z uvedenych tloh ma hodnotu 20 bodov. Rozumné je kazdd z nich zacat na novej
strane.

Uloha 1. Pre kazdé i € I majme topologicky priestor X; a nejaki podmnozinu A; C X;.

Ukézte, ze
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Uloha 2. Nech f: M — X, g: M — Y a F je filter na mnozine M. Ukazte, 7e:

a) Ak a je F-limita funkcie f a b je F-limita funkcie g, tak (a,b) je F-limita funkcie h = (f, g)
uréenej ako h(z) = (f(x), g(x)).

b) Ak navyse predpokladdme X =Y = R, tak ukézte, Ze a + b je F-limita funkcie f + g.

Uloha 3. Nech A, B st disjunktné uzavreté podmnoziny metrického priestoru (X, d). Do-
kazte, ze predpis

d(z, A)
d(z,A) +d(x, B)

definuje zobrazenie f: X — (0,1), ktoré je spojité a plati preni fla = 0 a f|p = 1. (T,.
v metrickych priestoroch vieme priamo napisat predpis zobrazenia o akom hovori Urysohnova
lema.)
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Uloha 4. Ukézte, 7e ak priestor X splita Urysohnovu lemu, tak je normélny.
T.j. chceme ukéazaf, ze X je normalny, ak vieme, ze pre Iubovolné disjunktné uzavreté
podmnoziny A, B tohto priestoru existuje spojitd funkcia f: X — (0, 1) taka, ze
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Uloha 5. Nech X = {0,1}* je stdin spocitatelne vela képii diskrétneho dvojprvkového
priestoru a nech I = (0, 1) je uzavrety jednotkovy interval s obvyklou topolégiou. Polozme

oo

ple) =3 5ot

n=0

a) Ukazte, ze uvedeny predpis priradi kazdému xz € X préve jeden prvok ¢(x) € I, teda
naozaj dostavame zobrazenie p: X — I.

b) Ukézte, Ze zobrazenie ¢ je spojité.

c) Ukdzte, Ze zobrazenie ¢ je surjektivne. Je toto zobrazenie aj injektivne?

d) Daju sa veci dokézané v predchadzajtcich ¢astiach vyuzit na dékaz kompaktnosti priestoru
I=(0,1)7



