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Kapitola 1

Uvod

1.1 Predhovor

Tento text je primarne zamyslany ako sprievodny text k prednaske z niektorych predmetov
(2-MAT-211 VSeobecnd topologia a 2-MPG-161 VSeobecnd topolédgia). Samozrejme, tieto
pozndmky urcite nebudui dplne totozné s prednaskou. Budem sa usilovat pokryt skutoc¢ne
vsetku latku, ktora odznie na prednédske. Na druhej strane, na rozdiel od prednasky v pisa-
nom texte nie som limitovany ¢asom — takze je mozné, ze niekedy doplnim par veci navyse.
Niekedy tiez vyuzijem moznost rozpisat tu detailnejSie dokazy, ktoré na prednaske skratim,
iba nazna¢im alebo dokonca presko¢im. (Niektoré ddkazy presko¢ime na prednédske preto,
ze st velmi jednoduché. Niektoré pojmy, vety ¢i dokazy vynecham skor z casovych dovodov
— ale ked sa mi zdali zaujimave, chcel som ich spomentt aspon tu, kde si o nich v pripade
zdujmu mozete nieCo precitat.)

Okrem veci zo spominanych predmetov sa tu urcite vyskytni nejaké témy navyse, t.j.
témy, ktoré na tychto predndskach nebudiu — ale mohli by byt pre studentov zaujimavé. (A
tiez sa pravdepodobne témy, ktoré sa budu prednasat, sa moézu v roéznych akademickych
rokoch trosicku 1isit.)

Tento text sa bude postupom ¢asu vyvijat — Cize verziu, ktori mate pre sebou, urcite
nepovazujte za findlnu. V texte takéhoto rozsahu sa urcite vyskytni aj chyby a preklepy;
budem sa ich v ramci svojich moznosti snazif postupne opravovat.

1.2 Sylaby

1.2.1 2-MAT-211 Vseobecna topolégia

Pojem topologického priestoru a spojitého zobrazenia. Zékladné topologické konstrukcie (pod-
priestor, topologicky stdet a sicin, faktorovy priestor). Axiémy spodcitatenosti a oddelitel-
nosti (hausdorffovské, reguldrne, tiplne reguldrne a normélne priestory). Kompaktné a lokdlne
kompaktné priestory, kompaktifikicie. Konvergencia v topologickych priestoroch. Stvislé a
linearne suvislé priestory. Metrické a metrizovatelné priestory, vety o metrizacii topologickych
priestorov. Uniformné priestory.



KAPITOLA 1. UVOD 7

1.2.2 2-MPG-161 Vseobecna topolégia

Topologicky priestor. Metricka topoldgia. Spojité zobrazenie. Zakladné konstrukcie topolo-
gickych priestorov. Axiémy spocitatelnosti. Oddelovanie (T1 — T4). Siete a konvergencia.
Suvislost. Kompaktnost. Topologické variety a ich diskrétne reprezentacie.

1.3 Literatura

Ako dva velmi dobré texty k vSeobecnej topoldgii mozem odporucit knihy [E], [W]. Obe vy-
razne presahuji to, ¢o na tomto predmete preberieme — ale prinajmensom veci, ktorymi sa tu
budeme zaoberat by ste tam mali ngjst. Kniha [E] je velmi detailnd referencia k vSeobecnej
topoldgii, obsahuje detailné informécie o mnohych oblastiach. Kniha [W] je sice stru¢nejsia,
ale tiez obsahuje pomerne vela tém — s tym, ze dost velkd cast materidlu je sformulovana
v problémoch uvedenych za jednotlivymi kapitolami. Dobrym tivodom do vseobecnej topo-
légie s aj poznamky [CI1], ktoré st dostupné online.

Spomeniem este knihu [[], ktord je rozhodne menej pokrocild, zato vSak obsahuje vela
podrobne vyriesenych prikladov.

Na tomto predmete sa ¢asto budeme zaoberat aj kontraprikladmi ukazujicimi, ze nejaké
triedy topologickych priestorov nie s totozné. Prehlad mnohych uzitoénych kontraprikladov
sa dé ndjst v [SS], pricom této kniha obsahuje aj zdkladny prehlad venovany typom priestorov,
ktorymi sa zaobera. Podobny prehlad kontraprikladov z vSeobecnej topologie sa da néjst aj
online v databéze m-base [PI]H

Ked uz spominam veci dostupné online, urcite sa oplati pridat aj blog [Ma]ﬂ, ktory obsa-
huje vela materidlu z vSeobecnej topoldgie.

1.4 Zakladné oznacenia

Pre mnozinu prirodzenych ¢isel budeme pouzivat oznadenie N = {0,1,2,...}. T.j. aj nulu
povazujeme za prirodzené ¢islo. (Ak budeme potrebovat oznadenie pre kladné celé ¢isla, tak
pouzijeme oznacenie ZT = {1,2,3,...} = N\ {0}.

Kedze niekedy budeme pracovat aj s ordindlmi, tak pri tomto oznaceni mame vlastne
N = w, t.j. mnozina prirodzenych cisel je to isté ako mnozina vsetkych konecnych ordinélov.

Uzavrety jednotkovy interval budeme ¢asto oznacovat ako I = (0,1). (Casto pouzivam I
pre indexovii mnozinu pri réznych systémoch, zjednoteniach, prienikoch, pokrytiach a pod.
Do istej miery do azda dava zmysel — pouzivam I ako mnozina indexov. Oznacenie I pre
interval (0, 1) je tieZ pomerne rozsirené a stretnete sa s nim na mnohych miestach v literatire,
takze som ho tiez chcel pouzivat. Z kontextu by malo byt vzdy jasné, ktory z tychto dvoch
vyznamov pouzivam — a budem sa snazit davat pozor, aby som ich privelmi nemiesal.)

1.5 Prerekvizity

Predpoklada sa samozrejme znalost veci, ktoré by ste typicky mali poznat po skonceni baka-
larskeho studia.

V texte vyuzivam axiému vyberu, bez toho, Ze by som nejako Specidlne rozlisoval vysledky,
ktoré sa daju dokézat s 1iou alebo bez nej. Budem pouzivat aj Zornovu lemu - ktort beriem

Thttps://topology.jdabbs.com/
thtps ://dantopology.wordpress.com/
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8 Opakovanie o metrickych priestoroch

ako techniku, ktord v cCase, ked sa dostanete k tomuto predmetu, uz ovlddate — niektoré
zékladné veci tykaji sa axidémy vyberu aj Zornovej lemy st zosumarizované v casti

Casto sa mi hod{ na nejakych miestach pouzit ordinilne &sla — najmé st uZitoéné pri
niektorych kontraprikladoch. Je vsak velmi pravdepodobné, zZe niektori Studenti na tomto
predmete sa s ordindlmi este nestretli — v zavislosti od toho, aké predmety ste absolvovali
predtym. Kde to je mozné, budem sa snazit veci napisat aj taka verziu, kde stacia znalosti
zédkladnych veci o dobre usporiadanych ¢islach. (Ale pridam aj verziu s ordindlmi ¢islami, aby
si ludia ovladajici ordindly mali k dispozicii menej komplikovani verziu dékazu.) Ordindlne
¢isla nie s vSak pouzité na ziadnom mieste, ktoré by predstavovalo nejaky fundamentalny
vysledok, ktory sa nedé preskocit. Takze ak budete ¢itat tento text bez znalosti ordindlov,
nanajvys mozno budete musiet preskocit nejaké kontrapriklad, ale vo vicsine textu nepred-
stavuje takéto nieCo problém. Zékladné veci tykajice sa ordindlov (a dobre usporiadanych
mnozin) st zhrnuté v Casti

1.6 Opakovanie o metrickych priestoroch

Vsetky veci, ktoré tu spominame, sa neskdr v tomto texte objavia — mnohé z nich vo vse-
obecnejsej podobe pre topologické priestory. Aj tak je vSak uzito¢né pripomenit veci, ktoré
uz viete o metrickych priestoroch.

Pripomenme definiciu metrického priestoru.

Definicia 1.6.1. Nech X je mnozina. Zobrazenie d: X x X — R sa nazyva metrika, ak pre
lubovolné x,y € X plati
(D1) d(z,y) > 0;
(D2) d(z,y) = 0 prave vtedy, ked © = y;
(D3) d(x,y) = d(y, 2)
(D4) d(x, 2) < d(z,9) + d(y, 2).
Ak d je metrika na X, tak dvojicu (X, d) nazyvame metricky priestor.

Vlastnost [(D4)| sa nazyva trojuholnikovnd nerovnost. Podmienku |(D1)| by sme v skutoc-
nosti mohli vynechat a dostali by sme ekvivalentnti definiciu (tiloha [1.6.1))

Asi najznamejsie priklady metrickych priestorov, s ktorymi ste sa stretli st R™ s eukli-
dovskou metrikou

a jeho Specidlny pripad R. (V R vlastne dostaneme metriku d(x,y) = |z — y|.) Stretli ste
sa vSak aj s mnohymi dalsimi prikladmi — napriklad ste videli aj iné metriky na R™. Na
funkcionalnej analyze ste ¢asto pracovali s linedArnymi normovanymi priestormi — z kazdého
linedrneho normovaného priestoru dostaneme metricky priestor, ak polozime d(z,y) = ||z —
yl||. Napriklad euklidovskd metrika spomenutd vyssie sa d4 dostat z normy

na priestore R”.

Na metrickych priestoroch ste vedeli definovat pojmy ako otvorena a uzavretd mnozina,
konvergencia, spojitost, kompaktnost. Medzi dolezité fakty, ktoré ste videli v metrickych
priestoroch, patria napriklad:
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o Bod « patri do uzaveru mnoziny A prave vtedy, ked existuje postupnost (a, )5, prvkov
z A, ktora konverguje k .
e Funkcia f: X — Y medzi dvoma metrickymi priestormi je spojita prave vtedy, ked pre
kazda konvergentnii postupnost v X z nh_)rréo Tn = a vyplyva nh_)rrgo f(zn) = f(a).
e Mnozina A je kompaktnéd prave vtedy, ked kazda postupnost prvkov z A mé konver-
gentni podpostupnost.
e Spojitd redlna funkcia na kompaktnej mnozine nadobtda svoje maximum aj minimum.
Vlastne by sa obsah tejto prednasky dal zhrnut tak, ze dost velka ¢ast bude venovana
podobnymi vysledkom vo vseobecnejSom kontexte topologickych priestorov. Budeme napri-
klad vidiet, Ze v topologickych priestoroch uvedené tvrdenia neplatia pre postupnosti. Casom
vsak vybudujeme v topologickom priestore pojem limity siete. Ak konvergenciu postupnosti
nahradime konvergenciou sieti, tak uvedené tvrdenia uz budu platit pre vSetky topologické
priestory.

1.6.1 Cvicenia

Uloha 1.6.1. Dokéite, Ze podmienka d(x,y) > 0 (pre lubovolné z,y € X) vyplyva z ostat-
nych podmienok v definicii metrického priestoru.

1.7 Motivacia

1.7.1 Kompaktné mnoziny a aproximacia hladaného objektu

Pomerne casto sme v situdcii, ze by sme chceli ukdzat existenciu objektu s nejakymi vlastnos-
tami. Pritom vieme dostat objekty, ktoré pozadovani vlastnost v nejakom zmysle aproximuju.
Ale nie je na prvy pohlad jasné, ¢i sa d4 vhodnymi limitnym procesom dosiahnut, aby sme sa
od objektov, ktoré si ,nie moc daleko* od pozadovanej vlastnosti dostali skutoc¢ne k objektu,
ktory chceme skonstruovat.

{chuvodMetrcvic:ULOMETRD
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Kapitola 2
Topologické priestory

Sets are not doors. They can be open, closed, both, or neither.
Neznamy autor

2.1 Definicia topolégie, uzavreté a otvorené mnoziny

Definicia 2.1.1. Nech X je mnozina. Systém 7 C P(X) sa nazyva topoldgia na mnoZine
X, ak plati:
(01) 0, X eT.
(02) Ak A,BeT,takajANBeT.
(03) Ak A; € T prekazdéie I, takaj |J A €T.
i€l
Ak T je topoldgia na mnoZine X, tak dvojicu (X, T) nazyvame topologicky priestor. O mno-
Zinéch patriacich do 7 hovorime, Ze si to otvorené mnoZiny v priestore (X, T).

V pripadoch, kde nehrozi nedorozumenie, budeme niekedy hovorit o topologickom pries-
tore X — namiesto toho, aby sme pouzivali zdihavejéie pomenovanie topologicky priestor
(X, T). (Bude to obvykle vtedy, ked je s kontextu jasné, s akou topolégiou T na mnozine X
pracujeme.)

Aj ked v sme uviedli prienik dvoch mnozin, indukciou by sme lahko vedeli ukazaft,
ze aj prienik nenulového koneéného poctu otvorenych mnozin je opat otvorend mnozina.

Definicia topologického priestoru nam vlastne hovori, Ze na mnozine X mame zadany
systém mnozin, ktoré budeme povazovat za otvorené. Medzi ne musi patrit prazdna mnozina
a cely priestor. Navyse, prienik konecne vela otvorenych mnozin je opéf otvorend mmnozina.
A zjednotenie Tubovolného systému otvorenych mnozin je otvorend mmnozina.

Poznamka 2.1.2. Pretoze v by sme mohli zobrat aj zjednotenie prazdneho systému,
dostdvame z tejto podmienky aj [ J# = @ € 7. Mohli by sme teda tito podmienku vynechat
v

Niektor{ autori definuji prazdny prienik tak, ze (|0 = X, pozri pozn&imku V takom
pripade by sa dala vynechat aj podmienka X € T, ak by sme sformulovali pre prienik
kone¢ného systému mnozin a nie iba pre dve mnoziny. (My v8ak pracujeme s konvenciou,
kde prazdny prienik nie je definovany.)

Kazdopéadne, tvahy ¢ podmienky @ € 7 a X € T sa nedajd vynechat st naozaj iba
kozmetické tpravy definicie, pri overovani ¢i T je topoldgia bude narocnejsie overit ostatné
podmienky. Urcite je prirodzenejsie pracovat s takouto definiciou, nez dévat si neustédle pozor
na to, ¢i sme nezabudli na prienik ¢i zjednotenie prazdneho systému.

10



KAPITOLA 2. TOPOLOGICKE PRIESTORY 11

&>
@

Obr. 2.1: Topologické priestory na 2-prvkovej mnozine.

Poznamka 2.1.3. TODO analégia s roznymi popismi vektorovych priestorov
Poznamka 2.1.4. TODO otvorené mnoziny ako meranie vzdialenosti

Oplati sa azda pozriet aspon na nejaké jednoduché priklady topologickych priestorov.
Zacnime s dvoma uplne najtrivialnejsimi prikladmi.

Priklad 2.1.5. Nech X je lubovolnd mnozina. Akékolvek topolégia 7 na mnozine X musi
obsahovat () a X.

Ak uz nepriddme ziadne daldie mnoziny, dostaneme 7;,q4 = {0, X}. O tejto mnozine sa
dé4 Tahko skontrolovat, e spliia vietky podmienky z definicie topolégie. Budeme ju nazjvat
indiskrétna topoldgia, (X, Ting) je indiskrétny topologicky priestor.

Obrétene, mozeme skusit pridat vSetko ¢o sa len d4, t.j. polozme Tgs. = P(X). Opét
vcelku Tahko vidno, Ze Tg;se spiﬁa vSetky podmienky z definicie topolégie. Dostali sme takto
diskrétnu topologiu a diskrétny topologicky priestor.

V indiskrétnom topologickom priestore s teda jediné otvorené mnoziny @ a X. V dis-
krétnom priestore je kazdd podmnozina otvorena.

Priklad 2.1.6. TODO 2-prvkové priestory; Sierpinského priestor

Priklad 2.1.7. Ak (X,d) je metricky priestor, tak pomocou metriky vieme dostat topolégiu
na X.

Neskér, v priklade ukdZeme ako sa dé tdto topoldgia jednoduchsie popisat. (A tiez
lahsie zdovodnit, Ze ide skutofne o topoldgiu.) Zatial sa skisme pozriet na takyto pristup
(ktory by mal byt podobny na definiciu otvorenej mnoziny v metrickom priestore, s ktorou
ste sa uz pravdepodobne stretli):

Zavedme oznacenie

B(a,r) ={z € X;d(x,a) <r}

pre otvorent gulu so stredom v bode a a polomerom r. Nech U C X. Bod a € U nazvime
vnidtorny bod mnoziny U, ak existuje redlne ¢islo r > 0 také, ze B(a,r) C U. Ak kazdy bod
mnoziny U je vnitornym bodom tejto mnoziny, tak hovorime, ze U je otvorend v metrickom
priestore (X, d). Ozna¢me ako Ty systém vSetkych otvorenych mnozin v (X, d). Podme sa
presvedcit, ze Ty je topoldgia na X. (Ako sme uz spominali, neskdér budeme vediet ten isty
dokaz podat o cosi priamociarejSie — predtym ale budeme potrebovat zaviest pojem bazy
topologického priestoru.) Topolégiu Ty voldme topoldgia odvodend od metriky d.

Podmienka [(O1)| je pomerne oéividnd: Ak U = (), tak tdto mnozina neobsahuje Ziadne
body, ¢ize kazdy jej bod je vnutorny. Ak a € X, tak pre lubovolné r > 0 mame B(a,r) C X,
¢ize opat, kazdy bod z X je vnutorny.
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12 Definicia topoldgie, uzavreté a otvorené mnoziny

(02)| Nech U, V st otvorené mnoziny a ¢ € U N V. Chceme ukdzat, Ze a je vnitorny
bod prieniku U N'V. Vieme, Ze a je vnitornym bodom mnozin U a V, t.j. existujd r12 > 0
také, ze B(a,m) C U a B(a,r2) C V. Ak polozime r = min{ry, o}, tak madme B(a,r) C
B(a,r1) N B(a,r3) CUNV. Teda a je skutone vnitorny bod mnoziny U N V. Plat{ to pre
lubovolné a € U NV, teda U NV je otvorend mnozina.

(O3)| Nech pre kazdé ¢ € I je U; otvorend mnozina. Nech a € |J U;. Potom a € Uj
=
pre nejaké j € I. Pretoze a je vnitorny bod, dostdvame existenciu r > 0 s vlastnostou
B(a,r) C U;. Z toho dostaneme aj B(a,r) C |J U;. Pre lubovolny bod patriaci zjednoteniu
el
sme overili, Ze je to vnitorny bod. Teda |J U; je otvorend mnozina v (X, d).
icl

Priklad 2.1.8. Ako Specidlne pripady dostdvame napriklad R s metrikou d(z,y) = |z — y|
alebo R™ s metrikou d(z,y) = /(z1 — y1)% + (22 — y2)% + - + (¥, — yn)?. Tito metriku
zvykneme volat euklidovskd metrika a odvodenu topoldgiu budeme nazyvat euklidovska to-
polégia a oznacovat Te.

Vseobecnejsie, pre lubovolny linedrny normovany priestor mame metriku d(z, y) = ||z—y|.
(Euklidovska metrika je $pecialny pripad pre ||z|| = /27 + 23 + - + 22.)

Takisto vieme, ze ak mame metriku na nejakej mnozine X, dostdvame z nej metriku aj
na Tubovolnej podmnozine mnoziny X. Teda aj pre kazdi podmnozinu dostaneme metricky
priestor a z neho topologicky priestor. (Nie¢o podobné sa d4 urobit v Tubovolnom metrickom
priestore, podpriestormi sa detailnejsie budeme zaoberat v Casti )

Teda dostavame prirodzeni topolégiu odvodent od euklidovskej metriky aj na kazdej
podmnozine R resp. R™.

Napriklad jednotkovy interval I = (0,1) s euklidovskou topoldgiou 7. bude velmi délezity
napriklad v savislosti s kompaktnymi priestormi.

Definicia 2.1.9. Nech X je topologicky priestor a C' C X.
Podmnozina C sa nazyva uzavretd mnozina, ak jej doplnok X \ C' je otvorend mnozina.
Ak C je stcCasne otvorend aj uzavretd v X, nazveme ju obojakd mnozina.

Oplati sa zdoraznit, ze urcite neplati to, ze mnozina ktord nie je otvorena uz musi byt
uzavretd. (Aj ked pomenovanie ,otvorend* a ,uzavretd“ by takéto nie¢o mohli naznadovaf.
MozZete si pripomentt citdt zo zaciatku tejto kapitoly — o tom, Ze mnoziny (v topologickych
priestoroch) sa lisia od dveri.

Spomenme aspon nejaké trividlne priklady obojakych mnozin. Viac prikladov obojakych
mnozin budeme vidiet neskor — bud pre nas délezité ked sa budeme zaoberat stivislymi pries-
tormi. (Podkapitola napriklad jedna z ekvivalentnych charakterizacii savislych priestorov
v tvrdeni pouziva pojem obojakej mnoziny.)

Priklad 2.1.10. V diskrétnom priestore je kazda podmnozina sticasne otvorena aj uzavreta.
V kaZdom topologickom priestore st mnoZiny @ a X obojaké.

Vedeli by sme vymysliet aj vela prikladov mnozin, ktoré nie st ani uzavreté ani otvorené.
Stac¢i napriklad zobrat (0,1) v euklidovskej topolégii na R.

Lahko zistime, Ze zjednotenie konecného poctu uzavretych mnozin je opat uzavretd mno-
zina. Uzavret mnozinu dostaneme aj prienikom lubovolného systému uzavretych mnozin.

Tvrdenie 2.1.11. Nech (X, T) je topologicky priestor. Oznacme ako C systém vsetkjch uzav-
retych mnozin v X. Potom plati:

(C1) 0, X eC.

(C2) Ak A,B e C tak, AUB €C.

12
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(C3) Ak A; € C pre vsetky i € I (pricom I #10), tak aj () A; € C.
il

Dékaz. Vyplyva z definicie topoldgie, prechodom k doplnku mnozin. O

Tvrdenie 2.1.12. Nech X je lubovolnd mnoZina. Nech C C P(X) je systém mnoZin, ktory
splria podmienky |(C1)}, |(C2)], [(C3)l. Potom

T={X\C;Cec}

je topolégia na X.
Navyse, uzavreté mnoZiny v (X,T) si presne mnoZiny patriace do C.

Uvedené tvrdenie je skuto¢ne jednoduché — vlastne sme iba od otvorenych mnozin presli
k ich doplnkom, ktoré si uzavreté. Napriek tomu sme ho vSak uviedli ako ukazku — stret-
neme sa este s viacerymi tvrdeniami podobného typu, ked budeme chciet topolégiu popisat
namiesto otvorenych mnozin pomocou nejakych inych objektov. Napriklad uzaver, baza to-
polégie, baza okoli — vety rovnakého typu st napriklad veta (kde dostaneme topoldgiu
z bazy) a veta (kde dostaneme topoldgiu z operdtora uzdveru).

Dokaz. ]

Pozrime sa na jednoduchy priklad, kedy je o méalicko jednoduchsie popisat, ktoré mnoziny
su uzavreté, nez zadat otvorené mnoziny.

Priklad 2.1.13. Nech X je lubovolnd mnozina. Ak zoberieme systém vSetkych jej konecénych
podmnozin a pridame este celt mnozinu X, t.j.

C={X}U{F C X;F je konecnd},

tak tento systém spliia podmienky |(C1)}[(C2)} |(C3)l (Prézdna mnozina je koneéna, zjednote-
nie konecne vela konec¢nych mnozin je konec¢nd mnozina, lubovolny prienik kone¢nych mnozin
je kone¢nd mnozina.) Ak teda tieto mnoziny prehldsime za uzavreté, dostaneme topolégiu na
mnozine X. Budeme ju nazyvat kofinitnd topolégia a oznacovat

Teor = {0} U{X \ F'; F je koneénd podmnozina X }.

Ak je mnozina X konec¢nd, tak kofinitnd topologia je totozna s diskrétnou topolégiou. Ale
pre nekonecné X dostaneme takto inu topoldgiu.

Podobne by sme mohli pracovat so spocitatelnymi podmnozinami X, dostaneme tak kos-
pocitatelni topologiu

Teoe = {0} U{X \ F; F je spoéitatelnd podmnozina X }.

Pretoze tieto pojmy st niekedy uzitoéné, uvedme na tomto mieste aspon definiciu F,- a
Gs-mnoziny.

Definicia 2.1.14. Nech X je topologicky priestor. Podmnozina A sa nazyva Gs-mnozina,

ak existuje spoéitatelny systém otvorenych mnozin U, taky, ze A = [\ U,. Podmnozina
neN
B sa nazyva F,-mnozina, ak existuje spocitatelny systém uzavretych mnozin C,, taky, ze
B=J C,.
neN
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14 Baza topoldgie

Cvicenia
Uloha 2.1.1. Nech X je topologicky priestor a A C X. Dokézte: A je F, prave vtedy, ked
X\ A je Gs.

Uloha 2.1.2. Dokézte: Ak X je metrizovatelny priestor, tak {2} je Gs-mnozina pre kazdé
re X.

2.2 Baza topologie

Ak by sme chceli znazornit nejako diskrétnu topolégiu a urobili by sme to tak, ze zakreslime
vietky otvorené mnoZiny, tak by sme dostali pomerne neprehladny obrézok. (UZ aj pre malé
mnoziny — pri trojprvkovej mnoZine chceme zakreslit 23 = 8 otvorenych podmnozin. Pri
Stvorprvkovej mnozine ich je 2* = 16.) Ak si véak pamitdme informdciu, Ze zjednotenie
otvorenych mnozin je opéf otvorené, tak nam vlastne stac¢i zakreslit jednoprvkové mnoziny
— ostatné otvorené mnoziny v diskrétnom priestore dostaneme ako ich zjednotenia.

Podobny pristup moéze byt uzitocny aj pre iné priestory. Namiesto toho, aby sme sa
snazili popisat vsetky otvorené mnoziny, skisime zadat iba niektoré — s tym, ze topologia
bude tvorena zadanymi mnozinami a vSetkymi dalsimi, ktoré si vynutia vlastnosti topologie.
(Topolégia musi obsahovat aj vSetky ich zjednotenia a koneéné prieniky.) Takto sa dostaneme
k pojmom béza a subbéza.

Definicia 2.2.1. Nech (X, T) je topologicky priestor. Systém B C T sa nazyva bdza topoldgie
T, ak kazdé otvorend mnozina U je zjednotenim nejakého systému mnozin patriacich do B.

VU eT)3SCcBU=|]Js

Zdoraznime, Ze definicia obsahuje podmienku B C T, t.j. vSetky bdzové mnoziny st
otvorené.

Poznamka 2.2.2. Pomerne Tahko sa d4 skontrolovat, Ze ekvivalentne mozeme definiciu bazy
sformulovat tak, Ze ide o systém B C T splnajuci taktto podmienku: Pre Tubovolné z € X a
jeho otvorené okolie U existuje B € B tak, ze x € B C U.

VeeUeT)3BeBxeBCU

Obratene, tato podmienka charakterizuje otvorené mnoziny. T.j. ak B je baza topologie
T, tak mnozina U je otvorend prave vtedy, ked pre Iubovolné x € U existuje B € B tak,
7e x € B C U. (KedZe otvorené mnoziny st prdve tie, ktoré sa daji ziskat ako zjednotenia
bézovych mnozin.)

7 bazy vieme dostat topologiu tak, ze vezmeme vsetky zjednotenia bazovych mnozin.
Topoldgiu na mnozine X modzeme teda zadat aj tak, ze povieme ako vyzera nejaké jej baza
B. Oplati sa pozriet na to, aké podmienky musi spliiat systém B, aby vobec mohol byt bézou
nejakej topolégie.

Veta 2.2.3. Ak B je bdza nejakej topoldgie na X, tak plati:
(B1) B pokryva X, t.j.
Us=x.

(B2) Ak By € B obsahuji bod x € X, tak existuje B € B také, Ze v € B C By N Bs.
(Ve € X)[x € B2 € B= (3B € B)z € BC B; N By]

14
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Obrdtene, ak B je systém podmnozin mnoziny X, ktory splria a tak mnoZina
vsetkych zjednoteni podsystémov B tvori topolégiv T na X.

T={Jcccn}
Navyse, B je bdza topoldgie T .

Dékaz. Nech T je topolégia na X a B je jej baza.

Pretoze X € T, mnozina X musi byt vyjadritelna ako zjednotenie nejakého podsystému
C C B, z ¢oho dostédvame |JB = X, ¢ize plati|(B1)]

Nech x € B; 2 € B. Pretoze B st otvorené, aj mnozina By N By je otvorena. Mame teda
x € By N By € T, a teda existuje badzovd mnozina B tak, ze

r € BC B;NBs.
Tym je skonceny dokaz prvej Casti tvrdenia, ukéazali sme, Ze Tubovolnd baza musi Spiﬁat’

[B1)]a (B2}

Predpokladajme teraz, ze B C P(X) je systém podmnozin mnoziny X, pre ktory platia
podmienky |(B1)|a|(B2)l Zadefinujme T sp6sobom uvedenym vo vete, t.j. ako

T={JciccBy

Chceme overit, e T splia podmienky [(O1)} [(02)]a|(O3)}
Lahko vidime, ze 0 = J® aj X = |J B patria to T.

Ak U; € T pre kazdé i € I, tak mdme U; = |JC; pre nejaké C; C B. Potom pre C = |J C;
i€l

dostaneme

Ue-U(Us)-UUe) - Yn
il il il
(Strucéne povedané, ak kazdd mnozina U; je zjednotenim nejakého podsystému bazy B, tak
to plat{ aj pre ich zjednotenie |J U;.)
iel

Zostéva ndm overit eSte podmienku T.j. mdme U = |JC, V =UD, kde C,D C B.
Checeli by sme ukézat, ze aj UNV € T, t.j. ze prienik UNV sa tiez d4 vyjadrit ako zjednotenie
nejakych bazovych mnozin.

Zoberme si Tubovolny bod =z € U N V. Pretoze tento bod patri do U, existuje mnozina
B, € B taka, ze x € B;. Sicasne mame = € B; pre nejaké By € D. Z potom dostaneme
existenciu mnoziny B, € B takej, ze x € B, C B; N By. VSimnime si, ze z toho vyplyva aj

reB, CUNVW.

Ak si teda pre kazdé x € U NV vyberieme taktito mnozinu B,, tak potom dostaneme
UnV = J{BuszeUnv}

Teda skutocne U NV € T, ¢im sme overili a dokondili dokaz, ze T tvori topolégiu na
mnozine X.

Zostava este skontrolovat, ze B je skutocne bazou topoldgie T. Tato cast vsak vyplyva
priamo z definicie. (Otvorené mnoziny st presne tie, ktoré dostaneme ako zjednotenie neja-
kych mnozin z B.) O
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16 Baza topoldgie

Priklad 2.2.4. Mdzeme sa pozriet najprv na nejaké trivialne priklady.

Pre indiskrétnu topolégiu mézeme zobrat bazu B;,q = {X}. A jedind dalSia moznost ako
vybrat bazu je zobrat celd topolégiu T;nqg = {0, X }.

Pre diskrétnu topolégiu mame bézu Bgsc = {{z};2 € X} pozostévajicu zo vsetkych
jednoprvkovych mnozin. Tato baza je najmensia mozna — ak B je baza diskrétneho priestoru
na mnozine X, tak nevyhnutne musi platit Bgse C B. (Staéi si uvedomit, ze U = {x} je
otvorena mnozina a priamo z definicie bazy vieme, ze musi existovat nejaka bazovd mnozina
takd, ze x € B C U, t.j. z € B C {z}. Tymto podmienkam vyhovuje iba B = {z}.)

Priklad 2.2.5. Nech d je metrika na mnozine X. Ako
B(a,r) ={z € X;d(z,a) < r}

oznac¢me otvorend gulu so stredom v a a polomerom 7.
Mnozina
B={B(a,r);a€ X,r € R,r >0}

tvori bazu topoldgie na X. Topoldgiu uréend touto bazou budeme nazyvat topoldgia odvodend
od metriky d a oznacovat Tg.
Dékaz. Chceme overit, ze mnozina vietkych otvorenych guli spliia aj 7 inklizie
{a} C B(a,r) okamzite méme

X = U {a} C U 5.

acX

Zostava teda overit druhd podmienku. Nech teda z € B(ai,71) N B(ag,r2). Oznacme
d; = d(z,a;) pre i = 1,2 a r = min{r; — dy,re — do}. (VSimnime si, Ze d; < r;, a teda
r; —d; >0 aajr>0.) Ak sa ndm podari ukazat, ze

B(x,r) € B(a1,r1) N Blas, ),

staci to na zdévodenie podmienky |(B2)
Podme skontrolovat, ze B(x,r) C B(aj,r1). (Inklizia pre B(as,72) sa overi analogicky.)
Ak z € B(x,r), tak mdme d(z, z) < r, a teda

d(ay,z) <d(ar,x) +d(z,2) <di+r <di+ (r1 — di) =71
O

Euklidovskd metrika na R mé ako bdzu topolégie mnozinu B = {(a,b);a,b € R,a < b}.
Tuato bazu trochu zmodifikujeme a dostaneme tak topoldégiu na redlnej osi, ktord sa lisi od
obvyklej topoldgie.

Priklad 2.2.6. Nech X =R a
B = {{a,b);a,b € R,a < b}.

Potom B je béaza topolégie na X . Topologicky priestor X s topolégiou uréenou touto bazou,
budeme nazyvat Sorgenfreyova priamka. Budeme tiez pouzivat oznacenie R; alebo 7;.
Podme sa presvedcit, ze B je skuto¢ne baza topolégie. Je zrejmé, ze B vyhovuje podmienke

t.j. pokryje celé R.
82 Nech x € B1 ﬂBQ, kde B1 = <CL1, bl) a BQ = <a2, bg) Evidentne plati a; S xr < bz pre

i =1,2. Polozme a = max{ai, a2} a b = min{by, b2 }. Potom plati a < z < b, ¢ize dostaneme
r€B= <a7b) C B1NBs.

16
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Niekolko veci, ktoré si mézeme vsSimnut v stuvislosti s touto topologiou.

Nie je tazké skontrolovat, ze kazdy interval (a,b) je otvorend mnozina aj v tejto topoldgii
(ﬁloha. KedZe takéto intervaly tvoria bazu euklidovskej topolégie dostavame aj B, C T,
z ¢oho vyplyva T, C 7;. T.j. kazd4d mnozZina otvorend v standardnej topolégii na R je otvorena
aj ako podmnozina Sorgenfreyovej priamky. (Euklidovska topolégia je jemnejsia ako topoldgia
7)

Ked uz sme si uvedomili toto, tak pomerne lahko vidime, ze mnoziny (a, b) su aj uzavreté
v R; (dloha . Teda pre tento priestor mame bazu pozostavajicu z obojakych mnozin.

2.2.1 Subbaza

7 bazy sme dostali topologiu tak, ze sme zobrali najmensi systém mnozin obsahujtci B a
uzavrety vzhladom na zjednotenia. Skisme si rozmysliet, ¢o sa stane, ak navyse priddme
uzavretost aj na konecné prieniky.

Definicia 2.2.7. Nech (X, 7) je topoldgia a S C T. Hovorime, Ze S subbdza topologie T, ak
B = {ﬂ F; F C 8, F je neprazdna konetnd mnozina}

tvori bazu topoldgie T.

T.j. S je subbéza préave vtedy, ked prieniky kone¢ne vela mnozin z S tvoria bazu.
Opét sa moézeme pokusit najst charakterizaciu systémov S, ktoré tvoria subbazu nejakej
topoldgie — podobne ako sme dostali podmienky |(B1)|a |(B2)| pre bazu vo vete [2.2.3

Veta 2.2.8. Ak S je subbdza nejakej topoldgie na X, tak plati:
(S1) S pokrgva X, t.j.
Us=x.

Obrdtene, ak S je systém podmnozin mnoZiny X, ktory splria tak mnozina vsetkiyjch
prienikov konecnyjch podsystémov systému S, t.j.

B = {ﬂ F; F CS,F je neprdzdna koneénd mnoZina}
je bazou nejakej topologie na X .
Doékaz. TODO O
Priklad 2.2.9. TODO § = {(—00,b), (a,00);a,b € R} pre T.; mdzeme zobrat aj a,b € Q
namiesto a,b € R
Cvicenia

Uloha 2.2.1. Ukéaite, 7e
B ={(a,b);a,b € Q,a < b}

(mnozina vSetkych otvorenych intervalov s raciondlnymi koncovymi bodmi), je béza topoldgie
7. na mnozine R.

Uloha 2.2.2. Ukéite, ze ak X je metricky priestor
B={B(a,r);a € X,r € Q,r >0},
tak B je baza topolégie Ty. (T.j. ak méme topolégiu uréend metrikou, na jej vygenerovanie

nam postacia gule s raciondlnymi polomermi.)

17

{chuvod:VTSUBBAZAS1}
{chuvod:itemS1}

{chtopo:ULOBAZARRAC}

{chtopo:ULOBAZAMETRRAC}



{chtopo:DEFBAZAOKOLI}

{chtopo:VTBAZABAZAOKO}

18 Baza okoli

Uloha 2.2.3. Ukéite, Ze v topologickom priestore R; (Sorgenfreyova priamka) je kazda
mnozina tvaru (a,b), kde a < b st redlne éisla, otvorend.

Uloha 2.2.4. Ukéite, 7e v topologickom priestore R, (Sorgenfreyova priamka) je kazda
mnozina tvaru (a,b), kde a < b st redlne ¢isla, uzavretd. (Teda Sorgenfreyova priamka m4
bazu, ktord pozostava z obojakych mnozin.)

Uloha 2.2.5. N&jdite priklad mnoziny X a systému B C P(X) takych, ze B nie je bézou
nijakej topolégie na mnozine X.

2.3 Baza okoli

Niekedy moze zjednodusit situaciu, ak sa nepozerame na celtt bazu naraz, ale iba na to, ¢o
sa deje v blizkosti nejakého bodu.

Definicia 2.3.1. Nech (X,7T) je topologicky priestor a £ € X. Podmnozina N C X sa
nazyva okolie bodu x, ak existuje otvorend mnozina U taka, ze x € U C N. Ak navyse N je
otvorena mnozina, volame ho otvorené okolie.

Systém vSetkych okoli bodu z budeme oznacovat ako N, systém vsetkych otvorenych
okoli bodu 2 budeme oznacovat O,.

7 definicie je zrejmé, ze kazdé okolie bodu x musi obsahovat bod z. Takisto je jasné,
ze definiciu otvoreného okolia moézeme strucnejSie povedat tak, Ze je to otvorend mmnozina
obsahujica dany bod .

Definicia 2.3.2. Nech (X,7T) je topologicky priestor, x € X. Nech B, C N, t.j. B, je
nejaky systém pozostavajici z okoli bodu x. Hovorime, ze B, je bdza okoli v bode z, ak pre
lubovoIni otvorend mnozinu U obsahujicu z existuje B € B, tak, ze B C U.

VU € O,)3BeB,)re BCU

Vsimnime si, Ze v baze okoli nepoZadujeme aby prvky z B, boli otvorené mnoziny. (Na
rozdiel od béazy topoldgie — definicia M)

Priklad 2.3.3. Otvorené gule pre 7y

Priklad 2.3.4. TODO Uzavreté intervaly na R, uzavreté gule v R"™. (Bdza okoli nemusi
pozostavat z otvorenych mnozin.)

V podstate sa da na tvrdenia uvedené v tejto Casti pozerat aj tak, ze pre nejaka bazu B
vytvorime bazu okoli v x tak, ze do B, dame tie prvky z B, ktoré obsahuji bod z. A takéto
korespondencia medzi bazami a bazami okoli ndm nejako poskytne aj charakterizaciu pre
bazu okoli — pricom sa ale teraz pozerame iba na pripad, ked B, obsahuje iba otvorené
mnoziny — méme totiz B, CB C T.

Veta 2.3.5. Nech (X, T) je topologicky priestor a B C T (t.j. B je nejaky systém otvorengch
mnozin). Potom B je baza topoldgie X prdve vtedy, ked B, = {B € B;x € B} je bdza okoli
bodu x (pre kazdyj bod x € X ).

Doékaz. TODO O
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Priklad 2.3.6. Sorgenfreyovu priamku R; sme definovali v priklade pomocou bazy
B ={{a,b);a,b € R,a < b}. Pre body = € R z tejto bazy dostdvame bazu okoli

B, = {(a,b);a,b € Rja < x < b}.

V skutocnosti vieme dostat aj mensiu bazu, ak sa pozerdme na bod z, tak ndm staci
zobrat tie intervaly, kde lavy koncovy bod je prave x. (Ak si vezmeme interval (a,b) € B,,
tak méme aj z € (z,b) C (a,b).) Dostdvame teda bazu okoli

B, = {(x,b);b € R;z < b}.
Dokonca by sa stacilo obmedzif na raciondlne b, ¢ize aj
By = {{z,b);b € Qyz < b}

je baza okoli.
Mbzeme si vSak vSimnut, ze pri lavom koncovom bode sa nestaci obmedzit na racionalne
¢isla. Pre iracionalne z systém

C. = {{a,b);a,b € Q;a <z < b}

nie je béza okoli v bode x. Sta¢i si uvedomit, ze ak = ¢ Q, tak okolie tvaru (z,z + 1)
neobsahuje ziaden prvok z C,.

Opét by ste mozno na tomto mieste ocakavali, ze uvedieme nejakt charakterizaciu pre
bézy okoli. Viaceré veci z tejto kapitoly sme robili s ciefom mat k dispozicii nejaké prostriedky,
pomocou ktorych mézeme zadefinovat topoldgiu na nejakej mnozine. (Napriklad vo vete
vidime, ako mézeme dostat topoldgiu z bazy a ¢o musi nejaky systém spliat, aby sa dal pouzit
ako baza topoldgie. Podobny vysledok pre operator uzaveru nam dava veta M)

My si tu ukazeme iba charakterizaciu ako vyzeraju bazy okoli pozostavajice z otvorenych
mnozin. Ked budeme chciet nejaku topoldgiu vygenerovat tak, ze zaddme bazu okoli pre
kazdy bod, tak sa ndm zvycajne bude hodit pouzit otvorené okolia. Navyse, podmienky
charakterizujice takéto bazy okoli st o Cosi jednoduchsie a budii sa ndm dat lahsie pouzit.

Veta 2.3.7. Nech (X, T) je topologicky priestor.
Nech pre kazdé x € X je B, bdza okoli v bode x € X, ktord pozostdiva iba z otvorenych
mmnozin t.j. B, C T . Potom plati
(BO1) Pre kazdé B € B, plati xz € B.
(BO2) Ak U, o € By, tak existuje U € B, také, Ze U C Uy N Us.
(BO3) Ak y € U € By, tak existuje V € By také, Ze V C U.
Obrdtene, predpokladajme, Ze pre kazdy bod x € X mdme priradeny nejaky systém B, C

P(X) a tieto systémy vyhovuji poZiadavkam (BO3)|. Potom
B=|] B,

zeX

splria podmienky a je to teda bdza nejakej topoldgie T na mnoZine X. Navyse, pre
tito topoldgiu T je jej lokdlna bdza v bode x prave B,,.

Dokaz. O
Nasledujici priklad — Moorova rovina — bude pre nés viackrat uzito¢ny, najma pri hladani

réznych kontraprikladov.
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Obr. 2.2: Bazové mnoziny v Mooreovej rovine.

Priklad 2.3.8. Zoberme si hornii polrovinu v R?, t.j. I' = {(z1, 22) € R%; 25 > 0}. Na tejto
mnozine zadefinujeme topoldgiu Ty; tak, Ze si vyberieme vhodnd bézu okoli pre kazdy bod
b= (bl,bz) el.

Ak by > 0, tak si vezmeme vnttro kruhu okolo b = (b1, b3), t.j. mnoziny tvaru B(b,r) =
{(z1,72) € T; ||z — yll2 = /(w1 — b1)% + (z2 — b2)2 < r}. Tieto mnoziny vytvoria nagu bazu
okoli: By = By, b,) = {B(b,7);7 € R,r > 0}.

Pre body, kde je druhé stradnica nulova, vSak budeme bdzové mnoziny definovat inak.
Zoberieme si takyto bod a pridame k nemu vniitro kruhu leziaceho v hornej polrovine, ktory
sa vodorovnej osi dotyka prave v tomto bode. T.j.

Bb, ) = {(b1,0)} U{y/(x1 — b1)? + (w2 — 7)? <1}

Nie je privelmi tazké overit, 7ze takto definované mnoziny skutoéne spiiiaji podmienky

(BO3)| Dostédvame takto teda naozaj topologiu.

Tento topologicky priestor nazyvame Moorova rovina, oznacovat ho budeme zvycajne ako
r.

2.4 Vnutro a uzaver

Vieme, ze prienik Tubovolného systému uzavretych mnozin v topologickom priestore X je
opéat uzavretd mnozina. Ak mame dand nejakd mnozinu A C X, mé zmysel pozriet sa na
najmensiu (v zmysle inklizie) uzavrett mnozinu, ktora obsahuje A.

Toto by vam malo pripominat vela veci, ktoré ste uz videli. Napriklad prienik systému
vektorovych podpriestorov je opat podpriestor — a dblezitym pojmom v linearnej algebre bol
linearny obal, t.j. najmensi podpriestor obsahujici dantt mnozinu. Podobne to bolo napriklad
s prienikom podgrip a s podgrupou generovanou danymi prvkami. Vela podobnych prikla-
dov mozZete stretntit aj pri inych Struktirach alebo inych typoch mnozin. (Podokruh alebo
idedl generovany danou mnozinou — Specidlny pripad si hlavné idedly. Najmensia o-algebra
obsahujica dant mnozinu. Na linedrnom programovani aj funkciondlnej analyze ste mohli
stretntit konvexny obal nejakej mnoZiny.)

Definicia 2.4.1. Nech (X, 7) je topologicky priestor a A C X. Potom mnozinu

A= ﬂ{C; A C C C X;C je uzavretd podmnozina X} (2.1)
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nazyvame uzdver mnoziny A.

Niekedy budeme pouzivat aj oznadenie cl(A) resp. cly(A) — toto oznadenie bude uzi-
tocné najmé v pripade, ak budeme pracovat s uzavermi nejakej mnoziny v dvoch réznych
topologiach.

Intuitivny pohlad na uzéver je, ze su to body, ktoré st v istom zmysle blizko mnoziny A.
Ak si spomenieme na metrické priestory, tak v nich st v uzdvere mnoziny A prave tie body,
ktoré maju od tejto mnoziny nulova vzdialenost (tvrdenie . My tu chceme robit niec¢o
podobné vo vSeobecnejsom kontexte, ked sa pozerame na topologické priestory.

Priamo z definicie a z toho, Ze prienik uzavretych mnozin je uzavretd mnozina, vidime ze
plati:

Tvrdenie 2.4.2. Nech (X, T) je topologicky priestor.

(i) Pre lubovolné A C X je mnoZina A uzavretd.

(ii) Mnozina A C X je uzavretd prdave vtedy, ked A = A.

(iii) Ak AC C C X a C je uzavretd mnoZina, tak A C C.
Dékaz. Zrejmy. O

Tiez si m6zeme vSimnuf, ze operator uzaveru je monoténny.
{chtopo: TVRCLOSMONOT}
Tvrdenie 2.4.3. Nech (X,T) je topologicky priestor, A, B si podmnoziny X. Ak A C B,
tak A C B.
ACB = ACB (2.2) {chtopo:EQCLOSMONOT?}

Doékaz. 7 A C B vyplyva
{C; B C C C X;C je uzavretd podmnozina X} C {C; A C C C X;C je uzavretd podmnozina X }.
Pre prieniky tychto systémov potom dostaneme
B= ﬂ{C; B C C C X;C je uzavretd podmnozina X} 2
2 m{C;A C C C X;C je uzavretd podmnoZina X} = A.
(Ak robime prienik z mensieho systému mnozin, dostaneme va¢siu mnozinu.) O

Iny dokaz. Mnozina C' = B je uzavretd a sti¢asne obsahuje B, ¢ize obsahuje aj A. Dostdvame
potom

ACC=B.
O
{chtopo:VTCL1CL4}

Veta 2.4.4. Pre uzdver podmnoZzin topologického priestoru X plati: {chtopo:itemCL1}
(CL1) 0= (ZL {chtopo:itemCL2}
(CL2) AC A; L {chtopo:itemCL3}
(CL3) ATU Bf AUB {chtopo:itemCL4}
(CL4) (A)=A

Obritene, ak mdme operdtor : P(X) — P(X), ktory spliia podmienky a
ak definujeme
C={ACX;A= A},

tak systém C splia podmienky . (Cize mnoziny, pre ktoré plati A = A, sii presne

uzavreté mnoziny topoldgie T, ktord dostaneme ako doplnky takgchto mnozin.)

21
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Dékaz. Mnozina ) je uzavretd, takze plati 0=0.
Z definicie (2.1]) vidime, ze A je prienik systému mnozin, z ktorych kazd4 obsahuje

S

Pretoze AU B je uzavretd mnozina obsahujiica AU B, dostdvame inkliziu A U B C

AUB.

Stcasne mdme A C AU B, a teda z (2.2) dostaneme EQ AU B. Presne rovnakym
sposobom moézeme ukazat B C AU B, spolu teda dostdvame AUB C AU B.

Zdbévodnili sme obe inklazie, teda dostavame rovnost
AUB=AUB.
Pretoze C = A je uzavretd mnozina, dostavame C = C, t.j.

(A) = 4.

Predpokladajme teraz, Ze mame uzéverovy operator taky, ze plati|(CL1)H(CL4)l Chceme

overit podmienky [(C1)] pre
C={ACX;A= A}

Z tychto podmienok vyplyva aj monoténnost uzaverového operatora, t.j. pre lubovolné A, B C
X mame o
ACB = ACB

(dloha |2.4.1)).

dmienka nam zabezpedi, ze ) € C. Tiez méme X C X C X, ¢ize nutne
plati X = X a X € C.

Ak A = Aa B = B, tak z|(CL3)| dostaneme AUB = AUB = AU B. Z toho
vidime, Ze zjednotenie dvoch mnozin patriacich do C opét patri do C.

Jedind podmienka, ktora je trochu narocnejsie overit, je Predpokladajme, ze pre
véetky i € I plati A; = A;, chceme overit, Ze aj prienik [ patri do C.

iel
Pre Iubovolné j € I mame inklaziu (| A; C A;, a teda z monoténnosti dostaneme
iel

()4 C4; = A;.
iel

(Vyuzili sme aj uzavretost mnoziny A;.) Potom plati aj
(4 <) A
iel jed

Stcasne mame z monoténnosti aj opacnu inkliziu (| A; C () 4; a teda dostdvame rovnost
j€d i€l
(14 =4
iel iel

¢im sme ukézali, ze () 4; € C. O
icl
Vidime teda, ze ak mame na podmnoziniach X definovany nejakym sposobom uzaver,
pri¢om su splnené podmienky ((CL4)| tak z uzdveru takymto spdsobom mézeme dostat
topologiu.
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Poznamka 2.4.5. Vriatme sa na chvilu k analdgii s podpriestormi vektorového priestoru a
s linedrnymi obalom. Ak mdme dant mnozinu M, mdzeme skiimat jej linedrny obal [M], ¢o
je najmensi vektorovy podpriestor obsahujici M. Pre linedrny obal boli dolezité dva rozne
sposoby, ktorymi sme ho boli schopni popisat. Mali sme ho charakterizovany ako prienik
vSetkych podpriestorov obsahujicich danii mnozinu. Toto by sa dalo nazvat popis ,,zvonka“
alebo ,,zhora“ — kedze sme ho dostali pomocou podpriestorov, ktoré st nad nim, t.j. pomocou
nejakych veci, ktoré lezia mimo mnoziny M.

Sucasne sme vSak linearny obal vedeli popisat ,zvnutra“ ¢i ,,zdola“ —len pomocou prvkov
obsiahnutych v M. Konkrétne sme ho dostali ako mnozinu vsetkych linedrnych kombinécii
prvkov z M.

Ked sa pozerame na mnozinu A a jej uzaver A, tak sme zatial (priamo v definicii) podali
popis zhora. Otazka je, ¢i by sa k nemu vedeli dostat aj zdola, t.j. nejako ho charakterizovat
pomocou bodov patriacich do A. Takyto typ popisu poddme neskdr, vieme ho dostat pomocou
konvergencie siet{. (V metrickych priestoroch by ndm stacila konvergencia postupnosti.)

Do istej miery vSak ako popis ,zdola* mozeme chdpat aj tvrdenie 2.4.6] ktoré teraz
ukdzeme — kedze dostdvame popis bodov patriacich do A pomocou toho, ¢ st ,blizko*
bodov z A.

Tvrdenie 2.4.6. Nech (X, T) je topologicky priestor, z € X, AC X.
Potom x € A prdave vtedy, ked kazdé okolie U bodu x md neprdzdny prienik s A.

reA & (VU e NL)(ANU #0)

Lahko vidno, Ze ekvivalentni podmienku dostaneme, ak namiesto N, vezmeme O,.. (T.j.
ak sa pozerdme iba na otvorené okolia.) Alebo tiez ak vezmeme nejakd bazu okoli v z (iloha
2.4.2)).

Dokaz. Nepriamo. Nech existuje otvorené U € O, také, ze ANU = (). Ozna¢me C =
X \ U. Potom C je uzavretd mnozina a plati A C C. Teda mame aj A C C. Sticasne vsak
plati z ¢ C, a teda x ¢ A.

Nepriamo. Nech z ¢ A. To znamend, 7e existuje uzavretd mnozina C taka, ze x ¢ C
a sufasne A C C. Ak polozime U = X \ C, tak mdme U € O, a UN A = (. (Kedze
UNnAcCcUNC=90.) O

Definicia 2.4.7. Nech (X,7) je topologicky priestor a S je nejaky systém podmnozin
mnoziny X. Systém S sa nazyva lokdlne konecny, ak pre kazdy bod x € X existuje oko-
lie U o z, ktoré mé neprazdny prienik iba s konecne vela mnozinami z S. (T.j. mnoZina

{§€8;5NU # 0} je konecnd.)

Veta 2.4.8. Nech {4;;i € I} je lokdlne koneény systém. Potom
U4 =J4.
iel il

Dokaz. Pretoze, A; C |J Ai, mdme z monoténnosti

iel
Acla
iel
Z toho vyplyva
U4clJa.
el el

{chtopo:TVRUZAVEROKOLIA}

{chtopo : DEFLOKKON}

{chtopo: VTUZALOKKON}
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(Tato inklizia teda plati bez akychkolvek predpokladov na systém mnozin, s ktorym pracu-
jeme.)
Nech z € |J A;. Nech V je také okolie bodu z, ktoré m4 prienik iba s koneéne vela
il
mnozinami A;,, ..., A;, z {A;;i € I'}. Potom pre Iubovolné U € O,, dostavame, 7e U 2 UNV.
Stcasne vieme, Ze U aj U NV ma neprazdny prienik s | J;; A;. Tento prienik vSak mozeme

dostat iba s niektorou z mnozin A4;,,..., 4;,, a teda vidime, ze
k
Unl 4, #0
=1
Teda dostaneme, ze
k k
velJA, =J4A, cl|J4
j=1 j=1 il

Teda kazdé okolie U bodu & m4 neprazdny prienik s [ A;
Ukézali sme, e kazdy bod patriaci do |J A; lezi aj v |J A;. Tym sme zdovodnili inklaziu

UAiQ UE

i€l i€l
O

Dosledok 2.4.9. Zjednotenie lokalne konecného systému uzavretych mnozZin je uzavretd
mnozina.

Doékaz. Vyplyva z vety a z toho, Ze mnozina je uzavretd prave vtedy, ked sa rovnd
svojmu uzaveru. O

Poznamka 2.4.10. TODO uzaverové operatory — predmet Univerzalne algebry a zvizy;
[KLSZ, Cast 2.5], [Gr, Section 3.12], [Rol Chapter 3, p. 55-58].

Dudlny pojem k pojmu uzaver je pojem vnutra mnoziny.

Definicia 2.4.11. Nech (X, 7T) je topologicky priestor a A C X. Potom wvnitro mnoZiny A
definujeme ako
Int A = U{U C A;U je otvorend v X }.

Pomerne lahko sa dostaneme k vztahu medzi vnitrom a uzaverom mnoziny:
Tvrdenie 2.4.12. Nech (X, T) je topologicky priestor, A je podmnozina X. Potom:
A=X\Int(X\ A)
IntA=X\X\A4
Dokaz. 7. de Morganovych pravidiel dostaneme:
X \Int(X \ A) = X \| J{U;U € X\ A,U je otvorend v X}
:ﬂ{X\U;UQX\A,Uje otvorend v X'}
=X \U;AC X \U,U je otvorens v X}
= ﬂ{C’;A C C,C je uzavretd v X'}
(Pri¢om sme vyuzili, Ze uzavreté mnoziny si prave doplnky otvorenych mnozin.)

Druha cast tvrdenia vyplyva z prvej, sta¢i prvi ¢ast aplikovat na mnozinu X \ A. O
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Ak uz méme k dispozicii tvrdenie[2.4.12] tak vieme vcelku lahko dostat zakladné vlastnosti
operatora A — Int A z analogickych vlastnosti uzaveru. (A nie je prili§ ndroéné ani dokézat
ich priamo.)

Aspon niektoré uzitoné vlastnosti tu aj uvedieme:

Tvrdenie 2.4.13. Nech (X, T) je topologicky priestor, A, B C X. Potom plati:
(i) Ak A C B, tak Int A C Int B.
(i) Int AC A
(#i) Int(ANB) =Int ANInt B
(iv) Mnozina Int A je otvorend. Pre kazdi otvorentd mnozinu U C X plati IntU = U.
(v) Int(Int A) = Int A

Cvicenia
Uloha 2.4.1. Ukéite, Ze z podmienok uz vyplyva aj monoténnost uzaverového
operdatora, t.j. pre lubovolné mnoziny A, B C X plati

ACB = ACB.

Uloha 2.4.2. Nech (X,T) je topologicky priestor, A C X a x € A. Nech B, je baza okoli
bodu z. Ukazte, Ze x € A prave vtedy, ked pre kazdé U € B plati ANU # (.

Uloha 2.4.3. Nech X je topologicky priestor, A, B C X a aj A; C X pre vietky i € I.
Dokézte, Ze potom:
a) ANBCANB

¢) V tychto tvrdeniach vo vSeobecnosti nemusi platit rovnost.

Uloha 2.4.4. Napriklad v euklidovskej metrike na R™ ako uzéver otvorenej gule B(a,r)
dostaneme uzavrett gulu s takym istym polomerom. Plati rovnost

{z € X;d(a,z) <r}={z e X;d(a,z) <r}
pre kazdy metricky priestor?

Uloha 2.4.5. Nech A = {Ai;i € N} je systém podmnozin topologického priestoru X, taky,

ze pre vsetky ¢ € N plati 4;,.1 C A;. Dokdzte, ze ak () 4; = 0, tak systém A je lokdlne
€N

konecny.

Uloha 2.4.6. Dokézte: Ak &z,z € I} je lokédlne koneény systém podmnozin topologického

priestoru X, tak aj systém {4;;i € I'} je lokdlne koneény.

2.5 Husté a riedke mnoziny

Husta polievka je taka, ze kdekolvek naberiem, tak je nejaky rezanec.

Hustd prednaska je taka, ze kdekolvek otvorim poznamky a ukazem prstom, tak je nejaké
tvrdenie, ktorému nerozumiem.

Husta mnozina je taka, ze kdekolvek sa pozriem, tak najdem nejaké body z tejto mnoziny.
Neznamy autor

Definicia 2.5.1. Nech (X, T) je topologicky priestor. Podmnozina D C X je hustd v X, ak
D = X, t.j. jej uzaver je cely priestor.
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26 Husté a riedke mnoziny

Na zéklade tvrdenia [2.4.6] mozeme hustd mnozinu ekvivalentne charakterizovat tak, ze D
pretina kazdi nepréazdnu otvorenti mnozinu.

VU € T\{0)DNU #0

V tejto podmienke sa namiesto celej topologie staci obmedzit na mnoziny z nejakej bazy B
(dloha 2.5.1)).

Tvrdenie 2.5.2. Nech (X,T) je topologicky priestor, U, D C X. Ak D je hustd mnoZina a
U je otvorend mnozina, tak -
UnD=U.

Dékaz. Inklizia U N D C U vyplyva z monoténnosti operatoru uzaveru. Zostava teda dokézat
opacnu inkliziu.

UcCUND|Nech z € U. Nech V € O, je lubovolné okolie bodu z. Potom V N U je
neprazdna otvorend mnozina. PretoZze D je hustd mnozina, dostdvame aj V N U N D # (.

Ukézali sme, ze kazdé otvorené okolie bodu x pretina mnozinu U N D. To znamena, ze
zeUnND. O

Priklad 2.5.3. Ak (X, 7;) je diskrétny priestor, tak jedind hustd mnozina je D = X.
Skutocne, ak D je hustd mnozina v X, tak D N {x} # 0 pre vsetky z € X. Cize kazdy
bod z z X musi patrit do D.

Priklad 2.5.4. Mnozina Q je hustd v (R, 7¢), staci si uvedomit, Ze kazdy netrividlny interval
obsahuje racionalne ¢islo.

Definicia 2.5.5. Nech (X,7) je topologicky priestor. MnoZina A C X je riedka v X, ak
Int A = 0.

Definiciu riedkej mnoziny by sme ekvivalentne mohli sformulovat tak, Ze mnozina X \ A
je husta, kedze na zdklade tvrdenia |2.4.12f mame

X\A=X\Int4.

Veta 2.5.6. Nech (X, T) je topologicky priestor a A C X. MnoZina A je riedka prive vtedy,
ked pre kazdi meprdzdnu otvorent mnozinu U ezistuje neprdzdna otvorend mnozina V C U,
ktord je disjunktnd s A, t.j. VN A=0.

(VU e T\{0H(EV e T\{0H(V C U\ 4)
Dokaz. O]

CvicCenia
Uloha 2.5.1. Nech (X, 7) je topologicky priestor a A je podmnozina X. Nech B je béza
topolégie T .

Uk&zte, ze A je husta prave vtedy, ked pre kazdd neprazdnu mnozinu U € B plati UNA #
0.

Ukazte, ze podobné tvrdenie neplati pre subbazu.

Uloha 2.5.2. Ukéite, Ze ak A, B st riedke mnoziny v X, tak aj AU B je riedka mnozina
v X.

Uloha 2.5.3. Dokéazte, alebo najdite kontrapriklad: Nech X je topologicky priestor a A C X.
Potom mnozina AU X \ A je hustd v X.
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2.6 Topoldgia odvodena od usporiadania

Standardné topolédgia na redlnej osi je urcend bazou pozostdavajicou z otvorenych intervalov
(a,b). Podobnym sposobom moZzeme dostat topolgiu aj na inych linedrne usporiadanych
mnozinach.

Definicia 2.6.1. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnozina. Pre a,b € X ozna¢me

(a,b) ={z € X;a <z < b},
(—o00,b) = {z € X;z < b},
(a,00) ={x € X;a < x}.

Ak | X| > 2, tak mnoZina
§= {(—OO,b), (CL, OO);CL,b S X}

tvori subbédzu topoldgie na mnozine X. Tuto topolégiu nazveme topoldgia odvodend od uspo-
riadania <.
Béaza urcena subbéazou S je

B ={(a,b),(—00,b),(a,);a,b € X}

V zépise bazy B by sme sa mohli obmedzit na intervaly (a,b) pre a < b; ak toto obmedzenie
nepriddme, tak sme iba navyse pridali prazdnu mnozinu.

Podmienku |X| > 2 sme pridali, aby sme mali zarucené, ze S skutocne pokryje cely
priestor, t.j. Ze je splnena podmienka (Mohli by sme namiesto toho pridat mnozZiny tvaru
(a, M) a {m,b) v pripadoch, ked existuje M = max X a m = minz; podobnym spésobom
ako by sme zapisali bdzu pre I = (0,1). Asi je ale jednoduchsie vyriesit pripad | X| = 1 zvl4st
a mat moznost zapisat vsetky pripady naraz ako rozliSovat viacero moznosti podla toho ¢i
existuje najmensi resp. najvacsi prvok.) Pre |X| = 1 mdme na X jediné mozné linedrne
usporiadanie a takisto jedini moznu topolégiu na X, takze tento pripad je pomerne jasny.

MozZeme si vSimnit, ze B sa podoba na obvyklid bazu R tvorent intervalmi (a,b). Bolo
treba vSak navySe eSte pridat intervaly ako (—o0,b) a (a,00), aby sme nemali problém ak
mnozina X mé najmensi/najvacsi prvok. (Ak by sme pouzili iba mnoziny tvaru (a,b), tak
najmensi/najviacsi prvok by nebol obsiahnuty v Ziadnej bazovej mnozine.) Ak sme pridali
aj tieto mnoziny, tak kazdy bod z X je obsiahnuty v nejakej mnozine patriacej do B, cize
systém B spiﬁa

Ak si vezmeme konec¢né prieniky mnozin z S, tak dostaneme skutocne uvedeny systém B.
Méame totiz

(a,b) = (—00,b) N (a,0).

Nemame ani problém s prienikmi viacerych mnozin, pretoze plati

(=00,b1) NN (—00,bx) = (—00,b)

(a1,00) N -+ N (agoo) = (a,00)

pre b =min{by,..., by} a a = max{ay,...,ar}.

2.7 Topoldgia odvodena od metriky

Ak pracujeme s metrickymi priestormi, tak sa dé zmysluplne definovat aj vzdialenost bodu
od mnoziny.
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28 Usporiadanie na mnozine topolégii

Definicia 2.7.1. Nech (X, d) je metricky priestor a A C X. Potom vzdialenost bodu z od
mnoziny A definujeme ako
d(z, A) = inf{d(z,a);a € A}

Tvrdenie 2.7.2. Nech (X,d) je metricky priestor, A C X a x € X. Potom bod x patri do
uzdveru mnoziny A prdave vtedy, ked md od nej nulovi vzdialenost.

zeA = d(x,A) =0

Dokaz. TODO O

2.7.1 Ekvivalentné metriky
Neskor uvidime, zZe nie kazdy topologicky priestor sa da4 odvodit od metriky.

Definicia 2.7.3. Topologicky priestor (X, T) je metrizovatelny, ak existuje metrika d na
mnozine X taka, ze T = Tg.

Na tomto mieste si skiisme aspon pripomentf, ze rézne metriky moézu viest k tej istej
topoldgii. V nizsich ro¢nikoch ste uz videli, ze metriky

n
dy = Z |zi — vl
i=1

ddvaji rovnaki topolégiu (rovnaké otvorené mnoziny) na R”™.
Uvedené metriky pochddzaji z noriem

n
2l = |l
1=1
n
lzlla = /> 2
=1

[2flee = max |z
i€{l,...,n}

Na funkcionélnej analyze ste pravdepodobne videli, ze ide o ekvivalentné normy na mnozine
R™.

Definicia 2.7.4. Metriky d a d’ na mnozine X nazveme topologicky ekvivalentné, ak uréuju

ta istu topoldgiu, t.j. ak Tg = Ty.

2.8 Usporiadanie na mnozZine topologii

Definicia 2.8.1. Ak 7; » st topolégie na mnozine X a plati 73 C 7z, tak hovorime, ze 73 je
jemnejsia ako T; a T1 je hrubsia ako Ts.
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Lahko si mézeme uvedomit, ze ak si vezmeme mnozinu vSetkych topoldgii na mnozine X,
tak s reldciou C dostaneme ¢iastoéne usporiadanit mnozinu.

Indiskrétna topoldgia je najhrubsia topoldgia na X, diskrétna topoldgia je najjemnejsia
topolégia na X. (Teda ide o najmensi a najvacsi prvok tejto ¢iastoéne usporiadanej mnoziny.)

Prienik Iubovolného systému topolégii (na tej istej mnoZine) je opéaf topolédgia:

Lema 2.8.2. Ak T; je topoldgia na X pre kazdé i € I, tak aj T = (| T; je topoldgia na X .
iel

Doékaz. Overi sa pomerne Tahko priamo z definicie. O

Dosledok 2.8.3. Ak S je lubovolny podsystém P(X), tak existuje najhrubsia topoldgia na
mnozine X obsahujica S.

T.j. existuje topoldgia T na X takd, Ze:

e SCT;

o Ak T’ je topolégia na X takd, ¢ S CT', tak T C T".

Doékaz. Staci zobrat
T = m{TI§S C T aT jetopologia na X}.
U

Uvedené tvrdenia vlastne hovoria, ze systém vsetkych topolégii na mnozine X usporia-
dany relaciou C je uplny zvéz.

2.9 Separabilné priestory, axiomy spocitatelnosti

Pojem separabilného priestoru aj prvda a druhd axioma spocitatelnosti st vlastnosti takého
typu, kde mame topolégiu do istej miery popisani nejakou spocitatelnou mnozinou objektov.
Konkrétne ide o veci, ktoré sme zaviedli v predoslych castiach: Stretli sme sa s pojmami baza
topologie a baza okoli — tie nam v nejakom zmysle uz davali popis vsetkych otvorenych
mnozin. A tiez s pojmom hustej mnoziny, kde vlastne iSlo o mnozinu, ktord je v istom zmysle
blizko ku kazdému bodu nasho priestoru.

Vysledky o triedach priestorov definovanych v tejto kapitole sa daji zhrntt do nasledov-
ného diagramu — pri¢om sipka oznacuje implikdciu, ktord plati a vynechand (resp. preskrt-
nutd) sipka ndm hovori, Ze dana implikdcia neplati.

1. ax. spo¢ 1, ax. spo¢
2. ax. spo¢ 2. ax. spoc
separabilny separabilny

2.9.1 Prva axioma spocitatelnosti

Definicia 2.9.1. Nech (X,T) je topologicky priestor. Ak pre kazdy bod = € X existuje
spocitatelna baza okoli B, v bode x, tak hovorime, ze X splia prva axiému spocitatenosti.
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Je pomerne Tahké skontrolovat, ze ak budeme pozadovat spocitatelnii bézu okoli B,, kde
st navySe vSetky mnoziny otvorené, dostaneme ekvivalentnii definiciu (tloha [2.9.2)).

Jednoduchym prikladom st metrické priestory.
{chkonverSpoc
Priklad 2.9.2. Nech 7 je topolbgia na mnozine X odvodend od metriky d. Potom

B, ={B(z,r);r € Q}

je spoditatelnd baza okoli v bode z (tiloha [2.2.2]).
Teda kazdy metricky priestor splna prvi axiému spocitatelnosti.

Sorgenfreyova priamka spltia prvii axiému spocitatelnosti.
erSpoc : PRIKLSORGENFIRST}
Priklad 2.9.3. V priklade sme videli, ze

By = {(z,b);b € Q;z < b}

je béza okoli v bode z. Pretoze | B,| < |Q| = Ny, dostdvame spoditatelnii bazu okoli v kazdom
bode Sorgenfreyovej priamky.

2.9.2 Druha axiéma spocitatelnosti

Silnejsia poziadavka, nez chciet aby sme mali spocitatelni bazu v kazdom bode, je pozadovat
aby existovala spocitatelnd baza celej topoldgie.

Definicia 2.9.4. Nech (X, T) je topologicky priestor. Ak existuje spoc¢itatelnd baza B pries-
toru X, tak hovorime, ze X splna druhi axiomu spocitatelnosti. Mézeme tiez strucne povedaf,
ze X ma spocitatelni bdzu topoldgie.

Pomerne Tahko sa overi, ze staci, aby existovala spocitatelnd subbdza — tloha [2:9.1]

Priklad 2.9.5. Redlne ¢isla s euklidovskou topolégiou maji spoéitatelntt bazu topoldgie (t.j.
spliiaji druht axiému spodcitatelnosti) — modZeme zobrat bazu B = {(a,b);a,b € Q,a < b} —

dloha 2.2.11

Tvrdenie 2.9.6. Ak X spliia druhi azidmu spocitatelnosti, tak X splria proid aziému spoci-
tatelnosti.

Dékaz. Nech B je spocitatelna baza topologie priestoru X. Potom pre kazdé x € X mame
spocitatelni bazu okoli B, = {U € B;x € U} (veta|2.3.5). O

Prirodzené otazka je, ¢i plati obratend implikéacia. UkédZeme si na viacerych prikladoch, ze
to tak nie. Neskor uvidime aj to, Ze obratend implikdcia plati pre metrické (metrizovatelné)

priestory — tvrdenie
erSpoc : PRIKLDISCRSECOND}

Priklad 2.9.7. Diskrétny priestor (X, Tgisc) spiﬁa druht axiému spocitatelnosti prave vtedy,
ked X je spocitatelnd mnozina. (Staéi si uvedomit, ze kazd4d baza diskrétneho topologického
priestoru obsahuje vSetky jednoprvkové mnoziny — pozri priklad )
Takze Tubovolny nespocitatelny diskrétny priestor je prikladom priestoru, ktory spliia
prva axiému spocitatelnosti, ale nie druht axiému spocitatelnosti.
oc : PRIKLSORGENNOTSECOND}
Priklad 2.9.8. Sorgenfreyova priamka R; = (R, 7;) (definovand v priklade nesplia

druht axiému spocitatelnosti.
Vieme, zZe pre kazdé z € R je mnozina (z,z + 1) otvorend. Ak B je baza priestoru Ry,
tak pre kazdé = € R existuje nejakd mnozina B, € B takd, ze x € B, C (z,z + 1). Z tejto
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podmienky je zrejmé, ze x je najmensim prvkom mnoziny B,. A teda vsetky mnoziny B, st
nazvajom rozne. (Ak mame B, = B,;, tak nutne musi platit z = min B, = min B, = y.)

Ukézali sme teda, ze pre |B|] > |R| = ¢, teda kardinalita lubovolnej bazy priestoru R; musi
byt aspon ¢. Takze Sorgenfreyova priamka nemé spocitatelnti bazu topologie.

Aj Mooreova rovina je prikladom priestoru, ktory vyhovuje prvej ale nie druhej axiéme
spocitatelnosti — ako ukdzeme neskor v priklade £.1.14]

2.9.3 Separabilné priestory

Ak A je hustd mnozina v X, znamena to, ze vSetky prvky priestoru X sa daju v istom zmysle
aproximovat prvkami z A. Niekedy je uzitocné vediet, ¢i sa daju body z X aproximovat
spocitatelne vela bodmi.

Definicia 2.9.9. Nech (X,7) je topologicky _priestor. Hovorime, ze X je separabilng, ak
existuje spocitatelnd mnozina A C X taka, ze A = X.

Priklad 2.9.10. Diskrétny priestor (X, Taisc) je separabilny prave vtedy, ked X je spoéita-
telnd mnozina.
Vidno to hned vdaka tomu, Ze jedind hustd podmnozina v diskrétnom priestore je celé X

(priklad [2.5.3).

Priklad 2.9.11. Jednoduchy priklad separabilného priestoru, ktory dobre pozndme, su re-

alne c¢isla s obvyklou topoldégiou — stac¢i si uvedomit, ze Q = R, Q je husta spocitatelna
podmnozina v R.

To, ze (R, 7T.) je separabilny priestor vyplyva aj z nasledujiceho tvrdenia:
Tvrdenie 2.9.12. Ak X spliia druhi aziému spocitatelnosti, tak je separabilng.

Dékaz. Nech B je spocitatelnd bdza topologie priestoru X. (Bez ujmy na vSeobecnosti mo-
zeme predpokladat, ze () ¢ B.)
Pre kazdé B € B si vyberme nejaky bod zp € B. Potom mnozina

D ={xp;B € B}
je husta v X, kedze mé prienik z kazdou bazovou mnozinou. O

Priklad 2.9.13. Nie je tazké ukdzat, Ze Sorgenfreyova priamka je separabilni. (Hustou
podmnozinou si napriklad racionalne ¢isla.)

Takisto Mooreova rovina je separabilnd. (Sta¢i zobrat body v ' s raciondlnymi siradni-
cami.)

V oboch pripadoch ide o priklady separabilnych priestorov, ktoré nemaju spocitatelni
bazu topologie.

Uz sme ukézali, ze z existencie spocitatelnej bazy dostaneme separabilitu. Tato implikacia
sa vo vSeobecnosti neda obratif vo vseobecnosti, da sa vsak obratit pre metrické priestory.

Tvrdenie 2.9.14. Ak X je separabilng metrizovatelny priestor, tak X md spocitatelni bazu
topoldgie.

Teda ak X je metrizovatelny, tak plati: X je separabilng prave vtedy, ked X splia druhi
azrtomu spocitatelnosti.
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32 Separabilné priestory, axiémy spocitatelnosti

Dékaz. Nech (X, d) je metricky priestor. Nech D je hustd mnozina v X. Tvrdime, Ze potom
B={B(a,r);a € D,r >0,r € Q}

je béza topoldgie Ty. (T.j. zobrali sme gule so stredmi v danej hustej mnozine D a raciondl-
nymi polomermi.)

Zoberme si Tubovolny bod x € X a nejaké otvorené okolie U > x. Potom U obsahuje
nejakt otvorent gulu B(z, ).

My chceme ukézat, Zze v nej nadjdeme nejaki gulu so stredom patriacim do mnoziny D,
ktord bude dostatoc¢ne velka na to aby obsahovala x, ale sticasne dostatocne mala na to, aby
sa stdle zmestila do B(z,r).

Pertoze D je hustd mnoZina, existuje nejaky bod a € DN B(x,r/3). Ak si teraz zoberieme
kladné racionélne ¢islo r’ také, ze )

T !

3 <r< 37",
tak aj celd gula B(a,r’) lezi vnttri B(z,r). (Pre body y € B(a,r’) mdm z trojuholnikovej
nerovnosti d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 5+ 2r=r.)

Stcasne z d(x,a) < § <1’ mame aj x € B(a,r’).

Teda spolu mame z € B(a,r’) C U, ¢o je presne podmienka z definicie bézy. O

Priklad 2.9.15. Z vety vidime, Ze Sorgenfreyova priamka R; nie je metrizovatelny
priestor. (Vieme, Ze priestor R; je separabilny — priklad [2.9.13] Sticasne vSak nemd spocita-
telnt bézu topolédgie — priklad [2.9.8))

Mozeme sa pozriet aj na niektoré priklady priestorov, ktoré pozname z funkcionélnej
analyzy:

Priklad 2.9.16. Priestory £,, 1 < p < 0o a aj ¢ a ¢y so suprémovou normou su separabilné.

Vo vsetkych tychto pripadoch sa spocitatelnd hustd mnozina da dostat tak, ze vezmeme
iba postupnosti z daného priestoru, v ktorych si vsetky cleny racionalne a ktoré si od
istého miesta nulové. (V pripade priestoru ¢ od istého miesta konStantné.) Detailné overenie
ponechdme ako cvicenie — tiloha [2.9.4]

Priklad 2.9.17. Priestor £, so suprémovou normou nie je separabilny.
Pre kazdu podmnozinu A C N zoberme postupnost y 4 urcend ako

(n) 1 akze A,
n)= .
xa 0 akz¢ A,

Inak povedané, zobrali sme vSetky postupnosti, ktorych ¢leny s iba nuly a jednotky.
Dostaneme takto ¢ prvkov z o, takych, ich pre A # B mime ||[xa — xBlloo = 1, t.j.
vzdialenost TubovoInych dvoch z nich je rovna 1.
Ak si teraz zoberieme gule so stredmi v x4 a polomerom %, t.j.

1 1
B4 = B(xa, 5) ={z € loo; ||z — xall < 5},

tak dostaneme ¢ po dvoch disjunktnych otvorenych mnozin.
Lubovolna hustda mnozina D v ¢, musi mat neprazdny prienik s kazdou z tychto mnozin.
7 disjunktnosti je jasné, ze v kazdom z tychto prienikov bude nejaky iny bod, a teda

|D| > ¢ = 2%,

Teda kazda hustd podmnozina ma kardinalitu aspon ¢ a £, nie je separabilny.
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Cvicenia
Uloha 2.9.1. Ak m4 topologicky priestor (X, T) spocitatelni subbdzu S, tak m4 aj spoéi-

tatelnt bazu. (Hint: Kolko existuje koneénych podmnozin S§7)

Uloha 2.9.2. Nech (X,T) je topologicky priestor a x € X. Ukdzte, ze ak existuje spoéita-
telnd béaza okoli bodu z, tak existuje spocitatelna baza okoli, ktora pozostava iba z otvorenych
mnozin.

Uloha 2.9.3. Nech (X, 7) je topologicky priestor a 2 € X. Ukdite, Ze ak existuje spoita-
telnd baza okolf bodu z, tak existuje spocitatelnd bdza okoli B, = {U,;n € N} taka, ze pre
kazdé n € N plati U,, D U, 41.

Uloha 2.9.4. Ukézte, ze priestory Ly, 1 < p < o0, ca cy st separabilné. (Pozri priklad

2.9.16})
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Kapitola 3
Spojitost

Z toho, ¢o sme videli pri inych matematickych struktdarach, uz vieme ze obvykle je uzitocné
skimat aj vhodné zobrazenia medzi nimi. Pri vektorovych priestoroch sme sa zaobrali line-
arnymi zobrazeniami, pri grupach ¢i okruhoch homomorfizmami. Pri stidiu topologickych
priestorov budi uzito¢né spojité zobrazenia.

3.1 Spojité zobrazenia

3.1.1 Spojitost v bode

Pripomerime najprv definiciu spojitosti, ktort sme videli pri metrickych priestoroch. (A este
kedysi ddvno predtym pri redlnych éislach.)

Ak (X,d) a (Y,d') st metrické priestory a f: X — Y je funkcia, tak sme ju nazvali
spojitou v bode a ak platilo

(Ve > 0)(36 > 0)d(z,a) < § = d'(f(z), f(a)) < e.

Tato definicia vlastne hovori, Ze ak sa pozerame na body blizko bodu a, tak obrazy budu
blizko bodu f(a).

Chceli by sme sa pozriet na to, ¢i vieme podobnu definiciu zopakovat v topologickych
priestoroch. Vsimnime si, ze podmienka

d(z,a) <6 =d'(f(z),f(a)) <e
vlastne hovori to, ze
f1B(a,0)] € B(f(a),e),
¢ize ak ndm niekto zadd nejakd otvorend gulu so stredom f(a), tak sa dd najst dost mald
otvorend gula okolo bodu a tak, aby sa cely jej obraz zmestil do zadanej gule. Pri tomto

pohlade azda vyzera vcelku prirodzene takato definicia pre zobrazenia medzi topologickymi
priestormi:

Definicia 3.1.1. Nech f: X — Y je funkcia, pricom X a Y st topologické priestory. Nech
a € X. Hovorime, Ze f je spojitd v bode a, ak pre lubovolné otvorené okolie V' bodu f(a)
existuje otvorenii okolie U bodu a také, ze f[U] C V.

YV e Of(a))(HU €0, flUICV (3.1)
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Obr. 3.1: Definicia spojitosti v bode

Poznamka 3.1.2. Nie je tazké ukézat, ze ak by sme mali predpisané nejaké bazy okoli B,
v bode a, By, v bode f(a), tak by sme dostali ekvivalentni definiciu ak O, nahradime B,
a Oj(q) nahradime By (q)-

(YV € By())(3U € B,) fIU] CV

(T.j. dostaneme ekvivalentné definicie, ak berieme vSetky okolia, vSetky otvorené okolia alebo
len okolia z nejakej vopred zadanej bazy okoli.) Dékaz tohoto faktu ponechdme ako cvicenie
— tloha Tvrdenie je do istej miery podobné — hovori vsak o spojitosti na celom
priestore.

Ak na metrické priestory pouzijeme verziu definicie spojitosti z predoslej poznamky a
vezmeme obvykli bdzu okoli v metrickom priestore, t.j. gule so stredmi v a resp. v f(a),
tak uz tato definicia vyzerd dplne presne ako definicia, na ktort sme zvyknuti v metrickych
priestoroch.

3.1.2 Globélna spojitost

Definicia 3.1.3. Nech X, Y s topologické priestory. Funkcia f: X — Y je spojitd, ak je
spojitd v kazdom bode a € X.

Niekedy mozeme pouzit aj termin ,funkcia spojitd na X “ — aby sme zdoraznili, ze nejde
iba o spojitost v bode. Na tomto predmete sa vSak budeme zvicsa zaoberat iba funkciami
spojitymi na celom priestore, takze neméame dévod komplikovat si terminolégiu.

Dostali sme sa teda nejako k pojmu spojitosti, pricom sme videli analégiu s definiciou, na
ktoru sme zvyknuti z metrickych priestorov. Nie je vSak tazké ukazat, ze globalnu spojitost
mozeme ekvivalentne charakterizovat aj o Cosi jednoduchsie. Prave popis spojitych funkcii
uvedeny v nasledujicej vete sa Casto pouziva priamo ako definicia spojitej funkcie.

Veta 3.1.4. Nech X, Y su topologické priestory a f: X — Y je zobrazenie.
Zobrazenie f je spojité prdave vtedy, ked pre kaZdu otvorentd mnozinu U v priestore Y je
aj jej vzor f~Y[U] otvorend mnozina v X .

(YU € Ty)f U] € Tx
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36 Spojité zobrazenia

Spojité zobrazenia teda mozeme charakterizovat jednoduchou podmienkou, ze vzor kazdej
otvorenej mnoziny je opat otvorend mmnozina.

Dokaz. Predpokladajme, ze f je spojitd v kazdom bode. Uvazujme nejaka otvorent
mnozinu V C Y, chceme ukazat, ze aj f~1[V] je otvoren4.

Ak a € f7YV], tak f(a) € V a z definicie spojitosti v bode dostaneme, Ze existuje
otvorend mnozina U taka, ze a € U C f~1[V].

Pre kazdy bod z f~![V] vidime, Ze f~![V] obsahuje aj nejaké otvorené okolie tohoto
bodu, ¢o znamend, ze f~1[V] je otvoren.

Nech a € X a V je otvorené okolie bodu f(a). Potom aj f~1[V] je otvorena mnozina.

Staé{ polozit U = f~1[V] a dostavame, ze f[U] = f[f~L[V]] C V. O

Moézeme zacat s niekolkymi velmi trividlnymi prikladmi spojitych zobrazeni:

o Ak X je diskrétny priestor, tak Tubovolné zobrazenie f: X — Y je spojité. (Staci si
uvedomit, Ze kazd4 podmnozina X je otvorend, teda f~1[U] je otvorena bez ohladu na
to, aki mnozinu U zoberieme.)

o Ak Y je indiskrétny priestor, tak Tubovolné zobrazenie f: X — Y je spojité. (Staci
skontrolovat, ze f~![Y] = X aj f~[0] = () st otvorené.)

o Konstantné zobrazenie f: X — Y je spojité bez ohladu na to, aké topolégie si na
X a Y. (KonStantnym zobrazenim rozumieme zobrazenie definované ako f(z) = ¢ pre
vietky @ € X, kde ¢ je jeden konkrétny bod z Y). V tomto pripade f~1[U] méze byt
rovné X alebo 0 (v zavislosti od toho, ¢ ¢ € U alebo ¢ ¢ U).

e Zobrazenie idx : X — X je spojité pre lubovolny topologicky priestor X.

V suvislosti s identickym zobrazenim si mézeme uvedomit aj to, ze ak mame dve topolégie

T1 a T2 na tej istej mnozine X, tak idx je spojité zobrazenie prave vtedy, ked T3 C T7. (T.j.
vtedy, ked 77 je jemnejsia nez 7s.)

7 matematickej analyzy z prvého a druhého roc¢nika pozname vela prikladov spojitych
zobrazeni ak pracujeme na R resp. R” s euklidovskou metrikou.

Napriklad pre spojité zobrazenia f,g: R — R plati, Ze aj ich stacet f 4+ g a stéin f - g su
spojité. (Pomocou toho napriklad z konstantného zobrazenia a zobrazenia idg dostaneme, ze
vietky polynémy ndm urcuji spojité zobrazenia R — R.) Takisto aj podiel f/g zobrazeni do
R je spojité zobrazenie, ak zobrazenie g nenadobtuda v ziadnom bode nulovii hodnotu.

Pomerne Tahko sa da ukazat, Ze pri overovani, ¢i st vzory otvorené, sa stac¢i obmedzit na
mnoziny z bazy resp. subbazy.

Tvrdenie 3.1.5. Nech (X, Tx), (Y, Ty) st topologické priestory, B je biza Ty, S je subbiza
Ty . Nech f: X — Y. Nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(i) f je spojité zobrazenie.

(ii) Pre kazdé V € B je f~[V] otvorend mnoZina
(iii) Pre kazdé W € S je f~1[W] otvorend mnoZina

Dékaz. Implikacia |(i)| = je zrejma.
(ii)| = |(i)} Predpokladdme, Ze vzory vSetkych bazovych mnozin si otvorené. Tiez vieme,
7e kazda otvorend mnozina U € Ty sa dé napisat ako zjednotenie nejakého systému bazovych

mnozin, t.j. U = |J B;, pric¢om vsetky B; patria do béza B. Potom dostaneme, Ze aj mnozina
i€l

o=y sl = U sl

el iel

je otvorena.

36



KAPITOLA 3. SPOJITOST 37

Tym sme dokézali ekvivalenciu podmienok a|(i)| pre Tubovolnt bazu B. Tuto ekviva-
lenciu vyuZijeme $pecidlne pre bazu Bs zodpovedajicu subbaze S, t.j.

k
Bs={[\WsWi,...,W, € S}.
i=1
Vidime, ze S C Bg, teda z platnosti podmienky pre bazu Bs vyplyva podmienka |(iii)|
Predpokladajme teraz, ze plati Ak si zoberieme Tubovolnii mnozinu V' € Bg, tak pre
nu mame vyjadrenie v tvare koneé¢ného prieniku mnozin zo subbazy, t.j. ako

k
A
i=1
pricom W7y,... Wy € S. Potom dostaneme, ze aj
k k
V=YW = ) )
i=1 i=1

je otvorena mnozina. Tym sme overili platnost podmienkypre bazu Bgs a z nej uz vyplyva
spojitost zobrazenia f. O

Priklad 3.1.6. Vieme, 7e S = {(—00,b), (a,0);a,b € R} je subbdza euklidovskej topolégie
T. na R. Takze pre zobrazenie f: X — R ndm na overenie spojitosti staci skontrolovat, ¢i
F(=o00,b)] aj f~[(a,00)] je otvorend mnozina pre vietky a,b € R.

Pomerne Tahko sa ukdze, Ze zloZenie spojitych zobrazeni je opét spojité zobrazenie. (Ana-
logické tvrdenie plati aj pre spojitost v bode — tloha )
{chspojSpoj:VTZLOZ}
Veta 3.1.7. Nech f: X — Y, g: Y — Z su spojité zobrazenia medzi topologickymi pries-
tormi. Potom aj zloZené zobrazenie go f: X — Z je spojité.

Dékaz. Staci pouzit rovnost

(go /)T'UI= g U]

a uvedomit si, Ze ak U € Tz, tak dostaneme g~ 1[U] € Ty zo spojitosti zobrazenia g, a vdaka
spojitosti zobrazenia f potom aj f~l[g7[U]] € Tx.

Teda vidime, ze vzor Tubovolnej otvorenej mnoziny v zobrazeni g o f je opaf otvorena
mnozina. O

Spojité zobrazenia sa daji ekvivalentne charakterizovat napriklad pomocou uzavretych
mnozin resp. pomocou Uzaverov.
{chspoj: TVREKVIVSPOJ}
Tvrdenie 3.1.8. Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi X a Y.
Nasledujice podmienky su ekvivalentné: {chspoj :itemEKVIVSPOJ}
(i) Zobrazenie f je spojité. {chspoj : itemEKVIVVZORUZ}
(ii) Pre kaZdi uzavreti podmnozinu C v priestore Y je aj jej vzor f~1[C] uzavretd mnozina. {chspoj : itemEKVIVUZAVER}

(iii) Pre lubovolné A C X plati f[A] C f[A].

Podmienka pomerne dobre popisuje intuiciu, Ze body ktoré st blizko mnoziny A sa
musia zobrazit blizko mnoziny f[A].
Dalsie dve ekvivalentné podmienky, ktoré sii do istej miery podobné, sa daji nédjst v tlo-

hich B17aB.1.8

37



38 Spojité zobrazenia

Dokaz. Ekvivalencia medzi a sa ukaze pomerne priamo prechodom doplnku, kedze
mame

FTHYNAl =X\ f7HAL

. Polozme C' = f[A]. Pre tiito uzavretdi mnozinu dostaneme, ze aj f~'[C] =
f- 1[ f[A]] je uzavretd. Stcasne tato mnozina obsahuje mnozinu A, pretoze

FUAIAL 2 fHA1A] 2 A

Potom plati aj A C f~1[f[A]], z éoho uz priamo vyplyva

fIA] C AL

= Predpokladajme, e pre kazdi podmnozinu A C X plati f[A] C m Budeme
sa snazif pomocou toho dokazat, ze vzor Iubovolnej uzavretej mnoziny je opat uzavreta
mnozina.

Nech C C Y je uzavretd mnozina, polozme A = f~1[C]. S pouzitim faktu, ze f[f~*[C]] C
C mame

fIAIC flAl = flfHefcC=c.

e
Dostali sme teda, ze f[A] C C, ¢o znamend, ze A C f~1[C], t.j. f~1[C] C f~1[C]. Mame
teda

fHerc el e e,
¢o znamena, ze f~1[C] = f~1[C], ¢ize mnoZina f~1[C] je uzavreta. O
Iny dokaz. = |(i); Predpokladajme, Ze f je nespojité v nejakom bode a € X. To znamen4,

Ze existuje nejaké otvorené okolie U bodu f(a) také, ze pre kazdé otvorené okolie V' 3 a plati

Ul ZV,tj. fIUN\V #0.
(AV € Op(a)) (VU € Oq) fIU] £ V
MobzZeme teda pre kazdé VU € O, vybrat nejaky bod zy € U, taky, ze f(xy) ¢ V.
(AV € Of(a))(VU € On)(Bzy € U) f(av) ¢V

Polozme
A= {LUU; U e Oa}.

Pre tiito mnozinu mame a € A; pre kazdé okolie U bodu a urcite plati zyy € U N A, teda
UNA#0.

Stcasne ale pre kazdy bod xy € A madme f(zy) € Y \ V. Teda mame f[A] CY \V, a
kedze Y \ V je uzavretd mnozina, tak méme aj

fIAAIC YAV

7 podmienky dostaneme

fla) € fIA] C fIAJC Y\ V,

¢o znamena, ze f(a) ¢ V.
To je samozrejme spor, pretoze V je okolie bodu f(a), ¢ize urdite obsahuje bod a. O
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Poznamka 3.1.9. Napriek tomu, Ze konvergenciu sieti budeme preberat neskor, spomeniem
uz teraz, e pomocou nich sa zo spojitosti dé inkluzia f[A] C f[A] ukdzat pomerne lahko —
neskor, ked sa budeme zaoberat sietami, tak sa moZete k tomu dékazu vratit. (A v principe
uz aj s tym, ¢o viete z nizsich roénikov, by ste si mali byt schopni rozmysliet, ze takyto dokaz
prejde v metrickych priestoroch ak vSade nahradite slovo .siet“ slovom ,postupnost®.)
Zoberme Tubovolny bod z € A. Potom existuje siet (aq)qep taka, Ze vietky ap patria
do mnoziny A a tato siet konverguje k x. Zo spojitosti potom dostaneme, Ze siet (f(aq))aep

konverguje k f(z).

ag— T = flag) = f(x)

Kazdy z bodov f(agq) patri do mnoziny f[A], a teda pre limitu tejto siete mdme f(x) € f[A].

Vidime teda, ze kazdy bod patriaci do f[A] patri aj do f[A], ¢im sme dokézali inkliziu

fIA] € flA].
Takisto alternativny dokaz implikacie = [(0)] uvedeny vyssie som sem dal z podobnych
dovodov — neskor, ked sa naucime nieco o sietach, tak sa budete méct pozriet na tento dokaz
a vSimnuat si, Ze sme v niom vlastne pouzili siet (zy)veo, na nahor usmernenej mnozine

(Og, D).

Z podmienky [(iii )| pomerne Tahko vidime, Ze spojité surjektivne zobrazenie musi zobrazit
husttt mnozinu na husti mnozinu.

Dosledok 3.1.10. Nech X, Y st topologické priestory a f: X — Y je spojité surjektivne
zobrazenie. Ak D je hustd mnozina v X, tak f[D] je hustd mnoZina vY.

Dokaz. Plati

Y = f[X] = f[D] C f[D],
z ¢oho vyplyva f[D] =Y. O

Definicia 3.1.11. Priestor Y nazyvame spojitym obrazom priestoru X, ak existuje spojité
surjektivne zobrazenie f: X — Y.

Dosledok 3.1.12. Spojity obraz separabilného priestoru je separabilny priestor.

Dékaz. Ak D je spocitatelnd hustd mnozina v X, tak f[D] je spoéitatelnd hustd mnoZina
vY. O
Cvicenia

Uloha 3.1.1. Dokézte: Ak (X, d) je metricky priestor a A C X, tak priradenie z — d(z, A)
urcuje spojité zobrazenie z X do R.

Uloha 3.1.2. Nech (X, 7x), (Y,Ty) st topologické priestory a f: X — Y. Nech a € X
a nech B, je béza okoli v bode a, By) je baza okoli. Dokézte, Ze spojitost v bode a je
ekvivalentna s podmienkou

(VV € Bf(a))(le € Ba)f[U} Cc V7

t.j. pre kazdé bazové okolie V bodu f(a) existuje bazové okolie U bodu a tak, ze body z U
sa zobrazia do V. (Tym vlastne ukdzeme, Ze v definicii spojitosti v bode staci zobrat okolia

z nejakej bazy, pozri pozndmku )
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40 Homeomorfizmy

Uloha 3.1.3. Nech X, Y sii topologické priestory a = € X je izolovany bod, t.j. mnozina
{z} je otvorend. Dokdzte, Ze lubovolné zobrazenie f: X — Y je spojité v bode x.

Uloha 3.1.4. Nech (X, 7) je topologicky priestor a a € X.

Ukézte, ze B, = O, U{{z};x € X \ {a}} je baza topoldgie na mnozine X. (T.j. za bazu
sme zobrali otvorené okolia bodu a z pdvodnej topoldgie a v ostatnych bodoch sme ako okolie
zobrali jednoprvkovi mnozinu X, t.j. tieto body st izolované.) Topol6giu urcent touto bézou
si ozna¢me 7,, namiesto (X, 7,) mozeme niekedy pouzit aj struénejSie oznacenie X,.

Nech teraz Y je topologicky priestor a f: X — Y je zobrazenie. Dokazte: f: X — Y je
spojité v bode a prave vtedy, ked f: X, — Y je spojité.

Uloha 3.1.5. Dokéite: Nech f: X — Y, g: Y — Z st zobrazenia medzi topologickymi
priestormi. Ak f je spojité v bode a a g je spojité v bode f(a), tak aj zloZené zobrazenie go f
je spojité v bode a.

Uloha 3.1.6. Ukéazte na priklade, Ze existuji topologické priestory X, Y, mnozina A C X a
spojité zobrazenie f: X — Y, pre ktoré f[A] # f[A]. (T.j. inklizia v podmienketvrdenia
moze byt ostra.)

Uloha 3.1.7. Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi. Dokdzte, ze f
je spojité prave vtedy, ked plati: Pre Iubovolné B C Y plati f~1[B] C f~![B].

Uloha 3.1.8. Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi. Dokdzte, ze f
je spojité prave vtedy, ked plati: Pre Tubovolné B C Y plati f~![Int B] C Int f~![B].

3.2 Homeomorfizmy

Pri mnohych matematickych struktirach sme uz videli situéciu, Ze bolo pre nas uzitocné za
rovnaké povazovat objekty, ktoré st v podstate totozné, iba inak pomenované. Teda vlastne
také objekty, medzi ktorymi existuje bijekcia, ktord zachovava typ struktary, ktort prave
skimame. (Pouzivali sme aj pomenovanie, Ze sa nejaké dva objekty zhoduju ,az na izomor-
fizmus“. A napriklad z pohladu tedrie kategérii ide vzdy o izomorfizmus v nejakej vhodnej
kategdrii.)

Priklady, s ktorymi sme sa mohli stretnit: Izomorfizmy vektorovych priestorov su bijekcie,
ktoré su stcasne linedrnymi zobrazeniami. Pre grupy a okruhy néas zaujimaja bijekcie, ktoré
zachovavaji grupovii/okruhova struktiru, t.j. operacie s ktorymi pracujeme. Pri metrickych
priestoroch by sme asi chceli, aby bijekcia zachovala metriku — takto sa dostaneme k pojmu
izometrie. Ak sa pozerdme na normované priestory a pozadujeme, aby bijekcia zachovavala
normu, dostaneme izometricky izomorfizmus. Do tejto istej schémy zapadd aj difeomorfizmus
medzi diferencovatelnymi varietami.

V niektorych pripadoch to vyjde tak, ze ak mame bijekciu ktord sa ,slusne“ sprava
vzhladom na nejaky typ struktiry, tak inverzné zobrazenie tiez bude ,slusné“. Napriklad ak
f je bijektivne linedrne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi, tak aj f ' je linedrne. Pri
topologickych priestoroch to tak nie - ak f je spojité a bijektivne, tak to eSte neznamend, ze
£~ bude spojité. (Jednoduchy priklad je idx: (X,T) — (X,T’), kde T’ € T, t.j. identické
zobrazenie, ak vezmeme dve rézne topolégie na X.) Cize aj pre topologické priestory bude
rozumné pracovat s takymi bijekciami, kde aj inverzné zobrazenie je spojité.

Definicia 3.2.1. Zobrazenie h: X — Y medzi topologickymi priestormi (X, 7x), (Y, 7y) sa
nazyva homeomorfizmus, ak h je bijektivne, spojité a aj f~! je spojité.

40

{chspoj :ULOSP!

{chspoj:ULOPR



KAPITOLA 3. SPOJITOST 41

Ak teda h je homeomorfizmus, tak h ndm déava jedno-jednozna¢né priradenie medzi ot-
vorenymi mnozinami v X a v Y.

UeTx & hlU] €Ty
VeTy e hV]eTx

Vidime teda, ze ide o priestory, ktoré si ,,v podstate rovnaké“ —len ich body st ,,premenované“
a bijekcia h nam dava ,prekladovy slovnik* medzi dvoma réznymi pomenovaniami bodov.

Samozrejme, z toho je jasné, ze homeomorfizmus zachovava aj uzavreté mnoziny, uzaver,
vnitro, zobrazi bazu na béazu, atd.

Definicia 3.2.2. Topologické priestory (X, Tx), (Y, Ty) nazveme homeomorfné, ak existuje
homeomorfizmus h: X — Y.
Oznacenie: (X, Tx) = (Y, Ty) alebo strucnejsie X =Y.

Lahko sa overi, Ze tento vztah ma podobné vlastnosti ako relacia ekvivalencie, t.j.,

e X ZX,;

e XX¥Y =YX

e XEYANYZEZT=X2Z
(Toto vlastne zodpovedd tomu, ze idx je homeomorfizmus, zloZenie dvoch homeomorfizmov
je homeomorfizmus a inverzné zobrazenie k homeomorfizmu je homeomorfizmus.)

Takisto je jasné, ze homeomorfizmus nepokazi vlastnost, ktord zavisi len od danej topo-
légie. (T.j. ide o vlastnost, ktord sme nejakym rozumnym sposobom definovali len pomocou
otvorenych mnozin a dalsich veci odvodenych od tohoto pojmu.)

Definicia 3.2.3. Vlastnost P topologickych priestorov sa nazyva topologickd vlastnost, ak
pre Tubovolné dva priestory X a Y, ktoré s homeomorfné, plati ze X mé vlastnost P prave
vtedy, ked Y ma vlastnost P.

Termin topologicka vlastnost teda pouzivame pre vlastnosti, ktoré sa prendsaji home-
omorfizmami.

Aby sme ukézali, ze dva topologické priestory nie si homeomorfné, ¢asto sa dé pouzit to,
ze najdeme nejaka topologickd vlastnost, ktorti ma iba jeden z nich. D4 sa povedat, ze velki
Cast semestra stravime tym, ze sa budeme venovat stidiu réznych topologickych vlastnosti.

MoZeme sa pozriet na niekolko prikladov podpriestorov (R, T¢).

Podpriestormi sa budeme systematickejsie zaoberat v casti Na tomto mieste nadm
staci rozmysliet si, ze pre lubovolni podmnozinu A C R ndm systém

T={UNAUET)

dé topoldgiu na A. A tiez Ze ako prieniky s mnozinou A vieme dostat z bazy topologie T
bézu tejto topoldgie. (Analogické tvrdenia platia pre lubovolny topologicky priestor (X, 7)
— tloha a uloha ) Alternativne sa mdZeme pozerat na tieto priestory tak, ze pre
A C R vezmeme metriku d(z,y) = |z — y| a pouzijeme topolégiu odvodentt od metriky.

Vo vsetkych nasledujicich prikladoch, aj ak to expicitne nespomenieme, pracujeme s to-
poldgiu zdedenou z redlnej osi.

Priklad 3.2.4. Pre lubovolné dva netrividlne uzavreté intervaly dostavame (a,b) = {c,d).
Ako homeomorfizmus staci zobrat linedrnu funkciu taki, Zze h(a) = ¢, h(b) = d. Teda Tubo-
volné dva uzavreté intervaly st homeomorfné.

To isté zafunguje aj ako argument, preco plati (a,b) = (¢, d). Takze médme homeomor-
fizmus medzi Tubovolnymi dvoma ohrani¢enymi otvorenymi intervalmi. Ako budeme vidiet
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42 Homeomorfizmy

v priklade [3:2.6] da sa dostat homeomorfizmus aj pre neohranicené intervaly. Teda potom
uz vieme povedat, ze lubovolné dva otvorené intervaly si homeomorfné, t.j. (0,1) = (a,b) =
(a,00) = (—00,b) ZR.

Priklad 3.2.5. Videli sme, Ze lubovolny otvoreny interval je homeomorfny s (0, 1), Tubovolny
uzavrety interval je homeomorfny s (0, 1). Intervaly (0,1) a (0,1) vSak nie si homeomorfné.
(Ekvivalentne moézeme povedat, ze (0,1) Z R.)

Taky ,,prvicky“ spdsob ako to zdévodnit by bol: Ak méme spojiti injekciu h: (0,1) —, tak
t4 musi nevyhnutne byt monoténna. BUNV nech je napriklad rastica. Oznacme si h(0) = a,
h(1) = b. Funkcia h nadobtda iba hodnoty z intervalu (a, b), ¢o je uréite vlastnd podmnozina
(0,1). Teda h nie je surjektivna.

Dokézali sme, ze uréite neexistuje spojitd bijekcia (0,1) — (0,1), teda neexistuje ani
homeomorfizmus.

Dokonca by sme vediet ukédzat, Ze neexistuje ani spojitd surjekcia f: (0,1) — (0,1).
Neskor, ked budeme mat k dispozicii vysledok, ze spojity obraz kompaktného priestoru musi
byt kompaktny, tak z toho budeme vediet tiato vec dokazat Tahko.

Ale nieco o kompaktnych podmnozindch redlnej osi resp. metrickych priestorov uz viete
aj z nizsich ro¢nikov. Viete napriklad, Ze spojitda funkcia f: (0,1) — (0, 1) uréite nadobida
minimum aj maximum. Ak si minimum a maximum funkénych hodnét oznacime ako a resp.
b, tak mam f[(0,1)] = (a,b) € (0, 1), ¢ize f urcite nie je surjektivna.

Priklad 3.2.6. Podme ukézat, ze (0,1) = R, resp. (a,b) = R — Tubovolny otvoreny interval
je homeomorfny s redlnou osou.

Mozeme napriklad zobrat vhodne preskdlovany tangens. Alebo méZeme homeomorfizmus
poskladat z nejakych dvoch hyperbol ako na obrazku

Y4 y = tg(z)

ol
ol
]V

Obr. 3.2: Tangens a arcustangens nam daji homeomorfizmus medzi otvorenym intervalom a
redlnou osou

V oboch pripadoch by sme mali zvladnut overit, ze st to spojité zobrazenia.

Dokonca by sa dalo povedaf, ze ak dostaneme za tilohu vymysliet nejaki bijekciu medzi
(0,1) a R, tak tie zobrazenia, ktoré ndm napadni medzi prvymi, buda velmi pravdepodobne
homeomorfizmy.

42

{chspojHomeo:]



hspoj:ROPINT}

KAPITOLA 3. SPOJITOST 43

Yy
104

Obr. 3.3: Iny homeomorfizmus medzi R a (—1,1)

Ked uz sme videli priklady homeomorfizmov medzi (0,1) a R, tak nie je prilis tazké ndjst
nejakym podobnym sposobom homeomorfizmus medzi (0,1) a (0, 00) (tloha [3.2.2)). Z toho
uz potom vidime, Ze naozaj vSetky otvorené intervaly, ¢i uz ohranic¢ené alebo neohranicené,
st homeomorfné.

Poznamka 3.2.7. Tento priklad je mozno uzitoény aj na to, aby sme si uvedomili dolezitost
rozdielu, ¢i pracujem s metrickym priestorom alebo s topologickym priestorom. Ak som zobral
metricky priestor, ale zabudol som na metriku a vSimam si uz len topolégiu (t.j. to, ktoré
mnoziny st otvorené), tak som stratil nejakd informéciu.

Ak (0,1) a R berieme ako metrické priestory s obvyklou euklidovskou metrikou, tak jeden
z nich je Uplny a druhy nie. Mame teda nejaka vlastnost metrickych priestorov, ktorou ich
vieme rozlisit. Ak sa vSak uz pozerame iba na topolégiu urcenu touto metrikou, tak ako
topologické priestory uz rozlisitelné nie su.

Toto je tiez ilustracia toho, Ze Co je a ¢o nie je topologicka vlastnost. V metrickych pries-
toroch je tiplnost velmi uzitocéna vlastnost. A mohli by sme sa pytat, ¢i Gplnost vieme popisat
pomocou topoldgie, t.j. takym sposobom, ze nekladieme ziadne podmienky na metriku d ale
pouzivame iba vlastnosti zodpovedajicej topologie Ty. Priklad, ktory sme teraz videli, nim
hovori, zZe sa to neda urobit. Teda tplnost nie je topologickd vlastnost — zavisi aj od zvolenej
metriky, nie iba od topoldgie.

Mohli by sme vsak zaviest pojem uplne metrizovatelny priestor — ¢o je taky topologicky
priestor (X, T), kde plati T = Ty pre nejaki uplnt metriku d na mnozine X. Toto uz je
topologicka vlastnost.

Napriklad vidime priestor (0, 1) je tiplne metrizovatelny. (A keby sme chceli napisat kon-
krétny priklad uplnej metriky na (0, 1), tak si mézeme zobrat Gplni metriku na R a preniest
ju cez nejaky homeomorfizmus, ktory sme nasli.)

Pozrime sa teraz na kruznicu
S={(x,y) eR%:a>+ 4>+ 1}

s topolégiou zdedenou z R?. (T.j. s topolégiou uréenou euklidovskou metrikou.)
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{chspoj:FIGCIRCLE2BODY?} Obr. 3.4: Vzdialenost dvoch bodov na kruznici.

{chspojHomeo:]
Priklad 3.2.8. Otvoreny interval je homeomorfny s kruznicou, z ktorej vynechdme jeden

bod.
(0,1) = S\ {zo},
kde zo € S je nejaky bod leziaci na kruznici.
Samozrejme, namiesto (0,1) mdzeme zobrat lubovolny interval. Ako homeomorfizmus

mozeme zobrat h: (0,27) — S\ {(1,0)}
h(t) = (cost,sint).
Pre toto zobrazenie skuto¢ne plati, Ze h aj h~=! st spojité.
Mohli by sme spojitost overovat tak, ze sa pozerdame na vzory otvorenych mnozin.

Alebo moézeme priamo pocitat s metrikou. Pre ¢ 2 € (0,27) dostaneme

t1 —t
2 sin 2

d(h(t1), h(t2)) =

Na obrazku [3.4] je ukdzané jednoduché zddvodnenie pomocou trigonometrie a vhodného
trojuholnika. To isté by sme vSak samozrejme vedeli dostat aj priamo tpravou vyjadrenia
d(h(t1), h(t2)) = \/(cost; — costa)? + (sint; — sintz)2.

Fakt, Ze pre malé z > 0 vieme ndjst kladné konstanty tak, aby platilo c;z < 2sin § < cax
nam zabezpeci spojitost oboma smermi. (A za ¢ 2 sa daja blizko nuly zobrat nejaké konstanty
také, ze ¢; < f'(0) < cz, kde f(z) = 2sin 5. Resp. vedeli by sme nejaké konstanty napisat aj
explicitne s pouzitim nerovnosti %x <sinz < z platnej pre z € (0, 7).)

Prirodzene by sa ¢lovek mohol pytat, Ze ked k obom priestorom, t.j. k (0,1) aj k S\ {zo},
nejako doplnime chybajtci bod, ¢i uz nedostaneme homeomorfné priestory. Priestor S nie
je homeomorfny ani s (0,1) ani (0, 1); jednoduchy argument sa d4 urobit v prvom pripade
pomocou kompaktnosti a v oboch pripadoch pomocou suvislosti; ¢o st témy, ktorymi sa

budeme zaoberat neskor.
chspojHomeo : PRIKLSTEREO}

Priklad 3.2.9 (Stereografickd projekcia). V priklade[3.2.8/sme uz videli, Ze kruznica s jednym
vynechanym bodom je homeomorfnd s otvorenym intervalom. KedZze vieme, ze (0,1) = R,
tak dostavame aj S\ {zo} = R. UkdZeme si eSte iny pristup, ako sa da ukazat, ze tieto dva
priestory homeomorfné. Iny dokaz priddme najmé z toho dévodu, ze tento pristup sa da velmi
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prirodzene rozsirit ako to isté budeme chciet urobit o dimenziu vyssie, t.j namiesto kruznice
a priamky sa budeme chciet pozriet na sféru a rovinu.

Zoberme si teda znovu S’ = S\ {(0,1)}, kde S je jednotkova kruznica so stredom v (0, 0).
Bijekciu medzi S” a R dostaneme tak, ako je zndzornené na obrdzku TODO

\_

Obr. 3.5: Stereograficka projekcia medzi kruznicou a priamkou
. {chspoj:FIGSTEREO}
Cize urobime to, ze ,severny p6l“ (bod (0, 1)) spojime s bodom (z,y) na kruznici priam-
kou. Prieseénik tejto priamky s z-ovou osou je bod z R, ktory priradime bodu (z, y).
7 obrazku asi vidno, Ze ide naozaj o bijekciu a ze h aj h~! s spojité. (Malé zmeny vzoru
iba mélo ovplyvnia obraz.)
Ak by sme chceli zapisat aj formalny dokaz, tak by sme potrebovali skutocne napisat
predpis tychto zobrazeni a nejako overit vSetky potrebné vlastnosti. {chspoj : FIGSTEREOSURADNI
D4 sa prist na to, Ze nase zobrazenie h: S’ — R mé4 predpis
x
h(z,y) = 1= y
(Pozri obrézok [3.2.9]) A z toho sa d4 dopoéitat aj inverzné zobrazenie

b (2 t2—1
2+17824+1)°
Keby sme dalej pocitali, boli by sme schopni skontrolovat Ze tieto dve zobrazenia st navzdjom

inverzné a overit spojitost jednym aj druhym smerom.

TODO 5%\ {zg} = R? resp. S™ \ {zo} 2 R"

r y
hw,y,z) = (12,12)

Analogickym sposobom sa da postupovat v trojrozmere resp. vSebocnejsSie v n-rozmere,
ked pracujeme s (n — 1)-rozmernou sférou.

S™ = {(z0, 21, .., xn) ER™L a2 4 a2 4o 4 g2 = 1),

n
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X

I -
(zm)\f—%/ix -y

Obr. 3.6: Predpis pre stereograficki projekciu

Predpis
Zo Z1 Tn—1

( 0541, 3 n) 1 N ) 1 T, ) B} 1 N
chspojHomeo : PRIKLCOMEGA}

Priklad 3.2.10. Zoberme mnozinu NU{co} = {0, 1,2, ... }U{oo}, kde 0o oznacuje lubovolny
prvok nepatriaci do N. Na tejto mnozine zavedieme topoldgiu takto: Pre kazdy prvok x € N je
béza v tomto bode B, = {{z}} (t.j. prvky z N si izolované). V bode oo je béza okoli tvorend
doplnkami koneénych mnozin. Tahko sa d& skontrolovat, ze platia podmienky [(BO1)H(BO3)|
(Resp. mézeme zobrat B = |J B, a skontrolovat podmienky [(BI1)| a[(B2)|) Dostaneme
z€C(w

teda takto skutocne topoldgiu. Ténto topologicky priestor je znazorneny na obrizku
budeme ho ¢asto oznacovat C(w).

Béazu topolégie by sme dostali aj ak by sme zobrali ako B,, doplnky mnozin tvaru
{0,1,...,n}

TODO C(w) a {0} U{X;n € N\ {0}} st homeomorfné

(0. 9]
@@: Ofw)
{chspoj :FIGCOMEGA} Obr. 3.7: Priestor C(w)

{chspojHomeo :PRIKLROZS}
Priklad 3.2.11. TODO rozsirend realna os;

RU {£00} = (0,1)
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Cvicenia
Uloha 3.2.1. Ak X je homeomorfny s diskrétnym priestorom, musi aj X byt diskrétny? Ak
X je homeomorfny s indiskrétnym priestorom, musi aj X byt indiskrétny?
Dokézte, Ze nasledujice podmienky s ekvivalentné:a) (X, Taisc) = (Y, Taisc)
b) (X, Tina) = (Y, Tina)
) |X[=1Y]|

Uloha 3.2.2. Ukdzte, ze (0,1) = (0,00) a (0,1) = (0, 00).

Uloha 3.2.3. Ukdite, ze (0,1) % (0,1), (0,1) 2 (0,1). (Pracujeme na tychto intervaloch
s euklidovskou topoldgiou.)

3.3 Otvorené a uzavreté zobrazenia

Spojité funkcie st tie funkcie, kde vzor otvorenej (uzavretej) mnoziny je tiez otvorend (uzav-
retd) mnozina. V niektorych situdcidch st uzitoéné aj funkcie, kde analogické vlastnosti platia
pre obraz otvorenej (uzavretej) mnoziny.

Definicia 3.3.1. Nech (X, Tx), (Y, Ty) su topologické priestory, f: X — Y je zobrazenie.
Zobrazenie f je otvorené, ak pre kazdd otvorent mnozinu U € Tx je jej obraz f[U]
otvorena mnozina v priestore Y.
Zobrazenie f je uzavreté, ak pre kazdd otvoreni podmnozinu C' priestoru X je aj f[C]
uzavretd (mnozina v priestore Y).

Na to, aby bolo zobrazenie otvorené, staci aby boli otvorené obrazy bazovych mnozin —

tloha B.3.11

Tvrdenie 3.3.2. Nech f: (X,Tx) — (Y, Ty) je bijekcia. Nasledujice podmienky si ekviva-
lentné:

a) Zobrazenie f je otvorené.

b) Zobrazenie f je uzavreté.

c) Zobrazenie f~1 je spojité.

Doékaz. Stacf si uvedomit, ze f[U] je presne vzor mnoziny U v zobrazeni f~!. O

Dosledok 3.3.3. Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi. Potom
plati:

a) Zobrazenie f je homeomorfizmus prdve vtedy, ked f je bijektivne, spojité a otvorené.

b) Zobrazenie f je homeomorfizmus prdve vtedy, ked f je bijektivne, spojité a uzavreté.

Cvicenia
Uloha 3.3.1. Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi a B je baza
topoldgie Tx. Ukazte, ze ak f[U] € Ty pre vsetky U € B, tak f je otvorené. (T.j. na to, aby
bolo zobrazenie otvorené, staci overit, ze obrazy bazovych mnozin st otvorené.)

Ukéazte, ze uvedené tvrdenie neplati, ak pozadujeme iba to, aby boli otvorené obrazy
mnozin zo subbazy.

Ak by sme navyse predpokladali, ze dané zobrazenie je injektivne, tak uz staci pozadovat,
aby obrazy mnozin zo subbazy boli otvorené.

Uloha 3.3.2. N4jdite priklad zobrazenia f: X — Y medzi topologickymi priestormi a bazy
B priestoru X tak, aby platilo, ze f nie je uzavreté a sucasne pre kazdi bazovi mnozinu
B € B je jej obraz f[B] uzavretd mnozina.
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. {chspoj0tvUz:!
Uloha 3.3.3. Niéjdite priklad zobrazenia medzi topologickymi priestormi:

a) Ktoré je spojité a otvorené, ale nie uzavreté.

a) Ktoré je spojité a uzavreté, ale nie otvorené.

b) Ktoré je otvorené a uzavreté, ale nie je spojité.
c¢) Ktoré je spojité, ale nie je uzavreté ani otvorené.

48



Kapitola 4

Konstrukcie topologickych
priestorov

Uz ste sa stretli s viacerymi typmi matematickych struktir a vzdy ste sa pri nich zaoberali aj
sposobmi, ako sa z nejakych objektov daného typu daju vytvarat nové. Pri vektorovych pries-
toroch ste stretli podpriestory a faktorové priestory, pri grupach ste hovorili o podgrupach,
faktorovych grupach, videli ste aj priamy sucet a sicin grap. Podobne, aj pri topologickych
priestoroch mame viacero konstrukcii, ktoré nejakym sposobom vytvaraji zo zadanych pries-
torov nové. Prinajmensom v niektorych pripadoch by malo byt vidno ist analégiu s tym, co
ste videli pri inych typoch struktur.

Na zaciatku sa budeme zaoberat podpriestormi, faktorovymi priestormi, topologickym
stctom a topologickym st¢inom — ako Styrmi zakladnymi operdciami s topologickymi pries-
tormi. Neskor si ukazeme, ¢o je inicidlna a finalna topoldgia — tieto dva pojmy dévaju zovse-
obecnenie uvedenych styroch zakladnych operacii.

Uz sme zadefinovali pojem spojitosti zobrazeni medzi topologickymi priestormi. Pri kazdej
z konstrukceii, ktorym sa budeme venovat, sa pozrieme aj na to ¢o vieme povedat o spojitych
zobrazeniach na priestoroch, ktoré sme dostali. Neskor, ked sa dostaneme ku konvergencii sieti
a filtrov, tak sa tieZ pozrieme na to ako sa daji uvedené konstrukcie (resp. aspon niektoré
z nich) popisat pomocou tychto pojmov.

Takisto sa budeme v ramci tejto prednasky zaoberat réznymi topologickymi vlastnostami
a im zodpovedajicimi triedami topologickych priestorov. Vzdy nés bude zaujimat aj otézka,
Ci nejaka trieda topologickych priestorov je uzavreta aj na tieto operacie.

4.1 Podpriestory

Najjednoduchsou zo Styroch zékladnych konstrukcii, ktorym sa venujeme v tejto kapitole, je
topologicky podpriestor.

Definicia 4.1.1. Nech (X, T) je topologicky priestor a S C X. Ak polozime
Ts={UNS;U e T},
tak Tg je tiez topoldgia.

Dvojicu (S, Ts) nazyvame podpriestor topologického priestoru X. Topoldgiu Ts budeme
tiez nazyvat relativna topologia.
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50 Podpriestory

Ak S je otvorend podmnozina v X, hovorime o otvorenom podpriestore. Podobne, S je
uzavrely podpriestor, ak S je uzavretd podmnozina.

Mali by sme overit, ze Tg je skutocne topolégia na S — to je vSak pomerne jednoduché,
ponechdme to ako cvi¢enie (tloha [4.1.T).
Uvedend definicia sa d4 struéne zhrnit tak, ze otvorené podmnoziny podpriestoru S si
presne tie mnoziny, ktoré dostaneme ako prienik otvorenej mnoziny v X a mnoziny S.
Nie je tazké rozmysliet si napriklad, ze:
o Ak B je béaza priestoru X, tak Bg = {U N S;U € B} je baza podpriestoru S. Podobné
tvrdenie plati pre subbazy.
o Podobne ak B, je baza okoli v bode z, tak pre z € S dostédvame, ze B, = {BNS; B € B, }
je baza okoli pre relativnu topolégiu.
e Podmnozina C' C S je uzavretd v podpriestore S prave vtedy, ked existuje uzavretd
mnozina C’ v priestore X takd, ze C = C' N X.
o Uzdver nejakej podmnoziny A v podpriestore S sa dd vyjadrit ako clg(A) = clx (A)NS;
t.j. tak Ze urobime uzaver v celom priestore a z neho vezmeme prienik s podpriestorom.
o Podobne pre vnitro mame Intg(A) = Intx(4) N S.
Dékazy tychto veci si velmi jednoduché. (Takze sme ich ani neformulovali ako tvrdenie.)
Samozrejme, aj tak si mozete niektoré z nich skusit dokéazat — tlohy [{.1.2} 1.3} {.1.4) {.1.5
Ak sa pozrieme opét na nejaké velmi trividlne pripady, tak podpriestor diskrétneho pries-
toru bude opét diskrétny, podpriestor indiskrétneho priestoru je opét indiskrétny.
Mbzeme si vSimniit, ze ako podpriestor metrizovatelného priestoru dostaneme opét met-
rizovatelny priestor.

Priklad 4.1.2. Ak médme metriku d na mnozine X, tak dostdvame topolégiu Ty taku, ze
béaza okoli v z je
By ={B(z,r);z € X,r € R,r > 0}.

Ak si zoberieme t1 ist( metriku zzeni na mnozinu S, tak bazové okolia v tejto si presne
prieniky prvkov tejto bazy s podmnozinou S, kedze

Bs(z,r) ={y € S;d(z,y) <r} = B(z,r)NS.

(Aby som ich bol schopny nejako odlisit, pouzil som Bg(x,r) ako oznadenie pre gulu v (.5, d)
so stredom v z a polomerom r; oznacenie B(z,r) som ponechal ak pracujem v celom priestore

Dalsia vec, ktora sa Tahko overi priamo z definicie nasledujice pozorovanie:

Tvrdenie 4.1.3. Ak S je podpriestor priestoru T a T je podpriestor priestoru X, tak S je
podpriestor priestoru X .
Ak S, T su podpriestory priestoru X a S CT, tak aj S je podpriestor priestoru T .

Dékaz. Uloha 1.4 O

Mobzeme si rozmysliet, ¢o sa stane so spojitostou, ak prejdeme k podpriestoru — opét to
bude velmi jednoduché. (Oplati sa tiez vSimnit, ze v druhej ¢asti mdme ekvivalenciu, ¢ize
tato cast ndm hovori, Zze koobor mozeme zvéicsSovat aj zmensovat; musime samozrejme dat
pozor na to, aby v fiom zostali vSetky funkéné hodnoty.)

Tvrdenie 4.1.4. Nech f: X — Y je zobrazenie. Nech S je podpriestor priestoru X a mnech
T je podpriestor priestoru Y. Predpokladajme dalej, Ze f[S] C T. Potom:

a) Ak f: X =Y je spojité zobrazenie, tak aj ziZenie f|s: S — Y je spojité zobrazenie.

b) Zobrazenie f: X =Y je spojité prave vtedy, ked f: X — T je spojité.
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Oplati sa uvedomit, ze f skutoc¢ne urcuje aj zobrazenie z X to T. (Préve preto sme tam
mali podmienku f[S] C T.)

Keby sme cheeli byt poriadni, tak by sme ho moZno mali oznaéit inym pismenkom. (A
urobime tak, ak to bude nutné — napriklad ked budeme dokazovat toto tvrdenie a budeme
potrebovat rozlisit medzi tymito dvoma zobrazeniami.) Pre jednoduchost sme sa vSak rozhodli
nezavadzat nové oznacenie pre zobrazenie, kde sme zmenili iba koobor.

Dékaz. a) Pre kazdi otvorent mnozinu U € Ty je aj f|g'[U] = U N S otvorenid mnozina
v podpriestore S.

b) Pre potreby tohoto dékazu si oznacme g: X — T zobrazenie definované ako g(x) =
f(x) (pre lubovolné = € X).

Na dokaz uvedenej ekvivalencie si staéi uvedomit, ze vdaka podmienke f[X] C T mame
pre Iubovolné U C Y rovnost

JU = N T = g U NI,
O

V mnohych kontextoch nebude potrebné rozlisovat medzi situiciou, ked S je priamo
podpriestorom priestoru X a ked S je homeomorfny s nejakym podpriestorom priestoru X.
(Iba v tom prvom pripade je nevyhnutné aby sme mali S C X.)

Toto je asi vecelku prirodzené, lebo homeomorfné priestory s z topologického hladiska
uplne rovnocenné. (A niekedy pouzijeme termin ,podpriestor® volnejsie, v tomto druhom
vyzname.) Z tohoto dévodu sa ndm hodi zaviest pojem popisujici tito situdciu:

Definicia 4.1.5. Nech i: S — X je zobrazenie medzi topologickymi priestormi S a X
nazveme vlozZenie ak i: S — i[S] je homeomorfizmus medzi S a podpriestorom 4[S] priestoru
X. Oznacujeme i: S — X.

Této definicia teda hovori, Ze ak zizime koobor a pozerdme sa uz iba na i[S], tak dosta-
neme homeomorfizmus. Stru¢ne teda moézeme definiciu zosumarizovat: i je vlozenie, ak je to
homeomorfizmus na svoj obraz.

Poznamka 4.1.6. Ak mame podpriestor S priestoru X, tak mame zobrazenie i: S — X
dané ako i(z) = x pre x € S. Toto zobrazenie je vloZenie, v tomto pripade je S nie len
homeomorfny ale dokonca priamo totozny s i[S]. CiZe toto by sme mohli chdpat ako najjed-
noduchsi priklad vlozZenia — a vo vSeobecnosti sa Tubovolné vlozenie od tejto situacie lisi iba
0 homeomorfizmus.

Toto tvrdenie plati oboma smermi. Ak mame nejakt topolégiu na S, tak vloZenie dosta-
neme iba vtedy, ak ide o podpriestor. Sformulované o Cosi presnejsie:

Tvrdenie 4.1.7. Nech S C X, pricom (S, Ts) a (X, Tx) st topologické priestory. Definujme
1: S — X dkoi(x) = x pre vsetky x € S. Potom plati: (S, Tg) je podpriestor priestoru (X, T)
prdve vtedy, ked i: (S, Ts) — (X, Tx) je vloZenie.

Dékaz. Zrejmy. O

Priamo z definicie je jasné, Ze vloZenie je urcite injektivne a spojité. AvSak nie kazdé
injektivne spojité zobrazenie je vlozenie.
Takisto pomerne priamociaro dostaneme, ze zlozenie dvoch vloZzeni je opéat vloZenie:

Tvrdenie 4.1.8. Ak f: X — Y aj g: Y — Z su vloZenia, tak aj zloZené zobrazenie g o
f: X — Z je vloZenie.

o1
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Dékaz. Cheeme ukézat, ze g o f je homeomorfizmus medzi X a go f[X].

Vieme, ze g je homeomorfizmus medzi Y a g[Y]. Potom aj ztZenie g|;x) je homeomor-
fizmus medzi f[X] a go f[X]. (Uloha .

Spolu teda dostavame zloZenie dvoch homeomorfizmov: Konkrétne f medzi X a f[X],
glfix) medzi f[X] a go f[X]. Vieme, Ze zlozenie dvoch homeomorfizmov je opéf homeomor-
fizmus. O

Désledok 4.1.9. Ak f: X — Y je vloZenie a S je podpriestor priestoru X, tak aj ziZenie
fls: S =Y je vloZenie.

Dokaz. Staci zlozit f s vlozenim i: S < X z pozndmky O

Nasledujtice tvrdenie méa tiez pomerne jednoduchy doékaz. Uvadzame ho preto, aby sme
zdoraznili istil podobnost s faktorovymi zobrazeniami — pre ne dostaneme dualny vysledok
ako tvrdenie [£:2.8] Stcasne tento vysledok stvisi s tym, ze podpriestory a vlozenia mozeme
chapat ako Specidlny pripad inicidlnej topologie — pozri priklad

Tvrdenie 4.1.10. Nech i: S — X je vloZenie. Nech Y je topologicky priestor a g: Y — S
je zobrazenie. Potom plati: Zobrazenie g je spojité prdave vtedy, ked zloZenie i o g je spojité.

Dékaz. Zlozenie spojitych zobrazeni je spojité.

Ak budeme g chépat ako zobrazenie g: i[S] — S (t.j. Y sme nahradili jeho podpriesto-
rom [S]), tak neovplyvnime spojitost (tvrdenie[4.1.4). Teraz vSak uz mame homeomorfizmus
i z S do i[S]. Pomocou neho mozeme vyjadrit g ako g = i~ o (iog). A teda je to zloZenie
dvoch spojitych zobrazeni. O

Mozeme si vsimnut, Ze z tohoto tvrdenia napriklad mozeme dostat druhu cast tvrdenia
L1

Casto nas bude zaujimat otdzka, ¢i sa nejaka vlastnost zachovava vzhladom na podpries-
tory. (A to isté sa budeme Casto pytat aj pre ostatné konstrukcie, ktoré zavedieme v tejto
kapitole.)

Definicia 4.1.11. Topologicki vlastnost P (resp. triedu topologickych priestorov) nazveme
dedicna, ak pre kazdy priestor s vlastnostou P ma vlastnost P aj kazdy jeho podpriestor.

O otvoreno (uzavreto) dedicnej vlastnosti hovorime, ak to plati pre otvorené (uzavreté)
podpriestory.

Nézov dedicnd vlastnost je azda pomerne prirodzeny — hovori ndm to, ze dand vlastnost sa
,dedi“ na podpriestory. Niekedy sa pouziva aj terminoldgia, ked dedi¢nost priddme k nazvum
vlastnosti. Napriklad o nejakom priestore X povieme, ze je dedicne separabilng, ak kazdy
podpriestor priestoru X je separabilny.

Samozrejme, pri niektorych vlastnostiach zavadzat takyto pojem nema zmysel. Napriklad
je jasné, ze kazdy podpriestor metrizovatelného priestoru je metrizovatelny (pozri priklad
4.1.2). Takze zaviest pojem dedic¢ne metrizovateIného priestoru by nemalo velky zmysel —
dostali by sme iba novy (a komplikovanejsi) ndzov pre metrizovatelnost.

Tvrdenie 4.1.12. Podpriestor priestoru spl/ﬁa,jziceho prvi aziému spocitatelnosti tieZ splria
prvt axiomu spocitatelnosti.

Dékaz. TODO B, ={BNS;B € B,} (tloha|4.1.3) O

Tvrdenie 4.1.13. Podpriestor priestoru spliiajiceho druhi aziému spocitatelnosti tiez spliia
druhi axiomu spocitatelnosti.
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Dékaz. Nech S je podpriestor priestoru X, pricom X spliia prvii axiému spoéitatelnosti..
Ak B je spocitatelna baza priestoru X, tak spocitatelni bazu pre podpriestor S dostaneme

ako {BN S; B € B}. (Pozri tlohu[d.1.2]) O

Priklad 4.1.14. TODO Moorova rovina — separabilny ale ma podpriestor, ktory nie je
separabilny; (a teda nespliia druhi axiému spocitatelnosti)

Niekedy moze byt uzitoéné na dokaz spojitosti nejakého zobrazenia vediet, ¢i ju moézeme
odvodit zo spojitosti na nejakych podmnozindch (podpriestoroch). Samozrejme, nebude to
platit pre Tubovolné podpriestory— napokon X by som mohol rozdelit na jednoprvkové pod-
priestory, potom pre akékolvek zobrazenie trividlne dostdavam, pre vsetky x € X ze f |{w} je
spojité Ak vsak podpriestory, na ktorych mém zaruceni spojitost, spiﬁajfl nejaké dodatocné
podmienky, tak budem vedief dostat spojitost na celom priestore.

Predtym nez vyslovime a dokazeme nejaké tvrdenia takéhoto typu, zavedme jeden pojem,
ktory ndm umozni tieto tvrdenia (a neskér aj iné veci) strucnejsie sformulovat.

Definicia 4.1.15. Nech X je topologicky priestor. Systém C = {C;;i € I} podmnozin
mnoziny X sa nazyva pokrytie priestoru X ak

Us=4=x,

i€l

Ak kazdy prvok z S je otvorend mnozina, tak C je otvorené pokrytie.
Ak kazdy prvok z S je uzavretd mnozina, tak C je uzavreté pokrytie.
Ak S je lokélne koneény systém, tak C je lokdlne konecné pokrytie.

Pokrytie je teda len iny nazov, pre systém mnozin, ktorého zjednotenim je celé X. Sticasne
vSak vieme stru¢ne povedat, ¢i dané pokrytie pozostava z otvorenych resp. uzavretych mnozin.

Tvrdenie 4.1.16. Nech {U;;i € I} je otvorené pokrytie topologického priestoru X. Nech
f: X =Y je zobrazenie do topologického priestoru Y .
Ak pre kaZdé i € I je zuZenie f|y,: Uy =Y spojité, tak aj zobrazenie f je spojité.

Dékaz. TODO f=HV] = U, (' VINU:) = Uses (flo) 1 V] L

Iny dokaz. Nech a € X. Chceme ukézat, ze f je spojité v bode a.
Z toho, ze mnoziny U, tvoria pokrytie, mame existenciu takého i € I, pre ktoré a € U;.
Pre toto ¢ mame spojitost zobrazenia f|y, v bode a.

Pretoze spojitost v bode je lokalna vlastnost a zavisi len od spravania funkcie f v nejakom
okoli bodu a, dostavame z toho aj spojitost funkcie f v bode a. (Pozri tilohu [4.1.10]) O

Tvrdenie 4.1.17. Nech X, Y je topologicky priestor a f: X — Y je zobrazenie. Nech
{Ci;i € I} je lokdlne konecné uzavreté pokrytie priestoru X .
Ak pre kazdé i € I je zizenie f|c,: C; — Y spojité, tak aj zobrazenie f: X —'Y je spojité.

Dékaz. TODO f~HC] = U, (F71CINCy) = User(fle,) O] -

INa tomto mieste pre istotu zdéraznim, 7e je rozdiel medzi spojitostou zobrazenia f: X — Y v bode z a
spojitostou zizeného zobrazenie f|(,: {z} = Y.
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Cvicenia
{chkonstrPodp:
Uloha 4.1.1. Overte, 7e ak T je topolégia na X a S C X, tak aj
Ts={UNS;UeT}
je topolégia na S.
{chkonstrPodp:

Uloha 4.1.2. Nech S je podpriestor priestoru X.
a) Ak B je baza priestoru X, tak Bg = {BN.S; B € B} je baza priestoru S.
b) Ak S je béza priestoru X, tak S¢ = {ANS; A € S} je bdza priestoru S.
trPodpr : ULOPODPRBAZAQOKO} .
Uloha 4.1.3. Nech S je podpriestor priestoru X a x € S. Dokazte: Ak B, je baza okoli
bodu z v priestore X, tak

B, ={BNS;B € B,}

je baza okoli bodu x v podpriestore S.
konstrPodpr : ULOUZAVRETA}
Uloha 4.1.4. Nech S je podpriestor priestoru X. Dokézte, 7ze plati: Podmnozina C C S je
uzavretd v S prave vtedy, ked existuje mnozina C’ uzavretd v X takd, ze C =C' N S.
chkonstrPodpr : ULOUZAVER}
Uloha 4.1.5. Nech S je podpriestor priestoru X. Dokézte, 7e uzdver a vnitro v podpriestore
S sa daju vyjadrit pomocou zodpovedajtcich operacii v X ako

Cls(A) = Clx(A) ns
Intg(A) =Intx(A)NS

Uloha 4.1.6. Nech S je podpriestor priestoru X a A C S.

a) Ak S je otvoreny podpriestor, tak plati: A je otvorend v S prave vtedy, ked A je otvorend
v X.

b) Ak S je uzavrety podpriestor, tak plati: A je uzavretd v S prave vtedy, ked A je uzavretd

v X.
nstrPodpr : ULOPODPRPODPR}

Uloha 4.1.7. Nech S C T C X a na X mame dant topolégiu 7. Dokézte:
a) Topoldgia, ktorti dostaneme ak sa na S pozerdme ako na podpriestor priestoru X je ta
ista, aki dostaneme ked z X urobime podpriestor T' a na S sa pozerame ako na podpriestor
priestoru 7. (Tu sa asi viac hod{ slovny zépis ako tazkopadnejsi — a menej jasny — symbolicky
zépis Ts = (Tr)s.)
b) Ak vezmeme relativnu Tg na S a Tr na T, tak (S, Tg) je podpriestor priestoru (T, Tr).
trPodpr : ULOHOMEOZUZENIE} .
Uloha 4.1.8. Nech h: X — Y je homeomorfizmus. Ak S C X a T = h[S], tak h|s je
homeomorfizmus medzi podpriestormi S a T'. (T.j. zizenie homeomorfizmu na podpriestor
je opat homeomorfizmus.)
trPodpr : ULOSORGHEREDSEP}
Uloha 4.1.9. Dokézte, ze kazdy podpriestor Sorgenfreyovej priamky je separabilny. (T.j. R;
je dedi¢ne separabilny priestor.)
Podpr : ULOSPOJITOSTVBODE} .
Uloha 4.1.10. Nech X je topologicky priestor S je jeho otvoreny podpriestor a a € S. Nech
Y je topologicky priestor a f: X — Y je zobrazenie. Dokazte:
Zobrazenie f: X — Y je spojité v bode a prave vtedy, ked zobrazenie f|s: S — Y je spojité
v bode a.
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4.2 Faktorové priestory

S roznymi druhmi faktorizdcie sme sa uz viackrat stretli. Videli sme napriklad faktorové
vektorové priestory (a linedrne normované priestory), faktorové grupy, faktorové okruhy.
Vsetky pripady vytvarania faktorovych struktir, ktoré sme uz stretli, sa daju chapat tak,
ze sme stotoznili niektoré body a na vzniknutej mnozine sme vytvorili Struktiru rovnakého
typu. Nieco podobné budeme robit aj teraz.
Ukéazeme si dva navzajom ekvivalentné pristupy — pomocou relacii ekvivalencie a pomocou
faktorovych zobrazeni.

4.2.1 Vztah medzi relaciami ekvivalencie a surjektivnymi zobraze-
niami

Azda nezaskodi strucne si pripomenutf vztah medzi reldciami ekvivalencie a surjektivnymi
zobrazeniami — hoci je to vec, ktorti dobre pozname, azda sa ju oplati strucéne zopakovat
predtym, nez chceme nie¢o podobné robit pre topologické priestory.

Chceme si uvedomit, ako sa da dostat od surjektivnych zobrazeni k relacidm ekvivalencie

a obrétene.

e Ak f: X — Y je surjektivne zobrazenie, tak na mnozine X madame reldciu ekvivalencie
definovant ako x1 ~ z9 < f(x1) = f(x2). Triedy ekvivalencie si presne mnoziny tvaru
), yeY.

e Ak ~ je relicia ekvivalencie na mnozine X, tak moézeme definovat faktorovit mnozinu
X/ ~={[z];x € X} pozostavajucu z tried ekvivalencie. Potom prirodzenym spdsobom
dostavame surjektivne zobrazenie

p: X =X/~
p: x> [x]

tak, ze kazdému prvku priradime jeho triedu ekvivalencie.

e Teda kazdt reléciu ekvivalencie viem urcit surjektivnym zobrazenim a obratene, kazda

relacia ekvivalencie mi déva isté kanonické surjektivne zobrazenie.

Niekto by este mohol namietat, ze to nie je iiplne peknd koreSpondencia. Je sice pravda, ze
ak za¢neme s relaciou ekvivalencie, z nej vyrobime zobrazenie p a potom uvedenym spésobom
vyrobime z p reldciu ekvivalencie, tak sme skon¢ili s povodnou relaciou. Nefunguje to vsak,
ak zaéneme so zobrazenim — zacali sme totiz so surjekciou X — Y a skondili so surjekciou
X — X/ ~. Aj v tomto pripade vSak méme velmi prirodzent bijekciu medzi ¥ a X/ ~,
konkrétne taki, Ze prvku y sme priradili triedu ekvivalencie f~1(y). A pokial sa pozerdme
na mnoziny bez akejkolvek struktiry, tak mnoziny medzi ktorymi mame bijekciu, st pre vela
ucelov dostatocne podobnéE|

2V istom zmysle sa d4 na veci, ktoré sme tu spomenuli, pozerat ako na velmi trividlny priklad vety o izomor-
fizme. Viackrat sme videli, ze pre nejaké struktiry sa vzhladom na vhodnd relaciu ekvivalencie dala vyrobit
faktorova struktdra. Z grupy sme dostali faktorovii grupu, pricom faktorizovat sa dalo len podla normaélnej
podgrupy. Podobne z okruhu vznikol faktorovy okruh, ak sme faktorizovali podla idedlu. V oboch pripadoch
sme mali vetu o izomorfizme, ktord hovorila, Ze ak mdme nejaky surjektivny homomorfizmus f: G — G/, tak
dostaneme izomorfizmus medzi G’ a faktorovou grupou resp. faktorovym okruhom G/ Ker f. Nie¢o podobné
sa d4 spravit pre mnoziny — tu nemame ziadnu dodato¢nu struktiru, ¢ize d4 sa robit faktorizacia pre kazdd
relaciu ekvivalencie. A pokial na mnozine ziadnu dodatoéni struktiru, tak tilohu homomorifzmov preberi bi-
jekcie. Teda takato ,hrackarska“ verzia vety o izomorfizme ndm povie, ze pre surjekciu f: X — Y dostaneme
bijekciu medzi Y a X/ ~, kde ~ je relacia ekvivalencia uréend zobrazenim f.
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4.2.2 Relacie ekvivalencie

Ak mame topologicky priestor (X,7) a reldciu ekvivalencie ~ na mnozine, tak by sme radi
vytvorili nejaki novii topolégiu na mnozine X/ ~. A boli by sme radi, ak by to nejako
zodpovedalo intuicii, ze sme pomocou relacie ~ istym sposobom ,zlepili“ niektoré body
zadaného priestoru. Chceli by sme teda nejako rozhodnit, ktoré podmnoziny U C X/ ~
prehlasime za otvorené. Kazdd mnozina U C X/ ~ je nejakd mnozina tried ekvivalencie. Ako
otvorenu v topoldgii, ktord vytvarame, ju budeme brat vtedy ak zjednotenie tychto tried
ekvivalencie je otvorend mnozina v X.

Ak sa drzime intuicie, Ze otvorené okolia ndm hovoria o bodoch, ktoré st k nejakému bodu
v istom zmysle blizko, tak to s touto predstavou aspon trochu sedi. My sme zlepili nejaké
body — po zlepeni z nich vznikol nejaky novy bod a k nemu budu blizko tie body, ktoré boli
povodne blizko k niektorému z lepenych bodov.

Jednoduchy priklad, ktory moze osvetlit definiciu, ktort budeme robit: Zoberme si interval
(0, 1). Predstavme si, Ze ho chytime a zlepime koncové body 0 a 1 do jedného bodu. Mohli by
byt vidiet to, ze ndm vznikne nieco ¢o sa podoba na kruznicu. Po zlepeni st blizko k novému
bodu, ktory vznikol z 0 a 1, tie body, ktoré pévodne boli blizko k nule alebo k jednotke.

Chceli by sme teraz tiato vec zapisat do poriadnej definicie. Mohli by sme zopakovat to,
¢o som napisal vyssie a povedat, ze V C X/ ~ je otvorend prave vtedy, ked mnozina |JV je
otvorena v X. Tento zapis ma zmysel — uvedomme si, ze V' je mnozina tried ekvivalencie a
teda moézeme zjednotit vsetky jej prvky a dostaneme nejakti podmnozinu X. O cosi menej
tazkopddne to vsak bude zapisané ak pouzijeme zobrazenie p: X — X/ ~, ktoré sme spome-
nuli vyssie — vtedy totiz zjednotenie tychto tried ekvivalencie vieme strucnejsie zapisat ako
p V]

Tvrdenie 4.2.1. Nech (X, T) je topologicky priestor a ~ je reldcia na mnozZine Y. Oznacéme
p: X — X/ ~ zobrazenie definované ako p(x) = [z]. Ak poloZime

T.={V C X/ ~p ' [VI€T}

tak T~ je topoldgia na mnozine X .
Topologicky priestor (X/ ~,T.) budeme nazgvat faktorovy priestor priestoru X podla
reldacie ~.

Vsimnime si, ze p: X — X/ ~ je surjektivne zobrazenie také, Ze plati
VeT. & p V] eT.

Okrem iného z tejto podmienky vidime, Ze zobrazenie p je urcite spojité.

Dokaz uvedeného tvrdenia nie je nijako zavisly na tom, ze zobrazenie p sivisi s reliciou
ekvivalencie — je jednoduchsie ho sformulovat priamo pre Tubovolné surjektivne zobrazenie.
(Toto d& v podstate to isté tvrdenie, len sme tvrdenie tykajice sa reldcie ekvivalencie a
rozkladu prelozili do reéi surjektivnych zobrazeni.)

Tvrdenie 4.2.2. Nech (X, T) je topologicky priestor a f: X — Y je surjektivne zobrazenie.
Systém
T ={vcey:f[vleT}

tvori topoldgiu na mnozine Y .

Je zrejmé, ze pri tejto topoldgii je zobrazenie f: (X, T) — (Y, T") spojité. Znovu upozor-
nim na to, Ze uvedené zobrazenie splna

VeT & fivieT
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Dékaz. [(OD} Muoziny f~1[Y] = X aj f~'[0] = 0 st otvorené v X.
(O2)F Ak f7LUl € T aj f7 V] e T, tak aj f7HUNV] = fHUIN f V] e T.
(O3)} Ak pre kazdé i € I mdme f~1[U;] € T, tak plati aj

Yo=Y r il eT.

i€l i€l

4.2.3 Faktorové zobrazenia

Namiesto toho, aby sme vzdy popisovali relaciu ekvivalencie, sa ndm bude jednoduchsie
pracovat so surjektivnymi zobrazeniami, ktoré tito relaciu popisujti. Pricom je jasné, ze ak
namiesto (X/ ~,T.) prenesieme topoldgiu cez bijekciu na nejakd inti mnozinu, tak je to pre
presne konstrukeia, ktord sme popisali vyssie — akurdt sme namiesto priestoru (X/ ~,T.)
zobrali nejaky priestor, ktory je s nim homeomorfny.

Uvidime, ze vela veci sa lahsie sformuluje aj dokaze, ked budeme pracovat so zobrazeniami.
Navyse je asi vcelku rozumné pracovat s takymi pojmami, aby sme navzajom nerozliSovli
priestory, ktoré si homeomorfné a teda z topologického hladiska totozné.

Takto sa vlastne dostavame k takejto definicii:

Definicia 4.2.3. Nech (X, 7Tx) a (Y, 7y) st topologické priestory a f: (X, Tx) — (Y, Ty) je
zobrazenie. Zobrazenie f je faktorové zobrazenie ak f je surjektivne a plati

VeTy & fﬁl[V} € Tx. (4.1)

Tiez v takomto pripade povieme, ze Y je faktorovy priestor priestoru X.

Zrejme by bolo o cosi presnejsie pouzivat oznacenie faktorovy priestor iba pre priestor
X/ ~z tvrdenia Nebude vsak problém ani s terminologiou, ktort sme zaviedli tu, kedze
homeomorfné priestory mdzeme povazovat za ,v podstate rovnaké*.

Je evidentné, ze faktorové zobrazenie je spojité. Vsimnime si, ¢o sa zmenilo oproti definicii
spojitého zobrazenia: Tam sme pozadovali, aby vzor otvorenej mnoziny bol otvorend mnozina,
t.j. implikaciu

VeTy = V] € Tx.
Tu sa tato implikacia zmenila na ekvivalenciu.

Poznamka 4.2.4. Definicia, ktort sme teraz uviedli, je vlastne iba inak popisana konstrukcia
z tvrdenia[4.2.1] Ak mdme dant topolégiu Tx na priestore X a surjektivne zobrazenie f: X —
Y, tak podmienka [£.I] mdme jednoznacéne uréuje topolégiu 7y na priestore Y, pre ktort bude
f faktorové zobrazenie — ako sme ukazali v tvrdeni Konkrétne je to

Ty ={VCY;f'[v]eTx}

Takze aj tu sme dostali z topoldgie na X topolégiu na nejakom inom priestore. A aj tu
sa d& na tento priestor pozerat tak, ze sme stotoznili niektoré body — a prave zobrazenie f
mam hovori, ktoré body z X stotoZriujeme. (Su to tie, ktoré sa zobrazia na ten isty prvok.
T.j. pracujeme s rozkladom pozostavajicim z tried tvaru f~!(y) pre y € Y.)

V principe by sme na cely tvod tejto kapitoly mohli zabudniif a zacat priamo s definiciou
faktorového zobrazenia. Zdalo sa mi vhodnejSie uviest aj pohlad cez relacie ekvivalencie —
kedZe tam lepsie vidno geometricki predstavu o tom, Ze sme vlastne stotoznili nejaké body.

o7

{chkonstrFakt :DEFFAKT}

{chkonstr:EQDEFFAKT}



{chkonstrFact:FIGVALEC}

58 Faktorové priestory

Obr. 4.1: Valec ako faktorovy priestor stvorca.

Priklad 4.2.5. Pozrime sa na kruznicu S = {(z,y) € R%; 22 + 32 = 1} s obvyklou euklidov-
skou topolégiou. (T.j. ako podpriestor roviny.)

Ak si zoberieme uzavrety jednotkovy interval I = (0, 1), tak ak zlepime dokopy konce,
dostaneme kruznicu. To zodpovedd tomu, Ze zobrazenie f: (0,1) — S definované ako

f(t) = (cos 2nt, sin 27t)

je faktorové. (Ak sa na kruznicu budeme chciet pozerat ako na podmnoZinu komplexnej
roviny, tak méZeme toto zobrazenie zapisat ako t — e2™. Kym nés zaujimaju topologické
vlastnosti, tak st tieto dva pohlady tplne rovnocenné, C a R? s obvyklou topolégiou st
homeomorfné priestory.)

Podobne aj g: R — S, g(t) = (cos2nt,sin2nt), je faktorové zobrazenie. Geometricka
predstava zodpovedajica tomuto zobrazeniu je, Ze sme redlnu os ,namotali“ na jednotkovi
kruznicu a stotoznili prislusné bodyP|

Toto je vSak iba geometrickd predstava, mali by sme overit, ze f a g st skutoc¢ne faktorové
zobrazenia. Nie je tazké skontrolovat, ze s to spojité surjekcie. Ak navyse skontrolujeme, Ze
f je uzavreté zobrazenie a Ze g je otvorené zobrazenie, tak sa moézeme odvolat na tvrdenie
E21T

Fakt, Ze g je otvorené sa da skontrolovat tak, Ze sa pozrieme na obrazy bazovych mnozin
a vyuzijeme tvrdenie z tlohy [3:31]

Pomerne jednoduché zdovodnenie, ze f je uzavreté, nam déva kompaktnost priestoru I
a dosledok [B:4.2] - ktory dokdzeme neskdr a ktory hovori, ze spojité zobrazenie z kompakt-
ného priestoru do Hausdorffovského priestoru je uzavreté. (Ale v tomto pripade, kedZe nase
zobrazenie je pomerne jednoduché, by sme boli schopni najst dokaz aj bez odvoldvanie sa na
toto tvrdenie.)

Mbobzeme si este ukéazat niekolko prikladov, s ktorymi sa stretnete inde a ktoré dobre ilus-
truju geometricka intuiciu, ze vytvorenim faktorovej topolégie sme zlepili niektoré body po-

3Ked sa na jednotkovi kruznicu pozerdm ako na podmnozinu komplexnej roviny, tak toto je homeomorfiz-
mus z grupy (R,+) do (S,-) a veta o izomorfizme mi hovori, ze faktorovd grupa R/ Kerg = R/Z je izomorfnd
s kruznicou. Tu teda robime velmi podobnt faktorizaciu, ibaze pre topologické priestory — nie pre grupy.
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ct:FIGTORUS1}

Obr. 4.2: Térus — ¢iarkované ¢iary predstavuji veci pod rovinou zy

ct:FIGTORUS2}

Obr. 4.3: Térus ako faktorovy priestor Stvorca.
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Obr. 4.4: Mobiov pésik.

Obr. 4.5: Mobiov pasik a Kleinovu flasu dostaneme zo stvorca

vodného priestoru. Vo vSetkych nasledujicich prikladoch budeme vytvorime faktorové pries-
tory tak, Ze stotoznim niektoré body stvorca I x I = (0,1) x (0,1).

Priklad 4.2.6. TODO valec a torus
Valec: Stotoziiujeme body (¢,0) a (¢, 1), obrézok [i.1]
Térus: Stotoznime (¢,0) s (t,1) a aj (0,¢) a (1,t) obrazok 4.2 a [4.3]

Priklad 4.2.7. TODO Mobius — obrazok teraz stotoznime (t,0) s (1 —t,0)
TODO Kleinova flaga — obrazok A5l

Vsimnime si, ako sa daja charakterizovat spojité zobrazenia na faktorovych priestoroch.
(Toto tvrdenie sa dd povazovat za dudlnu verziu podobného tvrdenia o vlozeniach — pozri
tvrdenie Tento vysledok suvisi aj s tym, ze faktorova topoldgia sa dé chépat ako

Specidlny pripad findlnej topolégie — priklad [4.5.18])

Tvrdenie 4.2.8. Nech q: X — Y je faktorové zobrazenie. Nech Z je topologicky priestor
a f:Y — Z je zobrazenie. Potom zobrazenie [ je spojité prive vtedy, ked zloZenie f o q je
spojité.
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X2y

AN

VA

Dokaz. Vyplyva z toho, ze zlozenie spojitych zobrazeni je spojité.

Predpokladajme, ze f o g je spojité.

Nech V je otvorend mnozina v Z. Potom f o ¢ [V] = ¢ 1[f~1[V]] je otvorend v X.
PretoZe q je faktorové zobrazenie, dostdvame, ze f~1[V] je otvorend v Y.

Ukazali sme, ze vzor Tubovolnej otvorenej mnoziny v zobrazeni f je opaf otvorend mno-
zina. Teda f je spojité. O

Pri spojitych zobrazeniach sme charakterizaciu pomocou vzorov otvorenych mnozin ve-
deli nahradit analogickou podmienkou pre vzor uzavretych mnozin (tvrdenie |3.1.8). Nieco
podobné dosiahneme pomerne priamociaro aj pre faktorové zobrazenia.

Tvrdenie 4.2.9. Nech f: X — Y je surjektivne zobrazenie medzi topologickymi priestormi.
Potom f je faktorové zobrazenie prave vtedy, ked pre lubovolné C C'Y plati: MnozZina f~1[C]
je uzavretd v X prdve vtedy, ked mnozina C je uzavretd v'Y .

Dokaz. Staci pouzit rovnost

FIYNAl =X\ f71A]
a definiciu uzavretej mnoziny. O
Zlozenie dvoch faktorovych zobrazeni je faktorové zobrazenie.

Tvrdenie 4.2.10. Ak f: X — Y ag: Y — Z su faktorové zobrazenia, tak aj ich zloZenie
go f: X = Z je faktorové.

Dokaz. Zlozenie dvoch surjektivnych zobrazeni je opét surjektivne zobrazenie. Podbmienka
0 vzore otvorenej mnoziny sa overi pomerne priamociaro:

VeTzeg ' VIeTy & (go ) VI= g V] € Tx
O

Tvrdenie 4.2.11. Ak f: X — Y je surjektivne, spojité a otvorené zobrazenie, tak f je
faktorové zobrazenie.
Ak f: X =Y je surjektivne, spojité a uzavreté zobrazenie, tak f je faktorové zobrazenie.

Dokaz. Staci si uvedomit, ze pre surjektivne zobrazenie mame
fIF 1A = A

Teda ak f~![A] je otvorend (uzavretd) mnoZina, tak z otvorenosti (uzavretosti) zobrazenia
f dostaneme, Ze aj A je otvorend (uzavretd). O

Nasledujuci fakt sa tiez niekedy dé pouzit na zdvovodnenie, ze nejaké zobrazenie je fak-
torové:

Tvrdenie 4.2.12. Nech q: X =Y a f: Y — X su spojité zobrazenia také, Ze
go f=r1dx.

Potom zobrazenie q je faktorové.
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Dékaz. Uloha 2.4 O

Priklad 4.2.13. TODO X/A; relaciaxz ~y < (z =y)V (z,y € A); mnozina A sa ,scvrkla®
na jeden bod
Vlastne v priklade sme videli takito konstrukciu pre X = (0,1) a A = {0,1}.

Uz sme videli viacero priklady priestorov, ktoré vyhovuja prvej axiéme spocitatelnosti ale
nie st separabilné. (Ako diskrétny priestor na nespocitatelnej mnozine — priklad priestor
lo — priklad ) Teraz si ukdzeme priklad priestoru, ktory je separabilny a sticasne
v niektorom bode neméa spocitatelni bazu okoli. Teda medzi tymito dvoma vlastnostami
neplati implikacia ani jednym ani druhym smerom.

Priklad 4.2.14. Pozrime sa teraz na faktorovy priestor R/Z, t.j. pouzijeme konstrukciu
popisani v predchddzajicom priklade na X = R (s obvyklou topolégiou) a podmnozinu
A=17.

Priestor R/Z pozostéva z tried rozkladu, ktoré si Z a jednoprvkové mnoziny {z} pre
x € R\ Z. Pre zjednodusenie znacenia (a hlavne preto, Ze sme zvyknuti pouzivat Z pre
mnozinu a nie pre jeden konkrétny bod), si ozna¢me zodpovedajici bod v Y ako co a pre
x ¢ 7 stotoznime {z} a z. T.j. budeme sa pozerat na Y ako na priestor na mnozine ¥ =
{00} U{R\ Z} s topolégiou, ktora je faktorovd vzhladom na zobrazenie g: R — Y uréené ako

o akzxeZ,
q(z) =
x akzeR\Z.

Priestor Y je separabilny, kedZe je to spojity obraz separabilného priestoru R. Ukézeme,
Ze tento priestor nema v bode Z spocitatelnt bazu okoli a teda nevyhovuje prvej axidome
spocitatelnosti.

Zoberme si teraz lubovolny spoéitatelny systém okoli bodu oo, oznacme si ich {U;;4 € N}.
Pre kaZdé z nich si zoberme z; € U; také, Ze x; # oo a z; > i. (Kedze f~1[U;] je otvorend
mnozina obsahujica i+ 1, mus{ obsahovat aj nejaké okolie bodu i+1 tvaru (i+1—¢,i+14¢).
Teda urcite obsahuje aj nejaké body mimo Z, ktoré su vicsie ako i.)

Mnozina M = {x;;i € N} je uzavretd v R, a teda aj v Y. Jej doplnok U = Y\ M je okolie
bodu oo, ktoré nie je obsiahnuté v ziadnej z mnozin U;. To znamend, ze {U;;¢ € N} nie je
béza okoli v bode co.

Geometricky si mozeme predstavit priestor R/Z tak, Ze sme spojili do jedného bodu
vSetky celé ¢isla. Tym ndm z kazdé intervalu (z,z + 1) vznikla slucka. (Ak sa pozerdme
iba na podpriestor, ktory vznikol z tohoto intervalu, ten je homeomorfny s S. Takychto
podpriestorov vak méme dokopy zlepenych nekonecne vela.) Naértnuty je na obrdzku

Cvicenia

Uloha 4.2.1. Nech X je topologicky priestor a A C X. Potom méme faktorovy priestor
X/A a projekciu p: X — X/A (pozri priklad . Dokézte, ze:

a) Ak A je uzavretd mnozina, tak p je uzavreté zobrazenie.

b) Ak A je otvorend mnozina, tak p je otvorené zobrazenie.

Uloha 4.2.2. N4jdite priklad faktorového zobrazenia, ktoré nie je otvorené. Najdite priklad
faktorového zobrazenia, ktoré nie je uzavreté.
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Obr. 4.6: Faktorovy priestor R/Z

Uloha 4.2.3. Nech (X, 7) je topologicky priestor, ¢: X — Y je surjekcia a 77 je faktorové
topoldgia na Y urcena zobrazenim f. Ukazte na priklade, ze takéto tvrdenie neplati:
Ak B je baza a S je subbaza topoldgie T, tak

B ={BCY;q '[B]cB}
S'={SCY;q'S] €S}

urCuje bézu/subbazu faktorovej topologie 7.

Uloha 4.2.4. Ukézte, 7eak ¢: X — Y a f: Y — X st spojité zobrazenia také, Ze qo f = idx,
tak ¢ je faktorové zobrazenie.

Uloha 4.2.5. Nech ¢: X — Y je spojité zobrazenie. Ukdzte, ze ak pre kazdy topologicky
priestor Z a kazdé zobrazenie f:Y — Z zo spojitosti zobrazenia f o q vyplyva spojitost
zobrazenia f, tak ¢ je faktorové zobrazenie. (T.j. podmienka z tvrdenia charakterizuje
faktorové zobrazenia.)

4.3 Topologicky stiicet

Zostala ndm este jedna dvojica spomedzi zakladnych topologickych konstrukeii — topologicky
stcet a sucin. Podobne ako pri podpriestoroch a faktorovych priestoroch, za¢neme s tou
jednoduchsou z nich — s topologickym sictom.

Intuitivne sa da na topologicky sucet pozriet tak, ze sme zobrali viacero priestorov a
poukladali ich ,vedla seba‘.

Definicia 4.3.1. Nech pre kazdé i € T je (X;, T;) topologicky priestor, pricom navySe mno-
Ziny X; st po dvoch disjunktné. Potom na mnozine X = |J X; definujeme topolégiu T
i€l
ako
T={UcC|JXi(Vie)UNX; €T},
icl

63

{chkonstrFaktcvic:ULORET

{chkonstrFaktcvic:ULOUNI

{chkonstr:SECTSUCET}

{chkonstr:DEFSUCT}



{chkonstrSucet: TVRSP0OJ}

64 Topologicky sucet

t.j. za otvorené prehldsime tie mnoziny, pre ktoré je prienik s X; otvoreny v X; (pre vSetky
iel).

Priestor (X, 7)) nazyvame topologicky siucet priestorov (X;,7;) a oznacujeme [] X;.

icl

Mali by sme skontrolovat, ¢i T je skutocne topoldgia na priestore X; to je vsak velmi
lahké.

Mohlo by sa zdat, ze poziadavkou na disjunktnost sme si vyrazne obmedzili to, kde sa
da topologicky sicet pouzit. Napriklad niekedy by sme mohli chciet mat priestor vytvoreny
z vela képii toho istého priestoru. To vsak nie je problém — ak by sme mali priestory, ktoré nie
st disjunktné, tak ndm staci z nich vyrobit homeomorfné priestory, ktoré uz budua disjunktné.
Standardny sposob ako vyrobit zdisjunktnenie je zobrat namiesto X; mnozinu X; x {i}.

Medzi X; a X; x {i} mdme velmi prirodzeni bijekciu, cez ktoré modZzeme preniest topo-
16giu. Dostavame takto homeomorfné priestory, ktoré st z hladiska topologickych vlastnosti
rovnocenné. Takze by sme mohli pouzit v definicii priamo mnoziny X; x {i} s prislusnymi
topoldgiami. Alebo moézeme jednoducho zostat pri definicii kde predpokladdme dis-
junktnost — a v pripade nedisjunktnych priestorov pouzit [] X; x {i}.

i€l
Topologicky stucet obsahuje priestory X; ako svoje podpriestory.

Tvrdenie 4.3.2. Nech {X;;i € I} je systém po dvoch disjunktngch topologickych priestorov

a X = [[ Xi je ich topologicky sucet.
i€l
Potom kazdé X; je obojakym podpriestorom priestoru X;.

Dokaz. Zrejmy. O

Ak pracujeme s topologickym stétom [] X;, mdme teda pre kazdé i € I vloZeniee;: X; —
iel
X definované jednoducho ako e;(z) = z (pre z € X;). Pomocou tychto vlozeni mézeme
charakterizovat spojité zobrazenia na topologickom sucte nasledovne:

Tvrdenie 4.3.3. Nech X = [[ X; a nech e;: X; — X oznacuje vloZenie priestorov X; do
i€l
ich topologického siuctu. Nech f: X — Y je zobrazenie do topologického priestoru Y .
Potom [ je spojité prive vtedy, ked pre kazdé i € I je zobrazenie f|x, = f o e; spojité.

X511 X
iel
N
Y

Doékaz. Mnoziny X; tvoria otvorené pokrytie priestoru X, teda spojitost zobrazenia f dosta-
neme na zaklade tvrdenia [4.1.16] O

Sice podobné zobrazenia budeme pouzivat ovela viac pre sicin nez pre sucet topologickych
priestorov. Napriek tomu aspon zavedme oznacenie pre niektoré zobrazenia, ktoré prirodzene
vznikaja pri praci s topologickym stc¢tom.

Ak mame pre kazdé i € I nejaké zobrazenie f;: X; — Y, tak velmi prirodzene moézeme
tieto zobrazenia ,zlepit“ dokopy a definovat zobrazenie g: [[ X; — Y predpisom

iel

g(x) = fi(z) ak z € X;.
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Pretoze jednotlivé X; su disjunktné, tento predpis naozaj kazdému z € |J X; jednoznacne
icl
priradil funként hodnotu z Y, ¢ize skutoCne urcuje zobrazenie. Toto zobrazenie budeme
zvyCajne oznacovat [f;].
MoZeme si tiez vSimnit, ze definiciu zobrazenia [f;] mézeme ekvivalentne sformulovat tak,
Ze je jednoznaéne uréené podmienkou [f;] o e; = f; pre vSetky i € I.

XS 11X,

el
\ l[fi]
Y

Ak mame pre kazdé i € I zobrazenie f;: X; — Y;, tak pomocou tychto zobrazeni mézeme

definovat:
h: HXi - ]_[ Y;
iel iel
h(z) = fi(x) ak x € X;

Toto zobrazenie oznaéime ako [] f;.
i€l
Opét by sme vedeli skontrolovat, Ze toto zobrazenie je jednoznacne ur¢ené podmienkami
/
hoe; =€} o f;.
fi
X ——,

’
€4 e;

[1X: T[ B [1Y:
Nie je tazké skontrolovat, ze zo spojitych zobrazeni dostaneme takto znovu spojité zobra-
zenia.

Tvrdenie 4.3.4. a) Nech pre kazdé i € I je f;: X; = Y spojité zobrazenie medzi topologic-
kgmi priestormi. Potom aj zobrazenie [f;]: [] X; — Y je spojité.
il
b) Nech pre kazdé i € I je f;: X; — Y; spojité zobrazenie medzi topologickymi priestormi.
Potom aj zobrazenie [] fi: 1] Xi — [1Y: je spojité.
= = =,

Doékaz. Staci vyuzit
[filoes = fi
(Hfz) oe;=¢e;0f;
a tvrdenie 3.3 O

Sformulujme aj nasledujtci vysledok, hoci je do znacnej miery len preformulovanim veci,
ktoré sme uz spomenuli. Neskor tvrdenie takéhoto typu detailnejSie okomentujeme pri topo-
logickom stéine — pozri tvrdenie [.4.17] a pozndmku [£.4.18]

Tvrdenie 4.3.5. Nech X = [[ X; a nech e;: X; — X oznacuje vloZenie priestorov X; do
i€l

ich topologického sictu. Nech'Y je topologicky priestor a pre kazdé i € I mdme dané spojité

zobrazenie f;: X; =Y
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Potom existuje jednoznacne urcené spojité zobrazenie f: [] X; — Y také, Ze pre kazdé

il
1 € I plati B
Jfoei=fi
t.j. Ze komutuje nasledovny diagram
\
7
N
Y

Dékaz. Uvedenym podmienkam vyhovuje zobrazenie f = [f;], ¢iZe vlastne ndm treba overit
uz iba jednoznacnost.
Pre kazdé = € [] X; mdme i € I a z; € X; také, Ze e;(z;) = x. Teda mame jednoznacne
il
urcenu funként hodnotu

flz) = TO ei(wi) = fi(zi)

pre zobrazenie f v bode z. O

Cvicenia

4.4 Topologicky sucin

Zacneme s tym, ze zadefinujeme sicin pre dva topologické priestory. Tato definicia sa Tahko
indukciou dé rozsirit na sicin konecne vela topologickych priestorovo — my sa vsak neskor
budeme chciet pozriet aj na pripad, Zze madme Iubovolny systém priestorov — vratane moznosti,
Ze ich je nekonecne vela. (Mohli by sme samozrejme priamo zacat s lubovolnym sic¢inom a
sucin dvoch priestorov potom zobrat ako Specidlny pripad — ale azda je lepSie pri novom
pojme zacat s jednoduchsim pripadom.)

4.4.1 Karteziansky sicin a suvisiace zobrazenia
Predtym, nez sa pozrieme na topologiu na stcine, pripomenme si niektoré oznacenia tykajice
sa su¢inov mnozin.

Karteziansky st¢in mnozin X; a X5 je mnozina

X1 x Xo={(z1,22);21 € X1,22 € X}

pozostavajuca zo vsetkych usporiadanych dvojic, kde prvi stiradnicu berieme z X7 a druhua
Z XQ.

Pri praci so stc¢inom X; x X5 sa ndm casto budua hodit zobrazenia p;: X7 x Xo — X7 a
p2: X1 X X9 = Xo definované ako

pl(xla xQ) =71,
p2(I17 1:2) = T2,

t.j. p1 priradi usporiadanej dvojici hodnotu z prvej stiradnice a py vracia druht stradnicu.

Niekedy budeme pouzivat aj oznacenie, kde v indexe bude prva alebo druha mnozina, t.j.
napriklad p4: A x B — A definované ako pa(a,b) = a. (Podobne pre pg: Ax B — B.) Tieto
zobrazenia sa zvyknu nazyvat projekcie.
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Vo viacerych pripadoch so zobrazeni medzi nejakymi mnozinami mézeme dostat zobraze-
nia sivisiace so suc¢inmi tychto mnozin. Konkrétne sa ndm ¢asto budi hodit nasledovné dva
pripady, pre ktoré na tomto mieste sticasne zavedieme oznacenie, ktoré budeme pouzivat.

Ak méme zobrazenia fi: X — Yj a fo: X — Y5, tak pomocou nich dostdvame zobrazenie
g: X = Y1 xYs definované ako

9(x) = (f1(z), fa(2)).

Toto zobrazenie budeme oznacovat ako (f1, f2).

Oplati sa vSimnit, si, ze takéto zobrazenie spliia podmienky p; o g = f1 a poo g = fo.
Navyse je tymito podmienkami jednoznacne urcené. Da sa povedat, ze tieto podmienky len
inym sposobom prepisuji to, ako sme definovali zobrazenie g. (Prvd z nich ndm hovori, Ze
prva suradnica prvku g(z) ma byt rovnéd fi(z). Druhd podmienka urc¢uje druht stradnicu.)

X

n by

Y1<lY1XY2L>Y2

Dalej ak mdame zobrazenia fi: X7 — Y7 a fo: Xo — Y5, tak pomocou nich mézeme
definovat

f1><f22X1><X2—>Y1XY2
(f1 X f2)(@1,22) = (fi(z1), fa(22))

Opét je uzitoéné si vSimnit nejaky vztah s projekciami, konkrétne to, Ze mame po(f1 x fa) =
fiopi
fix f2
XixXo—=Y1 xY,

(Aby sme ich odlisili, tak p12: X1 x Xo — X7 o sme oznadili projekcie zo siéinu X; x X3 a
p/1,2: Y1 x Y — Y3 5 pouzivame pre Y7 x Y5.)

Opét sa d4 skontrolovat, Ze sme iba vlastne trochu inak prepisali definiciu zobrazenia f; x
fa- (A Ze uvedené podmienky o skladani s projekciami jednoznacéne uréuju toto zobrazenie.)

D4 sa vcelku priamociaro skontrolovat, ze ak f1, fo st injekcie (surjekcie, bijekcie), tak
aj f1 X fa je injekcia (surjekcia, bijekcia).

O nieco komplikovanejsie vyzera definicia kartezianskeho sicinu, ak ho chceme robit pre
lubovolny systém mnozin. (T.j. nie iba pre dve mnoziny resp. kone¢ne vela mnozin.)

Definicia 4.4.1. Ak pre kazdé i € I mame dani mnozinu X; ich kartezidnsky sicin de-
finujeme ako mnozinu vSetkych zobrazeni z I do |J X; takych, Ze pre vSetky ¢ € T plati

i€l
f(i) € X;.
[[Xi={f: 1= JXi(vieD)f(i) e X}
iel il
Opét, aj tu mame k dispozicii projekcie p;: [ X; — X; definované ako
i€l

pi(f) = f(3).
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Cize aj tu projekcia p; funguje tak, ze prvku kartezianskeho stc¢inu priradif jeho i-tu stiradnicu.
(Pozri aj poznadmku ktora struéne sumarizuje intuiciu za touto definiciou.)

Poznamka 4.4.2. Je uzitocné si uvedomit, ze obrazmi v projekcidch je prvok zo sucinu
jednoznacne urceny. T.j. ak pozname p;(f) € X; pre vSetky i € I, tak to ndm ddva prave

jeden prvok f € [] p;-
il
Speciélne z toho vidno, Ze ak mame pre pre nejaké zobrazenie h: M — [] X; zadané comu
ierl
sa rovna p; o h, tak tym je uz zobrazenie h jednoznac¢ne urcené. Je to uzito¢né v suvislosti
s tym, ze takymto spésobom budeme popisovat viaceré zobrazenia do stc¢inu mnozin.

Aj v tejto vseobecnejsej situdcii vieme dostat zobrazenia analogické k (f1, f2) a f1 X fo,
ktoré sme definovali pre stc¢in dvoch priestorov. (A azda vidno aj to, Ze obe definicie —
konecny aj vseobecny pripad — sa navzajom velmi podobaji.) Zobrazenia (f;) aj [[;c; fi
fungujua tak, ze na i-tej suradnici pouzijeme zobrazenie f;, presne tak ako to bolo pri stcine
dvoch priestorov. V tomto pripade si vSak vyziada o nieco viac ndmahy zapisat ich definicie
formalne.

Ak mame pre kazdé i € I zobrazenie f;: X — Y; tak potom predpis

9(x)(i) = fi(z)

definuje zobrazenie g: X — []VY;. (Skutocne, pre kazdé x sme takto definovali nejaké

iel
g(x): I — |J Yi. Urobili sme to tak, Ze prvku ¢ € I sme priradili f;(z) € Y;. Teda naozaj
i€l
g(x) € T Yi.) Todo zobrazenie oznaéime ako (f;) pripadne (f;)ier-
iel

(fi): X — HYi

Oplati sa tiez vSimnut si, Zze p; o g = f;.

X (fi) HYz

Di
N
Y;

Tiez by malo byt pomerne jasné, ze podmienka p; o g = f; jednoznac¢ne urcuje zobrazenie g;
je to vlastne len trochu inak prepisana definicia tohoto zobrazenia. Mame totiz rovnost

pi(g(x)) = g(x)(i) = fi(x).
Ak mame pre kazdé i € I zobrazenie f;: X; — Y;, tak by sme chceli nejako zadefinovat

zobrazenie

n=1]#: [[X% -]V

il il il
tak, aby zodpovedalo tomu, Ze na kazdej suradnici aplikujeme f;, t.j. aby komutoval nasle-
dujici diagram:
H fi

[[Xi —— ]IV
P;

|
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Podmienka p} o h = f; o p; uz jednoznacne urcuje zobrazenie h. Vlastne ho mozeme zapisat
ako h = (f; o p;).
MozZeme si vSak aj rozmysliet to, ze pre f € [[ X; vlastne dostdvame
i€l

h(F) (@) = fi(f (D)),

¢o je vlastne len prepisanie podmienky, ze

h(f)(@) = pi o h(f) = fiopi(f) = fi(f(3)).

Aj pre tieto zobrazenia plati, Ze ak vSetky f; st injekcie (surjekcie, bijekcie), tak aj [] f;
iel
je injekcia (surjekcia, bijekcia) — tloha [1.4.2]

4.4.2 Sucéin dvoch topologickych priestorov

Podme sa teda pozriet, ako by sme pre topologické priestory (X7,77) a (X2, T2) vedeli dostat
nejakd rozumnt topoldgiu na X; x Xo.
Topolégiu na stcine dvoch topologickych priestorov mézeme dostat takto:

Definicia 4.4.3. Nech (X1, 71) a (X2, 72) st topologické priestory. Polozme
B={UxV;U €T,V €T}

Potom B vyhovuje podmienkam a teda je to baza nejakej topolégie T na karte-
zidnskom sicine X1 X X5. Tito topoldgiu nazyvame sicinovd topoldgia a priestor (Xy x X, T)
nazyvame topologicky sicin priestorov (Xi1,71) a (X2, 7Tz2). Tuto topolégiu budeme niekedy
oznacovat ako 71 x Ta.

Bézu pre tu istu topoldgiu dostaneme, ak namiesto 7; vezmeme nejakd bazu B;. T.j. ak
Bi,2 st bazy topologii Ti 2, tak

B/:{UXV;UGBhVGBQ}

je tiez baza sucinovej topologie

MbZeme si véimnit, ze bazové mnoziny sa daji vyjadrit ako U x V = py U] N py V],
kde U € T1, V € Ts. Pre sti¢in dvoch mnozin je takyto zapis asi moze vyzerat pomerne
neprirodzene — je to vSak uzito¢né spomenit hlavne v sivislosti s tym ako budeme definovat
su¢in viac priestorov (definicia [4.4.9).

T4to definicia prinajmensom sedi s tym, na ¢o sme zvyknuti napriklad v R?. Vieme, Ze
jedna z metrik, ktoré davaju euklidovska topoldgiu, je

di(z,y) = max |z — y1|,|z2 — y2|.

Pri tejto metrike st gule skutoéne mnoziny tvaru U x V', kde U a V st gule v R, ¢ize topologie
urcena touto metrikou je presne stcinova topologia.

Podobne to funguje nielen pre redlnu os, ale aj pre sucin fubovolnych dvoch metrickych
priestorov.

Priklad 4.4.4. Ak (X;,d;1) a (X2,d2) s metrické priestory a pre body = = (x1,22), y =
(y1,y2) z X1 X X5 polozime

d(1’7y) = maXd(‘rl7y1)7d(x23 y2)7
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Xo
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Obr. 4.7: Bazovli mnozinu v sic¢inovej topolégie dostaneme ako U x V' {chkonstrFact

tak dostaneme metriku na mnozine X; x Xs.

Topologla urcend touto metrikou je presne sucinova topoldgia T4, X Ta,.

Specialne teda vidime, Ze suc¢in dvoch metrizovatelnych priestorov je metrizovatelny. Do-
sledok nam dava analogické tvrdenie pre stcin spocitatelne vela metrickych priestorov.

Ako iny pomerne trividlny priklad si mézeme vSimnut, ze sic¢in dvoch diskrétnych pries-
torov je opét diskrétny priestor, to isté plati aj pre indiskrétne priestory.

Velmi priamociaro zistime, ze projekcie s spojité a otvorené zobrazenia.
strSucin:TVRPROJSPOJDVA}

Tvrdenie 4.4.5. Nech X; x X5 je topologicky siucin priestorov X1 a Xg ap;: X1 X Xo = X;
st zodpovedaju projekcie. Zobrazenia p1 a pa SU spojité a otvorené.

Toto tvrdenie dokazeme neskdr pre sicin lubovolného systému priestorov — tvrdenie
Samozrejme, moZete si ho na precvicenie pojmov z tejto casti vyskusat dokdzat aj pre
dva priestory.

Tu sa skiisme pozriet na to, ze projekcia nemusi byt uzavreté zobrazenie.

Priklad 4.4.6. TODO p;: R x R — R nie je uzavreté zobrazenie; V = {(z,y) € R%; 2y = 1}
je uzavretd mnozina v R? ale p;[V] nie je uzavretd v R. Obrdzok

Neskor uvidime, ze ak jeden z priestorov je kompaktny, tak projekcia na druhi zlozku
bude uzavreté zobrazenie — tvrdenie [R.6.3]

trSucin:PRIKLPROJNIEUZA}

Spojitost zobrazenia do topologického stucinu sa da charakterizovat ako spojitost ,po
stradniciach“. Tento fakt ukdZeme vSeobecne aj pre nekonecné suciny v tvrdeni (a
bude takmer totozny s dékazom pre dva priestory). Ale moézeme si ho rozmysliet aj pre tento
jednoduchsi pripad.

hkonstrSucin: TVRSPOJDVA}
Tvrdenie 4.4.7. Nech Y, X1, X5 st topologické priestory. Zobrazenie f: Y — X1 X X5 je
spojité prave vtedy, ked p1 o f aj ps o f su spojité.

y — L x % X,

Pi
N

Xi
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Obr. 4.8: Projekcia nemusi byt uzavreté zobrazenie

Dokaz. Zrejmé. (Zlozenie spojitych zobrazeni je spojité.)

Predpokladajme teraz, Ze obe zlozenia pj o f aj pa o f st spojité.

Pre Tubovolnt otvorent mnozinu U; € 7; potom mame f~'[p; *[U;]] € Ty. Pre i = 1,2
dostavame, ze mnoziny

S e UA)] = £ UL x X
F s M Us]] = [ X0 x U]

su otvorené v Y. Teda aj ich prienik
FHUL x Ua] = f7HUL x Xo] N f7HX0 x U]

je otvorena mnozina.
Ukéazali sme, ze vzor kazdej bazovej mnoziny je otvorend mnozina. Teda f je spojité. 0O

Ako dosledok okamzite dostaneme, Ze pre spojité zobrazenia fi, fo budd aj zobrazenia
(f1, f2) a f1 x fo spojité. Tento vysledok je sformulovany vo vSeobecnejsom pripade v tvr-

deni 4.4.15| a [4.4.16] (A opit aj tu je to tak, ze ddkaz pre Iubovolny systém priestorov sa
principidlne nelisi od dékazu, ktory sa da pouzit pre dva priestory.)

Priklad 4.4.8. V priklade sme videli, Ze térus je faktorovy priestor stvorca. Podme sa
pozriet na to, ze torus sa stucasne da reprezentovat ako sucin

T=85xS5,

kde S oznacuje kruznicu.
Méme faktorové zobrazenie q: I — S, q(t) = e
kruznice, aby sme dosiahli strucénejs{ zépis.)
Pomocou neho mozeme dostat spojité zobrazenie g X ¢: I x I — S x S zo $tvorca do
stcinu dvoch kruznic.

27t (Pouzili sme komplexnti reprezentdciu
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Ak ukdzeme, Ze toto zobrazenie je uzavreté, tak z tvrdenia [£.2.11] dostaneme, zZe to je
faktorové zobrazenie.

Podobne ako v priklade sa mozeme odvolat na dosledok — méame spojitd sur-
jekciu z kompaktného priestoru do hausdorffovského priestoru.

Relacia ekvivalencie zodpovedajica tomuto zobrazeniu je presne ta, ktort sme pouzili
v priklade — stotoznili sme protilahlé body na strandch Stvorca. (Dvom bodom (z,y)
a (2',y’) priradi toto zobrazenie ti istd hodnotu préve vtedy, ked exp(i2wz) = exp(i27z’) a
exp(i2my) = exp(i27y’).)

4.4.3 Sucin Iubovolného systému topologickych priestorov

Pre stcin dvoch topologickych priestorov bola definicia asi vcelku prirodzena — a Tahko sa
indukciou zovSeobecni aj na konecne vela priestorov. Nas vSak budud zaujimat aj pripad, kde
pripustime sti¢in Iubovolného (aj nekoneéného) systému topologickych priestorov. Tu mozno
nie je na prvy pohlad jasné, ako by sme mali takyto sicin definovat, resp. definicia, ktora si
teraz uvedieme sa na prvy pohlad mo6ze zdat trochu neprirodzena.

Definicia 4.4.9. Nech pre kazdé i € I mame topologicky priestor (X;, 7;). Potom
S={p;'[Ukiel,UeT}

uréuje subbdzu topoldgie na mnozine X = [] X;. Oznadme tiito topoldgiu T .

icl
Priestor (X, 7) budeme nazyvat topologicky sicin priestorov (X;,T;) a oznacovat ho bu-
deme [] X;.
el

V pripade, ze X; = X pre vsetky i € I, budeme hovorit o mocnine priestoru X a pouzivat
oznacenie X! .

Bazu sucinovej topologie dostaneme ako prieniky konecne vela mnozin z S, teda je to
systém

B= {ﬂ p; '[U); Ui € T;, F je koneéna podmnozina mnoziny I}
i€F

i
={\p;,' U] N -+ 0p; Uiy, ik € LU, € T}

Béazové mnoziny teda vyzeraju tak, ze sme si vybrali konecne vela stradnic, na ktorych sme
povolili iba hodnoty z nejakej otvorenej mnoziny, na vsetkych ostatnych siradniciach uz méze
byt hodnota Iubovolna.

Typické (sub)bdzovd mnozZina je zndzornend na obrazku

Podobne ako v mnohych inych pripadoch by sme mohli v definicii subbazy S a nahradit
T; lubovolnou subbazou §;, pricom by sme dostali t11 isti topoldgiu. Takisto v definicii B by
sme namiesto 7; mohli pouzit nejakt bazu B;.

Poznamka 4.4.10. Mozno by sa na prvy pohlad mohlo zdat, Ze prirodzenejsia volba, ktora
by presnejsie kopirovala by bola zobrat ako bazové mnoziny vSetky suéiny tvaru () p; ! U] =
iel

I1 Ui, kde U; € T;. Inak povedané, predpisali by sme otvorenti mnozinu na kaZdej siradnici
iel
a nie na konecne vela siradniciach.

Takto definovand topoldgia na mnozine [] X; sa tiez skima, zvykne sa jej hovorit box

i€l

topology. Ta ,spravna‘“ siéinova topologia je vSak skutoéne té, ktort sme uviedli.
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™ ™
g

Obr. 4.9: Obrézok zndzornuje typickd mnozinu zo subbdzy (resp. bézy) spolu s niektorymi
funkciami patriacimi do tejto mnoziny

Jeden doévod, preco je takyto sucin zaujimavejsi, je to, Zze ma vela uzitoénych vlastnosti,
ktoré sa daji pouzit v réznych aplikdcidch. (Napriklad dostaneme, velmi dolezitt vlastnost,
Ze stcin kompaktnych priestorov je opéat kompaktny. )

Tiez neskor uvidime, zZe toto je inicialna topoldgia vzhladom na projekcie p; (priklad,
CizZe je to z nejakého pohladu topoldgia, ktora je prirodzene asociovand s tymito zobrazeniami.
A v pripade, Ze ste sa uz stretli s tedriou kategorii, takto definovany sicin je prirodzené skiimat
pretoZe je to préve siéin v kategérii topologickych priestorov (tvrdenie [4.4.17).

Takisto pri tejto definicii dostaneme rozumnu charakterizaciu spojitosti zobrazeni do su-

¢inu (tvrdenie 4.4.13) a aj pekny popis konvergencie v stcine (dosledok [5.3.24] pre konver-
genciu sieti).

Vieme pomerne jednoducho popisat uzdver v sticine. (A z toho dostaneme aj to, Ze sti¢in
uzavretych mnozin je uzavretd mnozina.) V pripade nekonecného sicinu vsak analogické

tvrdenie neplat{ pre otvorené mnoziny — pozri tlohy a

Tvrdenie 4.4.11. Nech pre kaZdé i € I je X; topologicky priestor a A; C X;. Potom plati

1% =114

iel iel
Dékaz. Uloha |4_.A_.__‘Iﬂl O

Dosledok 4.4.12. Nech pre kazdé i € I ja C; uzavretd podmnoZina v X;. Potom aj [[ C;
iel
je uzavretd v [ X;
il

Vsimnime si, ze projekcie budi spojité a otvorené zobrazenia. (Z prikladu vieme, ze
projekcie vo vSeobecnosti nemusia byt uzavreté.)

Tvrdenie 4.4.13. Nech X; je topologicky priestor pre kazdé i € I a [[ X; je topologicky
i€l
stcin tychto priestorov. Pre kaZdé i € I je projekcia p;: [[ Xi; — Xi spojité a otvorené
i€l
zobrazenie.

Ak X; # 0, tak vSetky projekcie si evidentne aj surjektivne — takze st to podla tvrdenia
aj faktorové zobrazenia.
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Dékaz. Predpokladajme, ze X; # ) pre vSetky ¢ € I. (Inak je stin rovny prazdnej mnozine,
v takomto pripade tvrdenie plati.)

Oznac¢me ako 7T sucinovu topolégiu a ako 7; topolégiu na priestore Xj.

Priamo z definicie stucinovej topolégie vidime, ze pre kazdd otvorentt mnozinu U € X je
jej vzor p; U] otvorend mnozina v 7. Teda p; je spojité zobrazenie.

Chceme este ukazat, ze p; je aj otvorené zobrazenie.

Lahko vieme dokéazat, Ze pre kazdii mnozinu zo subbdzy, je jej obraz otvorena. Mnoziny
zo subbazy totiz maju tvar p{l[Uj], kde U; € T;. Rozumné je pozrief sa zvlast na pripad,
ked i = j a zvlast na pripad, ked sd rozne. Dostaneme (pre i # j)

pilp; [Ui] = U
pilp; Ui = Xi

(VSimnime si, ze sme tu vyuzili surjektivnost zobrazenia p; a aj to, ze vSetky X; st neprazdne.)

Toto ndm vsSak nestaci na zddvodnenie, ze p; je otvorené, chceli by sme ukézat, ze obraz
kazdej bdzovej mnoziny je otvoreny (pozri tillohu . Béazové mnoziny su prieniky konecne
vela mnozin tvaru p]-_l[Uj], t.j.

B=()p;'Ujl,
JEF

kde F C I je kone¢nd mnozina a U; € T; pre kazdé j. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme
predpokladat, ze i € F'; ak by sme totiz mali bdzovii mnozinu uvedeného tvaru pricom i ¢ F,
tak mozeme este pridat p; '[X;]. T¥m neovplyvnime prienik, kedze p; '[X;] je cely stcin, a
pridanie jedného indexu nezmeni ani to, ze mame iba konecne vela indexov.

Tiez mozeme predpokladat, ze vSetky U; st neprazdne — v opacnom pripade totiz B = {)
a teda aj p;[B] = 0, ¢o je otvorend mnozina.

Predpokladajme teda, ze mame mnozinu uvedeného tvaru, pricom ¢ € F, ¢ize ako jedna
z mnoZin v prieniku sa vyskytne p; *[U;]. Nagim cielom je ukdzat, Ze p;[B] = U;.

Z inklizie B C p; '[U;] hned vidime, Ze

pi[B] C pilp; '[Us]] = U

Chceme este ukézat opaéni inkliziu. Nech z; je lubovolny prvok z U;. Pre kazdé j € F\{i}
si vyberme nejaky prvok z; € U;. A pre kazdé k € I \ F si vyberme nejaké x, € Xi. (Tu
sme vyuzili, ze Xy # 0 pre vSetky k € I a U; # () pre vSetky j € F.) Potom predpis

ft)=mz

definuje nejaky prvok f € [[ X;. NavySe méme, ze f € B, kedze p;(f) = «; patri do U; pre
iel
vsetky j € F.
Vidime teda, ze x; = p;(f) € p;[B]. Celkovo sme ukézali, ze kazdy prvok z U; patri aj do
p;|B], teda mame aj inkliziu
U; C pi[B].

Spolu dostéavame U; C p;[B], ¢o znamend, ze obraz bazovej mnoziny B je skutoéne otvo-
rend mnozina. O

Mozeme sa pozriet na to, ako sa d& popisat spojitost zobrazeni do topologického sucinu.
Vidime, ze tvrdenie sa d& zovSeobecnit aj na sacin nekonecného poctu priestorov. (Su-
¢asne sa na toto tvrdenie dd pozerat ako na duélne vysledok k tvrdeniu[:3.3] ktoré popisuje
spojitost zobrazeni z topologického stuctu.)
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ucin:TVRSPOJ}
Tvrdenie 4.4.14. NechY je topologicky priestor a X; je topologicky priestor pre kazdéi € I.

Nech f:Y — [] X; je zobrazenie.
iel
Zobrazenie f je spojité prave vtedy, ked zloZenie p; o f je spojité pre kazZdé i € I.

y —L1x

Pi
N

Xi

Dokaz. Zobrazenie p; o f je zloZenie spojitych zobrazeni.
Predpokladajme, Ze vsetky zloZenia p; o f st spojité. Aby sme dokézali, Ze zobrazenie
f je spojité, stac¢i ndm overit otvorenost vzorov mnozin zo subbazy. Chceme teda skontrolovat,
& f~p; H[U]] je otvorend pre Tubovolnéi € I a U € T;.
Mame rovnost
F U = (o)t U]

a zo spojitosti zobrazenie f o p; dostaneme, ze tdto mnozina je otvorena. O

Z tvrdenia [4.4.13| uz Tahko dostaneme spojitost zobrazeni (f;) a [] f;.
iel

. . . . . . . {chkonstrSucin:DOSSPOJLA
Désledok 4.4.15. Nech pre kazdéi € I je f;: Y — X; spojité zobrazenie medzi topologickymi

priestormi. Potom aj (f;): Y — [[ X; je spojité.
iel
Dékaz. Staci skontrolovat, Ze p; o (f;) = fi. O
{chkonstrSucin:DOSSPOJPR

Dosledok 4.4.16. Nech pre kazdéi € I je f;: X; — Y; spojité zobrazenie medzi topologickiymi

priestormi. Potom aj [] fi: [1 Xi — [1Y: je spojité.

i€l el icl
Dékaz. Staci skontrolovat, ze pj o (f;} = f; o p;. O

Napriek tomu, Ze to je do znacnej miery iba preformulovanie veci, ktoré sme uz dokézali,
je azda uzito¢né sformulovat nase vysledky o sucine v takej podobe, aby bola z nej jasna ista
univerzalna vlastnost stcinu. Z pohladu teérie kategérii tu vlastne hovorime to, ze sucin je
limitou (vhodného diagramu).

{chkonstrSucin:TVRUNIVER
Tvrdenie 4.4.17. Nech X; je topologicky priestor pre kaZdé i € I, oznacme [] X; ich
iel

topologicky sucin a p;: X — X; prislusné projekcie. Nech Y je topologickiy pm’est0€r a nech
pre kazdé i € I je f;:'Y — X, spojité zobrazenie. Potom existuje prdve jedno zobrazenie

Y = [ Xi s vlastnostou, Ze rovnost
i€l

piof=fi
plati pre vsetky i € I.
y-Zanx,

PN

2

(0]
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Doékaz. Uvedené tvrdenie plati pre f = (f;). Treba eSte overif jednoznacénost.

Ak méme pre nejaké f aj g rovnosti p;(f(x)) = pi(g(z)) pre vsetky i € I, tak plati aj
f(z) = g(z) (pozri pozndmku ) O

Poznamka 4.4.18. TODO takéto formuldcia z dvoch dévodov: a) univerzalna vlastnost; b)
kategérie

V teérii kategdrii velmi ¢asto pracujeme s limitami (a kolimitami), ktoré su charakteri-
zované takymto typom vlastnosti. Uvedené tvrdenie vlastne hovori, ze topologicky sicin je
sucin v kategérii topologickych priestorov a spojitych zobrazeni. (Sucin je jeden zo $peciél-
nych pripadov kategoridlnej limity.)

TODO iné priklady univerzalnych vlastnosti — ziplnenie, podielové pole

Ak urobime stcin spocitatelne vela priestorov, ktoré maju spocitatelni bazu topoldgie,
tak dostaneme opét priestor, ktory ma spocitatelni bazu topolégie. Analogické tvrdenie plati,
ak mame v kazdom bode spocitatelni bazu okoli.

Tvrdenie 4.4.19. Nech pre kazdé n € N je X,, topologicky priestor, ktory vyhovuje prvej

aziome spocitatelnosti. Potom aj sucin [[ X, vyhovuje prvej axidme spocitatelnosti.
neN

Dokaz. TODO stac¢i zobrat standardnd bazu v stcine O

Tvrdenie 4.4.20. Nech pre kazdé n € N je X,, topologicky priestor, ktory vyhovuje druhej

aziome spocitatelnosti. Potom aj sucin [[ X, vyhovuje druhej axidme spocitatelnosti.
neN

Dokaz. TODO stac¢i zobrat standardnd bazu v stéine O

Prirodzena je dalSia otazka, ako to je so stc¢inom separabilnych priestorov. Pomerne lahko
sa ukdze, ze suc¢in dvoch separabilnych priestorov je separabilny. Ak totiz D; je hustd mnozina
v X1 a Dy je hustd mnozina v X, tak Dy x D5 je hustd mnozina v X; x Y5.

Ak by sme vsak zobrali uz Xy separabilnych priestorov, tak takyto pristup nebude fun-
govat. Ako prvy kandidit na hustd mnozinu ndm pride na um sacin [[ D;, ak vsak mame

il
|D;| = |I| = Ng, tak sme dostali mnozinu kardinality (Rg)Ye = 280,

Preto moze na prvy pohlad prekvapivé tvrdenie, ze dokonca separabilny priestor dosta-

nemem dokonca aj ked vynasobime ¢ separabilnych priestorov.

Veta 4.4.21. Nech pre kaZdé i € I je X; separabilngy priestor a |I| < c¢. Potom aj sucin
[T X je separabilng priestor.
il

Analogickym sposobom sa dé dokézat vysledok, Ze ak mém priestory ktoré obsahuji husti
mnozinu kardinality nanajvys s¢ a robim stcin 2* priestorov, tak tento sucin tiez obsahuje
hustt mnozinu kardinality nanajvys ». Tento vysledok je zndmy ako Hewitt—Marczewski—
Pondiczeryho veta, pozri [E, Theorem 2.3.15], [Tkl Problem 108].

Ukézme najprv specidlny pripad tohoto tvrdenia.

Lema 4.4.22. Nech D je diskrétny priestor kardinality RXo a nech I = ¢. Potom mocnina D'
je separabilny priestor.

Doékaz. Nech I je nejaky Hausdorffovsky priestor kardinality ¢, ktory ma spocitatelni bazu
topologie. (Mdzeme zobrat napriklad I = R alebo I = {0, 1}, t.j. sicin spocitatelne vela
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dvojprvkovych diskrétnych priestorovED Nejaki spocitatelnii bazu topolédgie tohoto priestoru
si oznacme B.

Zoberme si systém S vSetkych koneénych podmnozin F = {Uy,...,U,} C B takych, ze
mnoziny Uy, ...,U, st po dvoch disjunktné. Kedze B je spocitatelnd mnozina, aj pre tento
systém méme |S| < V.

Ako H ozna¢me mnozinu vSetkych takych funkcii I — D, Ze pre nejaké (Uy,...,U,) € S
je toto zobrazenie konstantné na kazdom U; ajna I\ {U; U---UU,}.

Ukézeme, Ze H je hustd mnozina v DI,

Topolégia D! je uréend subbézou

S={p'l{x}ize Dicl}
a bazou
B = {p;ll[{wl}} ﬁmp;cl[{xk}]’k EN7i1a"'7ik¢ € Iaxla"'axk € D}

Inak povedané, pre kazdu bazovi mnozinu B mame na konecne vela siradniciach i1, ...,
predpisané nejaké hodnoty x1,...,z; a na ostatnych stradniciach nadobudaju funkcie pat-
riace do B Tubovolné hodnoty.

Chceme ukazat, ze H ma neprazdny prienik s mnozinou B. Na to si staci zobrat nejaké
disjunktné mnoziny Uy, ..., U, € B také, ze iy € Uy, iz € Us,...,ix € Ug. (Ich existenciu
mame zarufenu z toho, Ze B je baza I a priestor I je Hausdorffov.)

Ak si teraz zvolime zobrazenie f tak, Ze f|y,, je konStantné zobrazenie xj (a na X \
Uy U---UUy ho dodefinujeme Tubovolnou konstantou) tak f € HN B. Teda tento prienik je
skutoéne neprazdny.

Este zostava overit, ze H je spocitatelnd mnozina.

TODO zjednotenie spocitatelne vela spocitatelnych O

Doékaz vety[{.4.21, TODO D; hustd v X;; potom [] D; je hustd v X = [[ X;
i€l iel
Mame spojité zobrazenie f;: D — X, také, ze f;[D] = D; a sifinom dostaneme spojité
zobrazenie f =[] f;: DT — [ X,
TODO H = hust4 spocitatelnd v DI; potom f[H] je hustd spocitatelna v sticine

fIH] 2 f[H =[] D:
icl

Vidime, ze f[H] obsahuje husti podmnozinu priestoru X. Stcasne je to uzavretd mnoZina,
¢ize plati f[H] = X. O

Cvicenia

Uloha 4.4.1. Nech pre kazdé ¢ € I mame zobrazenia f;: X; — Y; a g;: Y; — Z; dokazte, ze

potom o) = (ng> ° (Hf’) '

i€l iel iel

Uloha 4.4.2. Uvazujme zobrazenia f;: X; — Y; (pre i € I) a [[ fi: [I Xi — 1Y
i€l i€l i€l
Dokazte:

4Préve mocniny priestoru {0,1} by sa ndm hodili ak by sme chceli takymto spésobom dokézat vieobec-
nejsiu verziu, pre spocitatelni husti mnozinu kardinality s¢, nie iba pre Ng.

7

{chkonstrSucin:ULOSUCINZ

{chkonstrSucin:ULOSUCINB



chkonstrSucin:ULOMAXMIN}

onstrSucin:ULOSUCINOTVO}

strSucin:ULOSUCINVNUTRO}

78 Topologicky sicin

a) Ak pre kazdé i € T je zobrazenie f; injektivne, tak aj [] f; je injekcia.

iel
b) Ak pre kazdé i € I je zobrazenie f; surjektivne, tak aj [] f; je surjekcia.
icl
c¢) Ak pre kazdé i € I je zobrazenie f; bijektivne, tak aj [] f; je bijekcia.
il

Uloha 4.4.3. Nech Nech (X;,77) a (X3, 73) st topologické priestory a B; je baza topolégie
T; (pre i = 1,2). Ukdzte, ze:
a) B'={U xV;U € B,V € By} je bdza st¢inovej topoldgie na X; x X,
Uloha 4.4.4. Ak pre nejaké priestory plati X7 x Y7 = X5 x Ya, musi potom platit X; = Y;
a X2 = YQ?
Uloha 4.4.5. Nech I je mnozina a X je topologicky priestor. Zoberme priestory {i} € X so
stuc¢inovou topologiu.
Dokazte, ze ak na I vezmeme diskrétnu topologiu, tak
[[iitex=rxx
iel
Kazdy z priestorov {i} € X je homeomorfny s X. Tato dloha teda vlastne hovori o tom,

ze topologicky sucet viacerych képii priestoru X je to isté, ako siiéin s diskrétnym priestorom.

Uloha 4.4.6. Majme topologické priestory Y a X; pre i € I, pricom navyse predpokladime,
ze X; su po dvoch disjunktné. Dokazte, ze

H(Y x X;) =Y x HXi.
icl iel
Uloha 4.4.7. Ukézte, Ze zobrazenia urcené ako

(z,y) = +y
(z,y) = x-y
(z,y) — max{z,y}
(z,y) — min{z, y}

su spojité zobrazenia R x R — R. Ukdzte, Ze x — (—x) je spojité zobrazenie R — R a = — %
je spojité zobrazenie R\ {0} — R.

Pomocou tohoto vysledku ukazte, ze ak f,g: X — R st spojité zobrazenia, tak aj zobra-
zenia f+g, f — g, f - g, max{f, g}, min{f, g} st spojité. Ak navySe g nenadobtida nulovii
hodnotu, tak aj f/g je spojité zobrazenie.

Poznamenajme, Ze niekedy sa pouZiva aj oznacenie fV g = max{f,g} a fAg = min{f, g}.

Uloha 4.4.8. Ukéazte, ze vo vseobecnosti neplati, ze ak U; je otvorend mnozina v X; pre

vietky 7 € I, tak aj [ U; je otvorend mnozina v sicine [] X;. (A teda sicinovd topoldgia
i€l iel

sa moze lisit od box topology.)

Uloha 4.4.9. Pre kazdé i € I majme topologicky priestor X; a nejaki podmnozinu 4; C X;.

Ukéazte, ze

iel il
a ze vo vSeobecnosti nemusi platit rovnost.
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Uloha 4.4.10. Pre kazdé i € I majme topologicky priestor X; a nejakd podmnozinu A; C

X;. Ukéite, 7e
1% -

el i€l
4.5 Iniciadlna a finalna topolégia

4.5.1 Iniciidlna topolégia

Definicia 4.5.1. Nech pre kazdé i € I mame dany topologicky priestor (X;, 7;) a zobrazenie
fi: X = X;. Potom inicidlna topoldgia T (na mnozine X) wvzhladom na systém zobrazeni
{fi;i € I'} je najhrubsia topoldgia takd, ze vSetky zobrazenie f;: (X, T) — (X;, T;) st spojité.

Pripomerime, Ze pre lubovolny systém S C P(X) existuje najhrubsia topolégia na X, kto-
r4 obsahuje S. (Pozri lemu a dosledok ) V tomto pripade teda chceme najhrubsiu
topologiu, ktord obsahuje

S={f'U)iel,UeT}

kedZe inklizia S C T je ekvivalentna s podmienkou, ze vSetky f; si spojité.
To isté mozeme sformulovat tak, ze:

Tvrdenie 4.5.2. Nech T je inicidlna topoldgia na X vzhladom na systém zobrazeni {f;: X —
X;,i € I} Systém
S={f'lULiel,UeT}

je subbaza inicidlnej topoldgie.
Ak vezmeme nejakid subbdzu S; topologie T;, tak

S ={fU)icI,UcS;}
ndm dd subbdzu tej istej topologie.

Dékaz. Dokaz prvej Casti je zrejmy. Dokaz druhej ¢asti sme ponechali ako cvicenie — 1iloha
4.5.2 O

Jednoduchy priklad inicidlnej topoldgie je vlozenie — to dostaneme v pripade, ze systém
zobrazeni, s ktorym pracujeme, je jednoprvkovy a zZe ide o injekciu.

Priklad 4.5.3. Ak i: S < X je vlozenie, tak S m4 inicidlnu topoldgiu vzhladom na .
Plati to aj obratene, ak mame inicidlnu topolégiu vzhladom na jediné zobrazenie i: S — X
a sUcasne i je injektivne zobrazenie, tak zobrazenie i je vlozenie.

Dalsim délezitym prikladom inicidlnej topolégie je topologicky stéin.
Priklad 4.5.4. Stcin [ X; m4 inicidlnu topoldégiu vzhladom na projekcie p;, i € 1.

iel
Staci sa pozriet na to, Ze subbaza uvedend v definicii sti¢inu (definicia [4.4.9))

{p;HU)i € LU € T3},
je presne subbaza, ktord dostaneme z tvrdenia aplikovaného na projekcie.

Tieto dva priklady vieme skombinovat do jedného:
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Priklad 4.5.5. TODO Ak S je podpriestor sic¢inu [] X;, tak S mé inicidlnu topolégiu
icl
vzhladom na {p; oe;i € I'}
TODO Specialny pripad vysledku z tlohy

Moézeme spomentt aj dva priklady z funkcionalnej analyzy:

Priklad 4.5.6. Ak mdme linedrny normovany priestor, tak k nemu moézeme vytvorit du-
alny priestor X*. Slaba topolégia na X je presne topoldgia, ktorti dostaneme ako inicidlnu
topologiu vzhladom na zobrazenia patriace do X*.

Slaba* topoldgia na X™* je tiez priklad topoldgie, ktoré vieme dostat ako inicidlnu topolé-
giu. V tomto pripade mame pre kazdé x € X zobrazenie z X* urcené ako evaludcia v tomto
bode. Slaba* topoldgia je presne inicidlna topoldgia vzhladom na tieto zobrazenia.

Dolezitou vlastnostou inicidlnej topolédgie je to, ako vieme charakterizovat spojité zobra-
zenia do priestoru X s inicidlnou topolégiou. Uz predtym sme videli Specidlny pripad tohoto
tvrdenia pre topologicky si¢in — tvrdenie [1.4.14]

Veta 4.5.7. Nech X je mnoZina, a nech pre kazdé i € I je (X;,T;) topologicky priestor. Nech
T je inicidlna topoldgia vzhladom na systém zobrazeni {f;: X — X;,i € I}.

Pre lubovolnyg topologicky priestor (Y, T') a zobrazenie f: Y — X plati: Zobrazenie f je
spojité prave vtedy, ked zloZenie f; o f: Y — X; je spojité pre kazdé i € I.

f

Y — X
;:>\\N Ji

X;

Dokaz. Zrejma.

Ak kazdé f; o f je spojité, tak dostavame, ze (f; o f)~'[U] = f~'[f; ' [U]] je otvorena
mnozina pre kazdé i € [ a U € 7;. Ukazali sme, ze vzor kazdej mnoziny zo subbdzy je
otvorena mnozina, teda zobrazenie f je spojité. O

Inicidlna topoldgia tizko suvisi so sti¢inovou topoldgiou. Napriklad z nasledujticeho tvrde-
nia vidime, Ze k inicidlnej topoldgii vzhladom na systém zobrazeni ¢ € I sa mdzeme dostat aj
tak, ze vezmeme inicidlnu topolégiu vzhladom na zodpovedajice zobrazenie do topologického
sucinu.

Tvrdenie 4.5.8. Majme topologické priestory (X,T) a (X;,T;) pre i € I. Majme systém
zobrazeni {f;: X — X;;i € I}.

Inicidlna topoldgia vzhladom na systém zobrazeni {f;: X — X;,i € I} sa zhoduje s inicidl-

nou topoldgiou vzhladom na zobrazenie (f;): X — [] X; do topologického sicinu priestorov
il
Xi, iel.

Dékaz. Pre strucnost zapisu si oznacéme f = (f;). Opéit budeme vyuzivat rovnost p; o f = f;.
Inicidlna topolégia vzhladom na zobrazenia f; ma subbédzu

§= (/T ULU € Ti).

Stcasne vsak méme

FHUL = (pio £ UL = £~ pi U]
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Mnoziny tvaru p; ! [U], kde U je otvorend podmnozina v priestore X;, tvoria presne subbézu
suéinovej topoldgie na [] X;. Teda mame
i€l

S={f"'[B;BeS’}

pre nejakd subbdzu S’ stcinovej topoldgie, z ¢oho vidime, Ze je to to isté ako inicidlne topo-
l6gia vzhladom na zobrazenie f. O

Na uvedeny dokaz sa da pozerat aj ako na Specidlny pripade ,skladania“ inicidlnych
topoldgii popisanych v tlohe (Aj ked ide o pomerne jednoduchy Specidlny pripad, kedZe
tu mame vlastne len jedno zobrazenie (f;);cr, ktoré skladame s projekciami p;: [[ X; — X;.)

Vidime, Ze v pripade inicidlnej topoldgie mame zobrazenie (f;) do topologického sicinu.
Podme sa pozriet na otazku, kedy je toto zobrazenie vlozenim.

Zacneme najprv s podmienkou charakterizujicou, kedy je toto zobrazenie injektivne.
(Toto je vlastne tvrdenie o mnozindch — akd na nich uvaZujeme topolégiu tu nehrd Ziadnu
tlohu.)

Definicia 4.5.9. Majme systém zobrazen{ {f;: X — X;;i € I'}. Hovorime, Ze tento systém
oddeluje body ak pre Iubovolné z1 o € X také, ze x1 # o existuje ¢ € I, pre ktoré f;(x1) #
fi(z2).

(Vo1, 22 € X)[zy # 22 = (Fi € I)fi(x1) # fi(2)]

Uvedenu podmienku by sme mohli ekvivalentne prepisat ako
(V:vl,xg S X)H(Vl S I)fi(l'l) = fz(l'g)] = T = $2].

Mozete si vyskusat nasledujtci dokaz urobif aj pomocou tejto formulécie — je to do istej miery
mozno vec vkusu, ale je mozné, ze nieckomu moéze takato formulacia pripadat prirodzenejsia
a bude sa mu s nou pracovat lepsie.

Tvrdenie 4.5.10. Nech pre kazdé i € I je f;: X — X, zobrazenie. Potom zobrazenie
(fi): X = [ X; je injektivne prave vtedy, ked systém {fi;i € I} oddeluje body.
iel

Dékaz. Oznaéme h = (f;) a pripomerime, Ze toto zobrazenie je ur¢ené podmienkou p;oh = f;
(pre vsetky i € I).

Nech x; # 9. Z injektivnosti potom méame h(x;) # h(xz). Pretoze ide o body
v stcine [[;.; X; a tie si jednoznacne urcené projekciami, musi existovat i € I tak, ze
pi(h(z1)) # pi(h(x2)), t.J. fi(z1) # f(@2).

Nech systém {f;;i € I'} oddeluje body. Zoberme body x;1 2 z X také, Ze x1 # x2. Pre
tieto body mame existenciu i € I s vlastnostou f;(x1) # fi(z2), t.j.

pi(h(z1)) # pi(h(z2)).
Z toho dostéavame aj h(x1) # h(z2). O

Teraz uz na to, aby sme popisali kedy je {f;)ics injektivne, ndm bude stacit poskladat
dokopy doteraz dokazané vysledky.

Tvrdenie 4.5.11. Nech pre kazdé i € I je f;: X — X; zobrazenie medzi topologickymi

priestormi. Zobrazenie (f;): X — [] Xi je vloZenie prive vtedy, ked systém {fi;;i € I}
iel
oddeluje body a X mad inicidlnu topologiu vzhladom na tento systém.
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Dékaz. Oznacme h = (f;).

Z toho, Ze h je injektivne, dostdvame, ze {f;;i € I} oddeluje body (tvrdenie .
Dalej z toho, Ze to je vlozenie, méame 7e X mé inicidlnu topolégiu vzhladom na h, a teda
podla tvrdenia je to sucasne inicidlna topoldgia vzhladom na systém {f;;i € I}.

Tvrdenie nam hovori, ze X ma inicidlnu topolégiu vzhladom na h. Kedze h je
sucasne injektivne (na zdklade tvrdenia , je to vlozenie. O

Dalsi pribuzny pojem je systém, ktory oddeluje body a uzavreté mnoziny.

Definicia 4.5.12. Nech {f;: X — X} je systém zobrazeni medzi topologickymi priestormi.
Hovorime, ze tento systém oddeluje body a uzavreté mnozZiny, ak pre lubovolné z € X a
uzavreti mnozinu C C X z © ¢ C vyplyva existencia ¢ € I takého, ze f;(z) ¢ f;[C].

Lahko vidime, ze ak X je T3-priestor, tak systém ktory oddeluje body a uzavreté mnoziny
mus{ aj oddelovat body. (PretoZe jednoprvkové mnoziny si uzavreté.)

Tvrdenie 4.5.13. Nech X je topologicky priestor a pre kazdé i € I mdme spojiti funkciu
fi: X — X, do topologického priestoru X;. Systém {f;;i € I} oddeluje body a uzavreté
mnoziny prdve vtedy, ked

B={f'V}iel,VeT}
tvori bazu topologického priestoru (X, T).

Ak porovname tento vysledok s charakterizaciou inicidlnej topolégie tak informaécia
ktord sme tu ziskali navyse je, ze ide o bazu. (Pre inicidlnu topolégiu tvori uvedeny systému
subbézu.)

Dokaz. V dbdkaze viackrat pouzijeme fakt, ze
fHAINB #0 & AN f[B] # 0.

Predpokladajme, ze {f;;i € I'} oddeluje body a uzavreté mnoziny, chceme ukézat, ze
B je baza.

Nech € U € T. Potom mnozina C = X \ U je uzavretd a plati ¢ C. Teda existuje
i € I také, ze fi(x) ¢ fi[C]. Polozme

vV =X;\ fi[C].
Méme V € 7T;. Sticasne plati f;(x) € V, ¢ize x € f;'[V].
Dalej plati
VN filC] =0,
¢o je ekvivalentné s f; V] N C =0, a teda

ze fIVICX\C=U.

Ukéazali sme, ze pre kazdé otvorené okolie U € O, existuje mnozina z B obsahujica x
leziaca v U.

Predpokladajme, Ze B je baza topologie T, chceme ukazat, ze {f;;i € I} oddeluje
body a uzavreté mnoziny.

Nech C je uzavretd mnozina a x ¢ C. Potom pre jej doplnok U = X\C mdmez € U € T,
a teda existuje bazova mnozina leziaca v U a obsahujica .

To znamend, ze existuje i € [ a V € 7; tak, ze

re fV]CU.
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Potom mame f;(x) € V. Stcasne z f; '[V] C X \ C dostévame
fvine =0,

¢o znamena, ze V N f;[C] = 0.
Zistili sme, Ze existuje okolie bodu x, ktoré ma prazdny prienik sa f;[C]. To znamend, Ze

z ¢ filC] O

Dosledok 4.5.14. Ak X je Ty-priestor a {f;: X — X;;i € I} je systém spojitjch zobrazen,
ktoré oddeluji body a uzavreté mnoziny, tak (f;): X — [[ X je vloZenie.
i€l

Sucin a diagonéla
Na konci tejto casti sa pozrieme esSte na jeden pojem suvisiaci s topologickym sii¢inom. Mohli

sme ho uviest uz ked sme sa zaoberali topologickym sii¢inom — teraz vSak vieme uviest aj
dokaz zalozeny na vlastnostiach inicidlnej topologia.

Priklad 4.5.15. Ak mdme topologicky priestor (X, T), tak je velmi prirodzené nazvat pod-
priestor
A={(z,x);z € X}

diagonédlou. Mame aj velmi prirodzené zobrazenie x — (z,x), ma ktoré sa vlastne moZeme
pozerat ako na (idx,idx). UkdZeme si, Ze toto zobrazenie ndm déva homeomorfizmus medzi
X a A, t.j. je to vlozenie priestoru X do sic¢inu X x X.

Podme si ukazaf priamo nekonecnorozmerny pripad — a sktisme to urobif priamo na
zéklade definicie a aj s vyuzitim toho, ¢o uz vieme o inicidlnych topolégiach.

Zoberme si mocninu X/ priestoru X a pre kazdé i € I pouZijeme zobrazenie f; = idx.
Potom mame aj zobrazenie z X do X’ uréené ako d = (f;) = (idx) Neforméalne ho mézeme
zapisat ako

d:zw— (x,z,...,2,...),

formélnejsie je zobrazenie jednoznacne urcené podmienkou, ze pre vsetky ¢ € I plati p;od =
idx t.j.
pi(d(z)) = .

(Oboje hovorf to isté — prvok d(z) mé na i-tej stradnici x.)
Ozna¢me A = d[X]. TAto mnozina obsahuje presne tie body z X!, kde vsetky stradnice
maju rovnaki hodnotu:

A={fe X (¥ije)f(i)=f()}

Ako si ukdzeme (dvoma sposobmi), zobrazenie d je ndm déva homeomorfizmus medzi X
a A.

Doékaz. Je zrejmé, 7Ze d je bijekcia medzi X a A a tiez to, ze d je spojité. Treba overit, ¢i to
je skuto¢ne aj homeomorfizmus.
Subbéza stéinovej topolégie na X' pozostiva z mnozin tvaru p; *[U], kde U € T. Z nej
dostaneme subbazu
{p;'[UINAie LUET}

pre relativnu topolégiu na podpriestore A.
Ak skontrolujeme, Ze
p; 'UINA =d[U],
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tak vidime, ze d nam dava jendojednoznacnu korespondenciu medzi subbazovymi mnozinami
v X a v A, ¢o znamend,k Ze to je skutoc¢ne homeomorfizmus.
Pre f € X! mame:

fep ' lUINAS (pi(f) eU)A Bz € U)f = d(x)

W@z eU)f = d(z)
& fed|U]

Na mieste oznacenom (*) sme vyuzili, ze ak f = d(x), tak p;(f) = = pre vSetky ¢ € I. Teda
skuto¢ne plati rovnost p; '{U] N A = d[U]. O

Dékaz. Mame zobrazenie d = (idx).

x4, xI

X

Je zrejmé, ze X ma4 inicidlnu topoldgiu vzhladom na zobrazenia f; = idx: X — X. (Kedze
id;(l [U] = U, toto je vlastne len inak zapisané tvrdenie, Ze T je subbdza topologie T.)
Takisto je ofividné, Ze tento systém zobrazeni oddeluje body, pre x1 # x3 méme idx (1) #
id( X)(x2).
Podla tvrdenia je teda d = (f;) vloZenie. O

4.5.2 Finalna topolégia

Azda nie je velkym prekvapenim, ¢o bude nasledovat teraz. Pri inicidlne topolégii sme videli,
Ze zobrazenia so spoloénym oborom X ndm istym sposobom vytvorili topolégiu na X. A
videli sme, zZe vlozenie a topologicky stc¢in su Specidlny pripad inicidlnej topologie.

Teraz chceme urobit nieco podobné pre zobrazenia so spolo¢nym kooborom — pricom
opat sme v situdcii, ze sme uz videli nejaké Specidlne pripady, konkrétne topologicky stcet a
faktorové zobrazenia.

Vela tvrdeni, ktoré sme si povedali pre inicidlnu topolégiu, bude mat analégy pri findlnej
topoldgii. V podstate treba len ,otocit Sipky“. Situdcia je tu o Cosi jednoduchsia nez pri
inicidlnej topoldgii — tam sme z daného systému zobrazeni dostali subbédzu topolégie na X. (A
tato subbdza v mnohych situdcidch je skutoéne iba subbdzou, nie bdzou inicidlnej topoldgie.)
Tu dostaneme analogickym spésobom dokonca priamo topolégiu na X; nieco podobné sme
uz vlastne videli pri faktorovych zobrazeniach.

Definicia 4.5.16. Nech [ je mnozina pre kazdé ¢ € I mame dany topologicky priestor (X;, 7;)
a zobrazenie f;: X; — X. Potom findlna topoldgia T (na mnozine X) vzhladom na systém
zobrazeni { f;;1 € I} je najjemnejSia topoldgia takd, ze vSetky zobrazenie f;: (X, T) — (X, T;)
st spojité.

Podmienka z definicie findlnej topolégie ndm hovorf, Ze ak U je otvorend v X, tak f~1[U]
musi byt otvorena v Xj.

Tvrdenie 4.5.17. Majme systém zobrazeni {f;: X; — X;i € I}, kde dvojica (X;,T;) je
topologicky priestor pre vsetky i € I. PoloZzme

T={UcCX;(Vie Df'[U] € Ti}.
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Potom T je topolégia na X. Je to presne findlna topologia vzhladom na tento systém zobra-
zend.

Dékaz. Pre kazdé i € T méme f; '[0] =0 € T; aj f; '[X] = X; € Ts.
(02)[ Nech U,V € T. To znamena, Ze pre Iubovolné i € I mame f;'[U], f;'[V] € T;.
Potom aj
fFiunvli= fuin fHvlie T
To znamend, ze UNV € T.

Nech Uk € T pre kazdé k € K. Potom pre vSetky k € K a vSetky ¢ € I méme
f U] € Ti, z ¢oho dostaneme

AU o= £710k e Ta.

keK keK

PretoZe to plati pre vsetky i € I dostdvame, Ze mnozina |J Uy tiez patri do T.
keK
Vidime teda, ze T je skutocne topolégia na X. Je pomerne jasné, ze to je prave findlna

topoldgia vzhladom na {f;;¢ € I}. O

Mbézeme si vsimnit, Ze dokaz bol velmi podobny na dékaz tvrdenia tykajiceho sa
faktorovej topologie.

Priklad 4.5.18. Ak q: X — Y je faktorové zobrazenie, tak Y ma findlnu topolégiu vzhladom
na q. Obratene, ak mame dant topolégiu na X a surjektivne zobrazenie g: X — Y, tak findlna
topolégia na priestore Y je presne faktorova topoldgia uréend zobrazenim gq.

Uz pri tomto jednoduchom pripade, ked robime findlnu topolégiu vzhladom na jediné
zobrazenie, vidime, Ze v tvrdeni nemozeme jednoducho nahradit topolégiu 7; bazou
resp. subbdzou — pozri tlohu [£:2:3]

Priklad 4.5.19. TODO Ak Y = [] X;, tak Y m4 findlnu topoldgiu vzhladom na zobrazenia
ei: X; —Y. e

Opét by sme mohli tieto dva priklady spojit do jedného:
Priklad 4.5.20. Ak ¢: [[ X; — Y je faktorové zobrazenie, tak Y m4 findlnu topolégiu

i€l
vzhladom na systém zobrazeni {qoe;;i € I'}.

X5, X ——Y

iel

Opét, podobne ako v pripade inicidlnej topolégie, mame k dispozicii charakterizaciu spo-
jitych zobrazeni — v tomto pripade spojitych zobrazeni z X.

Veta 4.5.21. Nech pre kaZdé i € I mame topologicky priestor (X;, T;) a zobrazenie { f;: X; —
X;i € I}. Nech X md findlnu topoldgiu vzhladom na {f;;i € I}. Zobrazenie f: X —'Y je
spojité prave vtedy, ked f o f; je spojité pre kazZdé i € I.

f:N lfi

Y
Doékaz. TODO O
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Opiét by sme mohli dokazat dudlne vlastnosti k tvrdeniam, ktoré sme uviedli pri inicidlnej
topoldgii. (Dokazy st o Cosi jednoduchsie, kedZe teraz mame priamo popis topolégie, nie iba
subbézy. Takisto popis surjektivnosti je o ¢osi jednoduchsi.) Aspon tieto tvrdenia na strucne
zosumarizujme:

e Findlna topoldgia vzhladom na zobrazenia f;: X; — X je to isté ako findlna topoldgia

vzhladom na [f;]: J[X; — X.
o Zobrazenie [f;]: ][ X; — X je surjektivne prave vtedy, ked | f[X;] = X.
i€l

o Podmienka J f[X;] = X ndm tiez popisuje, kedy je [f;] faktorové zobrazenie.

i€l

4.5.3 Struc¢né zhrnutie

Vlastne vsetky konstrukcie, ktoré sme videli v tejto kapitole st Specidlne pripady inicidlnej
resp. findlnej topoldgie.

Stcinovi topoldgiu a vloZenie (podpriestor) mdzeme dostat ako inicidlnu topolégiu. To-
pologicky stucet a faktorovi topolégiu moézeme dostat ako findlnu topologiu.

V pripade inicidlnej topoldgie z tejto dvojice konstrukeif je podstatne komplikovanejsi (a
zaujimavejs{) topologicky sucin. Pri findlnej topoldgii to bolo obritene — topologicky sicet je
velmi jednoduché konstrukcia a zaujimavejsi pojem sme dostali, ked sme pracovali s jedinym
zobrazenim, vtedy nam takto vysla faktorova topolégia.

Priklady inicidlnej topoldgie, ktoré st uzitocné vo funkcionalnej analyze, st slabé a slaba*
topologia.

Cvicenia

Uloha 4.5.1. Nech pre kazdé i € I je T; topoldgia na tej istej mnozine X. Dalej zoberme
pre kazdé i € I zobrazenie f; =idyx: X — X. Dokazte, ze:
a) Inicidlna topolégia na mnozine X vzhladom na zobrazenia {f;;¢ € I} je topoldgia T =
N 7.
i€l
b) Findlna topolégia na mnozine X je topoldgia T uréend subbdzou S = |J 7;.

iel
Uloha 4.5.2. Ukézte, 7e ak (pre vSetky i € I) je S; subbéza topoldgie T; na mnozine X; a
ak méame zobrazenia f;: X — X, tak systém

{fﬁl[Uz],’L S I, U; € SZ}

1
je subbéza inicidlnej topolégie vzhladom na systém zobrazeni {f;;i € I}.

Uloha 4.5.3. Nech F a G st nejaké systémy zobrazeni s oborom X, pricom koobor je
topologicky priestor. Oznaéme 7 inicidlnu topolégiu vzhladom na F a T inicidlnu topoldgiu
vzhladom na G. Overte, Ze:

a) Ak F C G, tak T C T'. (Inicidlna topolégia vzhladom na vAcSi systém zobrazeni je
jemnejsia.)

b) Ak F C G a sui¢asne kazdé zobrazenie z G je spojité vzhladom na topolégiu T, tak T = 7.
(T.j. pridanie zobrazeni, ktoré uz si spojité v inicidlnej topolégii s ktorou pracujeme, nezmeni
inicidlnu topolégiu.)

Uloha 4.5.4. Inicidlne topoldégie mozeme istym sposobom skladat“: Nech pre kazdé i € T
mame zobrazenie f: X — X;. Dalej mame pre kazdé ¢ € I systém zobrazeni {g;: X; —
Xij;j € Ji} a na kazdom priestore X;; mame zadanid nejakd topoldgiu T;;. Topolégia na
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priestore X, ktort dostaneme ako inicidlnu topolégiu vzhladom na {g; o fi;i € I,j € J;}
je totozna s topoldgiou, ktord dostaneme ak na vSetkych X; vezmeme inicidlne topoldgie T;
vzhladom na {g;;j € J;} a potom na X zoberieme incidlnu topolégiu vzhladom na systém
zobrazeni {f;: X — (X;,T;)}.
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Kapitola 5

Konvergencia

Konvergencia je velmi délezitym pojmom v kontexte topologickych priestorov. Uz v ivodnom
kurze matematickej analyzy sme sa doverne zoznamili s pojmom konvergencie postupnosti.
Budeme vidiet, ze ak budeme chciet pracovat s konvergenciou v Iubovolnych topologickych
priestoroch, tak s postupnostami nevystacime a budeme potrebovat nejaky vseobecnejsi po-
jem konvergencie. Zavedieme konvergenciu sieti a konvergenciu filtrov a uvidime, ze v oboch
pripadoch mame pojem konvergencie, ktory ndm staci na tiplny popis topologického priestoru,
s ktorym pracujeme.

5.1 Hausdorffovské priestory

Hausdorffovskymi priestormi sa budeme neskdr zaoberat detailnejsie, je im venovana cast [6.2]
v kapitole o axiémach oddelitelnosti.

Pretoze sa nam budu hodif, uvedme tu aspon zakladné vlastnosti a par drobnych pozo-
rovani. (Pojem hausdorffovského priestoru napriklad budeme potrebovat pri stidiu konver-
gencie v stvislosti s jednozna¢nostnou limity. )

Definicia 5.1.1. Nech (X, 7) je topologicky priestor.

Hovorime, ze (X,7) je Tp-priestor, ak pre lubovolné z,y € X také, ze x # y, existuje
otvorend mnozina U takd, ze x € U a y ¢ U alebo existuje otvorend mnozina V' takd, ze
x¢VayeV.

Hovorime, ze (X, T) je Ti-priestor, ak pre Tubovolné z,y € X také, ze x # y, existuji
otvorené mnoziny U a V také, ze x e U, x ¢ V astCasney € U,y ¢ V.

V oboch pripadoch teda ide o to, Zze vieme body nejako ,oddelit“ mnozinou, ktora ob-
sahuje iba jeden z nich. V pripade Ty-priestoru sa to da urobit pre niektory z dvoch bodov,
v definicii T;-priestoru pozadujeme, aby to fungovalo pre oba body.

Definicia 5.1.2. Hovorime, ze (X, T) je hausdorffovsky priestor alebo Ty-priestor, ak pre
lubovolné z,y € X také, ze x # y, existuju disjunktné otvorené mnoziny také, ze z € U a
yeV.
Ve,ye X)z£y= BU,VeT)zeceU)A(yeV)ANUNV =10))
Evidentne, kazdy Ts-priestor je Ti-priestor a kazdy Ti-priestor je Ty-priestor.
Sierpinského priestor je prikladom Ty-priestoru, ktory nie je T3-priestor. Kofinitna topo-
l6gia na nekonecnej mnozine dava priklad Ti-priestoru, ktory nie je T-priestor.

Priklad 5.1.3. TODO metrické priestory su hausdorffovské pozri priklad

88



KAPITOLA 5. KONVERGENCIA 89

Ti-priestory sa daju charakterizovat ako tie priestory, v ktorych st jednobodové mnoziny
uzavreté:

Tvrdenie 5.1.4. Nech (X, T) je topologicky priestor. Priestor X je Ty-priestor prdve vtedy,
ked pre kazdy bod x € X je mnoZina {x} uzavretd.

Doékaz. O

5.2 Postupnosti

Definicia konvergencie postupnosti v topologickych priestoroch je velmi podobné na definiciu,
ktort pozname z metrickych priestorov.

Definicia 5.2.1. Nech (X, 7T) je topologicky priestor a (z,)52, je postupnost bodov z X.
Potom a je limita postupnosti (x,,)°%, prave vtedy, ked pre kazdé otvorené okolie U bodu a
existuje ng také, ze x,, € U pre Iubovolné n > ny.

(VYU € O,)(3ng)(n > ng = x, € U) (5.1)

Budeme pouzivat oznacenie a € lim z,, alebo tiez z,, — a.

Ak O, nahradime nejakou bazou okoli v a, dostaneme ekvivalentny pojem limity postup-
nosti.

Niekedy je uzitocné pozerat sa na postupnost pozerat ako na zobrazenie z: N — X.
V definicii limity sa pozerame na indexy také, ze x,, € U, ¢o st vlastne prirodzené ¢isla
patriace do = [U]. Pri tomto pohlade vlastne definicia limity vlastne hovori, Ze pre Tubovolné
okolie U bodu a existuje také ng, ze mnozina (ng,o0) = {n € N;n > ng} lezi v 2= 1[U].

(YU € 04)(3n0)((no, 00) € 27 [U]) (5.2)
Mbobzeme zacat tym, ze sa pozrieme na najjednoduchsie priklady topologii:

Priklad 5.2.2. Ak X je indiskrétny topologicky priestor, tak Tubovolna postupnost konver-
guje ku kazdému bodu a € X. (Z tohoto prikladu vidime, Ze limita postupnosti nemusi byt
urcend jednoznacne.)

Ak X je diskrétny topologicky priestor, tak konverguju iba postupnosti, ktoré si od istého
Clena konstantné. T.j. (x,)%2, konverguje k a prave vtedy, ked existuje ng také, ze z, = a
pre n > ng.

O cosi menej trividlny priklad je konvergencia v kofinitnej topoldgii:

Priklad 5.2.3. Uvazujme priestor (X, 7c0¢), priCom X je nekoneénd mnozina. Co vieme
povedat o konvergencii postupnosti (z,)5, v tomto priestore?

Pre bod a € X st jeho okolia tvaru U = X \ F, kde F' je kone¢na mnozina taka, ze a ¢ F.
Ak sa pozrieme na indexy, pre ktoré ¢len tejto postupnosti padne do okolia U, tak

e U =27 X\ F] =N\a ' [F] =N\ J 2«7 [{t}].

Ak chceme zistit, ¢i a je limita postupnosti, tak nas vlastne zaujima ¢i pre kazda koneéni
mnozinu F neobsahujticu a je aj mnozina x~![F] koneénA.

Ak tato postupnost nadobida kazdd hodnotu iba konecne velakrat, tak kazdy bod z X
je jej limitou.
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90 Postupnosti

Ak a je jedind hodnota, ktord sa nadobudne nekonecne velakrat, a ostatné maju konecény
pocet vyskytov, tak a je jedina limita.

Ak je viacero bodov ktoré sa nadobudnt nekonecne velakrat, tak postupnost nekonverguje
(nemd Ziadnu limitu).

Akonéhle vsak pracujeme s Th-priestormi, tak uz mame jednoznacnost limity.

Tvrdenie 5.2.4. Ak X je hausdorffouvsky priestor, tak lubovolnd postupnost v X md nanajvys
jednu limitu.

Dékaz. Sporom. Nech a aj b by boli limity postupnosti (z,)52, pricom a # b. Nech U > a
a V 2 b st disjunktné okolia tychto dvoch bodov. Potom mame

U NNV =0 N V=101 [=]0.

Stcasne by tdto mnozina mala byt nekoneénd podmnozina N. (Je to prienik dvoch kofinitnych
mnozin.) Dostdvame spor. O

Ked neskor zadefinujeme konvergenciu sieti, tak uvidime, ze dokaz takéhoto vysledku je
takmer rovnaky ako pre postupnosti. Siete maji navyse ti vyhodu, ze jednoznac¢nosti limity
nam dava aj charakterizaciu Hausdorffovskych priestorov. Pozri vetu [5.3.18

Poznamka 5.2.5. Prave fat, zZe limita nie je urcend jednoznacne, je dévod, ze pouzivame
oznacenie a € limx,. Ak pouzijeme znamienko rovnosti, je totiz lepsie, aby sme na oboch
strandch mali jednoznacne urc¢eny objekt. (Chceme sa vyhnut tomu, aby sme napriklad urobili
taki chybu, ze pre lubovolné dva body a, b v indiskrétnom priestore plat{ @ = limz,, = b.)

Je teda lepSie pouzit iné oznacenie. Alebo ak zostaneme pri oznaceni a = lim x,,, tak mat
na pamaéti, ¢o toto oznacenie znamend a ze limita nemusi byt jednoznacna.

Na druhej strane, ak sme v situdcii, ze je limita urcéena jednoznacne, tak nie je problém
s oznacenim a = lim x,,. Ako sme videli, nieco takéto plati v hausdorffovskych priestoroch.

Podobnu konvenciu budeme pouzivat aj pri inych typoch limit, s ktorymi sa v ramci
tohoto textu stretneme. (Konkrétne ide o limity siet{ a filtrov.)

Pre metrické priestory dostavame presne ten isty pojem konvergencie postupnosti, s kto-
rym sme zvyknuti pracovat.

Priklad 5.2.6. Nech 7; je topolégia na mnozine X odvodend od metriky d. Ako bazu okoli
v bode a mézeme zobrat — ako obvykle — otvorené gule B(a,r), r > 0. Z[5.1|potom dostaneme
ako, Ze a je limita postupnosti (x,)22, préave vtedy, ked

(Ve > 0)(Ing)(Vn)[n > ng = d(zn,a) < €]

5.2.1 Postupnosti v priestoroch s prvou axiémou spocitatelnosti

Limity topolégii ndm tplne popisuji topoldgiu v priestoroch vyhovujicich prvej axiéme spo-
Citatelnosti, t.j. vtedy, ak v kazdom bode mame spocitatelni bazu okoli. Ukazat tento fakt
je vlastne cielom tejto casti — najprv vsak ukazme tvrdenie, ktoré plati pre Iubovolny topo-
logicky priestor a bude sa ndm hodit vo viacerych dékazoch.

Lema 5.2.7. Nech X je topologicky priestor a (xn)22, je postupnost bodov z A C X. Ak a
je limita postupnosti (x,)5%,, tak a € A.

(Vn)x, € ANT, >a=>a€A

Specidlne, ak A = {z,;n=0,1,2,...} a x, — a, tak a € A.

Tpn > a=a€{x,;n=0,1,2,...}
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Dokaz. Je jasné, ze druha cast tvrdenia vyplyva z prvej a aj obratene. Podme ukazat druht
cast tvrdenia.

T.j. oznacime si A = {x,;n € N}. Predpokladdme, 7e x,, — a.

Ak U € O, tak dostavame, Ze existuje ng také, ze {z,;n > no} C ANU. Z toho vidime,
7e UNA#(.

Ukéazali sme, ze kazdé U € O, mé neprizdny prienik s mnozinou A. To znamend, ze
a € A. O

Désledok 5.2.8. Nech X je topologicky priestor a C C X je uzavretd mnozina. Ak (x,)5%
je postupnost bodov z C a a je limita tejto postupnosti, tak plati aj a € C.

Doékaz. 7 lemy méme a € C. Ak C je uzavreta, tak mame C = C. Teda dostdvame aj
ae€C. O

Strucne povedané, zistili sme, Ze limity postupnosti z A lezia v uzavere A. Je prirodzené
pytat sa, ¢i kazdy bod z A je limitou nejakej takejto postupnosti.

Tiez mame, ze ak mame postupnost prvkov z nejakej uzavretej mnoziny C, tak limita
tiez patri do C. A prirodzend otdzka je, Ci tato vlastnost charakterizuje uzavreté mnoziny.

Z nizsich ro¢nikov uz vieme, ze nieco takéto plati v metrickych priestoroch. Ukazeme si,
7e to plati aj v priestoroch vyhovujucich prvej axiéme spocitatelnosti. Ako vsak uvidime,
na to aby sme dostali podobné tvrdenia pre TubovoIné topologické priestory, bude potrebné
nahradit postupnosti nejakym vSeobecnejsim typom konvergencie.

Tvrdenie 5.2.9. Nech X je priestor vyhovujici prvej axiéme spocitatelnosti. Nech a € X a
A C X. Potom a € A prive vtedy, ked existuje postupnost (x,)>, takd, Ze x, — A a vsetky
cleny tejto postupnosti lezia v A.

Dékaz. Vyplyva z lemy [5.2.7

Nech B, = {U,;n € N} je spoéitatelnd baza okoli v bode a. Bez ujmy na vSeobecnosti
moZzeme predpokladat, ze pre kazdé n plati U,, D U,,4+1 (tiloha .

Z toho, Ze a € A, dostaneme ze U,, N A # ) pre vietky n. Pre kazdé n si vyberme nejaky
bod z,, € U,NA. Potom z,, je postupnost prvkov z A. Staci uz len ukazat, Ze tato postupnost
konverguje k a.

Pre lubovolné otvorené okolie U > a mame nejaké ng také, ze a C Uy, C U. Potom aj
pre kazdé n > ng plati z, € U, C U. Teda a je skutocne limita postupnosti, ktort sme
vybrali. U

Tvrdenie 5.2.10. Nech X je priestor vyhovujici prvej axiome spocitatelnosti a C C X.
Mnozina C je uzavretd prdve vtedy, ked pre kazZdi postupnost (xy,)52, prvkov z C plati, Ze ak
a je limita tejto postupnosti, tak a € C.

Dékaz. Vyplyva z dosledku

Sta¢i ndm ukédzat C' C C.

Nech a € C. Podla tvrdenia tvrdenia potom existuje postupnost prvkov z C taka,
7e T, — a. To ale znamenad, ze a € C. O

O podmienke vystupujiice v dosledku [5.2.8 a tvrdeni [5.2.10] sa budeme este rozpravat.
Aby sme ju nemuseli vzdy vyjadrovat takto zdlhavo, zavedme si pre takéto mnoziny nejaki
terminologiu.

Definicia 5.2.11. Nech (X, T) je topologicky priestor a C' C X. Mnozina C je sekvencidlne
uzavretd, ak pre kazda konvergentni postupnost prvkov z C patri do C' aj jej limita.

(Vne Nz, e C)N(zy, 5> a)=>a€C
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Teda vlastne sme si zatial ukazali to, ze uzavretd mnozina je aj sekvencidlne uzavreta
(v Iubovolnom topologickom priestore). A v priestoroch s prvou axiémou spocitatelnosti tito
implikdciu mozno obratit, vtedy je kazda sekvencidlne uzavretd mnozina aj uzavreta.

Poznamka 5.2.12. Uvedené tvrdenia vlastne hovoria, Ze v priestoroch s prvou axiémou
spocitatelnosti nam informécia o tom ako vyzeraja limity postupnosti jednoznac¢ne urcuje
uzavery mnozin a aj to, ktoré mnoziny st uzavreté. To znamenad, ze limity postupnosti v ta-
kychto priestoroch jednoznac¢ne urcuju topoldgiu.

Vlastne cielom tejto kapitoly je zaviest konvergenciu sieti a filtrov a ukazat, Zze pomocou
nich dostaneme nie¢o podobné pre kazdy topologicky priestor, uz bez obmedzenia na priestory
so spocitatelnou bazou okoli.

Poznamka 5.2.13. KedZe my sa tymito triedami podrobne zaoberat nebudeme, tak som
nezavadzal pre ne samostatné definicie. Aspon vsak spomeniem, Ze priestorom ktoré vyhovuja
podmienke z tvrdenia [5.2.9] sa zvykne hovorit Fréchetove—Urysohnove priestory. Priestory,
v ktorych plati charakterizacia uzavretych mnozin z tvrdenial5.2.10} st sekvencidlne priestory.
(T.j. st to také priestory, kde kazd4 sekvencidlne uzavretd mnozina je uzavreta.)

Ak by niekoho tieto triedy priestorov zaujimali viacej, pekny prehlad o nich déva ¢lanok
[Go]. D4 sa o nich vela ndjst aj v dalsich textoch, napriklad v [APL Section 1.8], [El Section
1.6].

5.2.2 Priestor C(w) a konvergencia postupnosti

Poznamka 5.2.14. Hlavne z toho dovodu, ze sa nam takéto pozorovanie budeme chciet
neskor zovSeobecnit, si mézeme vSimnit ako konvergencia postupnosti sivisi s priestorom
C(w). Pripomenime, Ze tento priestor sme definovali v priklade tak, zZe islo o priestor
na mnozine N U {oo} = {0,1,2,...} U {o0}, pri¢om vSetky prirodzené éisla su izolované a
okolia bodu oo st doplnky koneénych mnozin.

Ak méme nejaki postupnost (z,)52, v priestore X, tak pomocou nej mézeme definovat
zobrazenie T: C'(w) — X nasledovny spésobom

_ {xn ak n eN,
Z(n) =
a akn=oc.

Inak povedané, zobrazenie T sme definovali tak, ze Ty = z a dodefinovali sme hodnotu
v jedinom chybajicom bode ako Z(co0) = a. Toto zobrazenie je znédzornené na obrazku
Toto zobrazenie ndm déva ekvivalentnt charakterizaciu konvergencie postupnosti: Plati
totiz x, — a prave vtedy, ked zobrazenie T je spojité.
Dokaz tohoto vysledku sme ponechali ako cvifenie — tloha [5.2.1] Neskor si ukdzeme
vSeobecnejsiu verziu tohoto vysledku ako tvrdenie [5.3.20]

Mézeme si tiez vSimnut, ze ak (ng);, je postupnost prirodzenych Cisel, tak sa na tito
postupnost mézeme pozriet v topologickom priestore C'(w), ¢i plati ny — oo. Je to vtedy,
ked

(VN € N)(Tko € N)(k > kg = np > N).

Teda je to presne to, ¢o si pod zdpisom nj — oo prirodzene predstavime.

5.2.3 Sekvencidlna spojitost

Ak méame k dispozicii spocitatelnii bazu topoldgie, tak vieme spojitost popisat pomocou
postupnosti.
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Obr. 5.1: Stvis priestoru C'(w) s konvergenciou postupnosti

Definicia 5.2.15. Nech X, Y st topologické priestory a f: X — Y je zobrazenie. Hovorime,
7e zobrazenie f je sekvencidlne spojité, ak pre ITubovolni postupnost (z,)52, v priestore x
7 T, — a vyplyva f(z,) — f(a). (T.j. ak postupnost (x,)52, konverguje k a, tak postupnost
(f(zn))aZo konverguje k f(a).)

Ty —a = f(zn) = f(a)

Zo spojitosti vyplyva sekvencialna spojitost. Obratené tvrdenie neplati vo vseobecnosti,
plati vsak v priestoroch vyhovuja

Tvrdenie 5.2.16. Nech X, Y si topologické priestory a f: X — Y je zobrazenie. Ak f je
spojité, tak [ je sekvencidlne spojité.

Dékaz. TODO O

Mobzeme sa pozrief na to, ze pomerne jednoducho mézeme tento smer dostat aj na zaklade
popisu konvergencie postupnosti pomocou priestoru C(w).

Ing dékaz. TODO T je spojité = f o T je spojité O

Tvrdenie 5.2.17. Nech X, Y st topologické priestory a navySe X spliia prod aziému spo-
citatelnosti. Ak zobrazenie f: X — 'Y je sekvencidlne spojité, tak je aj spojité.

Dékaz. Podla tvrdenia nam staci ukézat, ze pre Tubovolni podmnozinu A C X plati

fIA] C fIA]

Ak b € f[A], znamen4 to, ze b = f(a) pre nejaké a € A. Z tvrdenia potom mdme, Ze
existuje postupnost (a,)22, prvkov z a taka, Ze a,, — a. Zo sekvencidlnej spojitosti potom
méame aj f(a,) — f(a), ¢o znamend, Ze

b= f(an) € f[A].

Overili sme, ze kazdy prvok z f[A] patr{ aj do f[A], éim je dokdzand uvedend inklizia. O

Iny dokaz. Podla tvrdenia nam staci ukazat, ze ak C je uzavretd mnozina v Y, tak aj
F70] je uzavreta.

Nech teda C' C Y je uzavretd mnozina. Zoberme Iubovolni postupnost (z,)32, prvkov
z f71[C] a predpodkladajme, Ze z,, — a. Nasim cielom je ukdzat, Ze aj a € f~1[C], pretoZe
potom z tvrdenia dostdvame uzavretost mnoziny f~1[C].

Na zaklade sekvencidlnej spojitosti z x,, — a vyplyva f(x,) — f(a). PretoZe C' je uzavretd
mnoZina, dostavame aj f(a) € C, a teda skutoéne plati a € f~1[C]. O
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Citatel, ktorého zaujali tieto triedy priestorov, sa méze zamysliet nad tym, ktory z uve-
denych dokazov bude fungovat pre Fréchetove—Urysohnove priestory resp. pre sekvencialne
priestory — pozri poznidmku A tiez nad tym, ¢ by sa podobny dokaz dal vyuzit pre
spojitost v bode.

5.2.4 Podpostupnosti, hromadné body

Tieto pojmy nas budi zaujimat najmé pre vSeobecnejsie typy konvergencie, ktorymi sa
chceme zaoberat vo zvysku tejto kapitoly. Uvedme vsak aj pre postupnosti aspon definiciu a
pozrime sa na to, ako veci funguju v priestoroch splnajucich prvi axiému spocitatelnosti.

Definicia 5.2.18. podpostupnost
mame k,, — 00

(Tk, oo

Definicia 5.2.19. Nech (z,,)22 je postupnost bodov topologického priestoru X. Bod a € X
je hromadny bod ak pre Iubovolné okolie U bodu a a pre lubovolné ng € N existuje n > ng
také, ze x, € U.

(YU € 0,)(Vng € N)((ng,00) Nz~ [U] # 0) (5.3)

Lema 5.2.20. Nech X je topologicky priestor. Ak a je limita postupnosti (x,)5%, tak a je
aj hromadng bod tejto postupnosti.

Dokaz. Nech U je Iubovolné okolie bodu a. Potom existuje ng € N také, ze z, € U pre
vsetky n > ng. Specidlne, pre n = ng potom plati n > ny a sucasne x,, € U. O

Tito implikdciu vidno aj ak porovname (5.2) a (5.3). Z (ng, c0) C x~1[U] totiz vyplyva
(o, 00) N~ [U7] = (ng, 50) #0.

Tvrdenie 5.2.21. Nech X je priestor vyhovujici prvej axiome spocitatelnosti a a € X. Bod
a je hromadngm bodom postupnosti (x,,)>2, prave vtedy, ked existuje podpostupnost (x,, ),
ktord konverguje k a.

Dokaz. TODO O

5.2.5 Postupnosti nam nestacia

Vieme, ze v priestoroch s prvou axiémou spocitatelnosti sa pomocou konvergencie postupnosti
dé jednoznacne popisat topoldgia. (A podobné tvrdenia pre metrické priestory pozndme uZ
z nizsich ro¢nikov.) Ak X mé v kazdom bode spoéitatelni bazu okoli a A C X, tak plati:
e Bod x patri do A prave vtedy, ked existuje postupnost (a,)3%, prvkov z A, ktora
konverguje k .
o Mnozina A je uzavretd prave vtedy, ked pre kazdd konvergentni postupnost (a,)S
aj jej limita patri do A.
Ukéazeme si, ze vseobecne v topologickych priestoroch uz podobné tvrdenia nemusia platit.
V nasledujucich castiach uvidime, ze ked namiesto postupnosti zoberieme niektoré vseobec-
nejsie typy konvergencie, tak uz podobné tvrdenia budu platit — to je do znac¢nej miery
motivacia, preco takéto zovsebecnenia postupnosti mézu byt uzitoéné a oplati sa ich studo-
vat.
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Priklad 5.2.22. Zoberme si priestor X = {0, 1}® so sti¢inovou topolégiou. (T.j. topologicki
mocninu dvojprvkového diskrétneho priestoru.)

Vsimnime si, ze kazdy bod z X sa da vyjadrit v tvare x s pre nejakit mnozinu M C R,
kde x 4 oznacuje charakteristickti funkciu mnoziny M, t.j.

(@) 1 akze M,
€Tr) =
xat 0 akad M.

Ak sa pozerame na bazové okolia takéhoto bodu v sicinovej topoldgii, tak to znamend, ze si
vezmeme nejakid koneénd mnozinu bodov z R, na ktorej méame predpisané hodnoty zhodné
S XM, & v ostatnych bodoch mo6zu funkcie patriace do bazového okolia nadobudat Tubovolné
hodnoty.

V tomto priestore budeme pracovat s réoznymi postupnostami a ich limitami. Pre avahy,
ktoré budeme robit tu, ndm bude stacit uvedomit si, ze

XM, — XM = M C U M, (54)
neN
Predpokladajme, ze € M, t.j. xar(x) = 1 pre nejaké € R. Potom mnozina {f € X; f(x) =
1} je okolie bodu xas. Toto okolie musi obsahovat niektoré y s, . (Dokonca musi obsahovat
vSetky pocnic istym ng.) Teda mame nejaké n, pre ktoré plati xar, (x = 1), t.j. x € M,.
Zoberme si teraz mnozinu

A ={xp; F je koneénd podmnozina R.}

Chceme ukézat, Ze yg € A, ale neexistuje postupnost prvkov z A, ktord by konvergovala
k xr. Z toho vidime, ze tvrdenie [5.2.9 neplati pre Iubovolné topologické priestory.
Kazdé bazové okolie bodu xgr je tvaru

Up={feX;(Vz € F)f(z) =1},
kde F' C R je konec¢né. Toto okolie obsahuje bod xr, Cize
UrNA#(.

Teda, vidime, Ze naozaj yr € A.
Sucasne vieme povedaf, Ze neexistuje postupnost (x g, )22, prvkov z A konvergujica k xg.
Podla (5.4) by to totiz znamenalo, Ze
R=|] F..

neN

Zjednotenie na pravej strane tejto rovnosti je vSak spocitatelnd mnozina.
Pozrieme sa eSte na takuto podmnozinu priestoru X:

B = {xc;C je spocitatelna}.

Pre kazda konvergentni postupnost prvkov z B aj jej limita patri do B: Ak x¢, konverguje
k xp, tak mame
Dc |,
neN

Co znamena, ze D je spocitatelnd a xp € B

Sticasne vsak B nie je uzavretd mnozina, kedze yg € B\ B.

Vidime, ze v tomto priestore neplati ani podmienka z tvrdenia (Inak povedané,
nasli sme podmnozinu B, ktora je sekvencidlne uzavretd ale nie je uzavretd.)
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{chkonverPost
Priklad 5.2.23. Zoberieme si mnozinu

X = W1 +1= (O,w1>,

t.j. mnozinu vsetkych spocitatelnych ordindlov, ku ktorym sme pridali este aj prvy nespo-
¢itatelny ordindl wq. Na tejto mnozine uvazujeme topoldgiu uréenti usporiadanim (definicia
E6).

Nech A = X \ {w;}. Potom plati w; € A a sti¢asne neexistuje ziadna postupnost prvkov
z A konvergujica k w.

Kazdé okolie bodu wy mé tvar (o, w;) pre nejaky spocitatelny ordindl «.. Teda toto okolie
obsahuje aj ordinal a 4+ 1 < wy, ¢iZe m4 neprazdny prienik s A. Skutocne teda plati w; € A.

Nech ()5 je lubovolnd postupnost spocitatelnych ordindlov (., )52 ,. Potom aj oo =

sup v, je spocitatelny ordinal{’| Potom («, w1 ) neobsahuje Ziadne ¢leny tejto postupnosti, ¢ize
neN
a,, nekonverguje k wy.

Tento priklad sa da preformulovat tak, aby sa dal ¢itat aj bez znalosti o ordindlnych
¢islach — sta¢i ndm vediet nieco o dobre usporiadanych mnozindch. (Potrebujeme vediet aj
Co je Wy, ale aj toto kardinalne ¢islo sa da zaviest tak, ze pouzivame iba dobré usporiadania
a neodvolavame sa na vlastnosti ordinalov.

)

Priklad 5.2.24. Nech X mnozina kardinality N;.
Zoberme si nejaké usporiadanie na X také, ze vsetky jeho pociatocné tseky st spocita-

telné. (Pozri pozndmku )
TODO

st : PRIKLOMEGA 1NONSEQDUM}

Cvicenia
{chkonverPost : ULOCOMEGA}
Uloha 5.2.1. Dokazte tvrdenie z pozndmky|5.2.14] t.j. a je limita postupnosti (z,)52, préve

vtedy, ked zodpovedajice zobrazenie T: C(w) — X je spojité.

5.3 Siete

Videli sme, ako mo6zeme v topologickych priestoroch definovat konvergenciu postupnosti.
Tento typ konvergencie vsak nie je pre nas celkom uspokojivy — chceli by sme nejaky typ kon-
vergencie, ktory uplne charakterizuje topoldgiu priestoru, s ktorym pracujeme. (Podobnym
sposobom ako konvergencia postupnosti jednoznac¢ne urcuje uzavreté mnoziny v priestoroch
vyhovujucich prvej axiéme spocitatelnosti — tvrdenia a . Konvergencia sieti je
jeden zo spOsobov ako nieco takéto dosiahnut. Navyse ma ti vyhodu, Ze sa do zna¢nej miery
podoba na konvergenciu postupnosti — takze ndm pomoze intuicia, ktorta sme si uz vybudovali
pre metrické priestory.

V literattire sa niekedy mozete stretnif s konvergenciou sieti aj pod nazvom Moorova-
Smithova konvergenciaﬂ

1Ak pouzivame van Neumannovu definiciu ordindlov, tak tento fakt dostaneme jednoducho z toho, Ze

a = U je zjednotenie spocitatelne vela spocitatelnych mnozin, a teda je to opét spocitatelnd mnozina. Aj
neN
bez tejto definicie mozeme zddvodnit td istd vec na zdklade toho, ze mnozina {8 € On; 8 < a} = U {B €
neN

On; B < an} je spocitatelnd.
2Eliakim Hastings Moore (1862-1932); ten isty Moore ako pri Moore-Penroseovej inverzii, ale iny Moore
ako pri Mooreovej rovine.
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5.3.1 Definicia siete a limity siete

Definicia 5.3.1. Nech < je relacia na neprazdnej mnozine D. Mnozina D sa nazyva nahor
usmernend mnozina, ak

(NU1) Pre kazdé d € D plati d < d. (reflexivnost)

(NU2) Pre lubovolné dy 23 € D z dy < dg a dy < ds vyplyva di < ds.

(NU3) Pre lubovolné d; 2 € D existuje d € D tak, ze d; < d a dy <d.

Podmienky a|(NU2)| st vlastne dve podmienky z definicie ¢iastocne usporiadanej
mnoziny (reflexivnost a tranzitivnost), ale vynechali sme antisymetriu. Takéto reldcia sa nie-

kedy nazyva aj kvaziusporiadanie. Teda stru¢ne mozeme definiciu nahor usmernenej mnoziny
zhrnut tak, Ze je to kvaziusporiadand mnozina pricom navyse mame pre kazdd dvojicu prv-
kov horné ohranicenie. Indukciou sa lTahko ukéze, ze potom mame horné ohranicenie aj pre
lubovoIni konecni podmnozinu mnoziny D.

Poznamka 5.3.2. V literature sa stretnete aj s tym, ze niektori autori pri definicii nahor
usmernenych mnozin a sieti pouzivaju ¢iastocné usporiadanie, teda vyzaduju aj antisymetriu.
Definicia bez tejto poziadavky je vsak Castejsia a z viacerych dévodov sme si ju vybrali aj my.
(Napriklad preformulovanie definicie Riemannovho integralu pomocou sieti v priklade [5.3.27
je asi najprirodzenejsie podat takymto spésobom, ak by sme vyzadovali antisymetriu, museli
by sme zmenit aj to, ako usporiadavame delenia intervalu.)

Priklad 5.3.3. Kazd4 linedrne usporiadand mnozina je nahor usmernend mnozina.

Priklad 5.3.4. Kazdy zviz je nahor usmernend mnozina — kedze zvéz je ¢iasto¢ne usporia-
dana mnozina, v ktorej pre lubovolné dva prvky z, y existuje ich suprémum z V y a infimum
TANY.

Teda napriklad (P(X),C) a aj (P(X), D) st nahor usmernené mnoziny.

Nahor usmernena mnozina tvorena bazou okoli nejakého bodu bude dolezita vo viacerych
ddkazoch. (Budeme pouzivat aj viaceré dalsie nahor usmernené mnoziny, ktoré si vytvorené
pomocou tejto mnoziny.)

Priklad 5.3.5. Nech B, je baza okoli bodu x v nejakom topologickom priestore. Potom
(B:,2) je nahor usmernend mnozina. Podmienky a [[NU2)| vyplyvajt z toho, ze ide
o ciastoCne usporiadani mnozinu. Na overenie podmienky si sta¢i vSimnuf, ze ak
Ui € B, tak existuje bazové okolie U € B, také, ze U C U; N Uz, kedze Uy N U, je tiez
otvorend mnozina.

Tato nahor usmernend mnozina a aj niektoré nahor usmernené mnoziny skonstruované
pomocou nej sa nam c¢asto budud hodit v réznych dékazoch.

Siet v topologickom priestore X definujeme ako Tubovolné zobrazenie z nahor usmernenej
mnoziny do X.

Definicia 5.3.6. Nech D je nahor usmernend mnozina a X je topologicky priestor. Zobra-
zenie d — x4 z D do X budeme nazyvat siet a oznacovat (z4)aep.

Konvergenciu sieti definujeme sposobom do istej miery podobnym na definiciu limity
postupnosti.

Definicia 5.3.7. Nech X je topologicky priestor a (x4)4ep je siet v X. Hovorime, Ze siet
(4)aep konverguje k bodu a € X, alebo tiez Ze a je limita siete (x4)qep, ak pre kazdé
otvorené okolie U > a existuje dy € D také, ze x4 € U pre kazdé d > dj.

(VU € 0,)(3do € D)(Vd € D)(d > dy = x4 € U) (5.5)
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Oznadenie: a € limzy, x4 — a. (Pripadne aj a € gir% x4 alebo x4 ﬁ a, ak je dolezité
€ €

zdoraznit na akej nahor usmernenej mnozine pracujeme.)

Opéat moézeme zopakovat viaceré veci, ktoré sme spomenuli pri postupnostiach.
Pretoze siet je zobrazenie z: D — X, mdzeme pouzivat vzor ¢i obraz nejakej mnoziny, ak
sa nam to niekedy bude hodit na prehladnejsie zapisanie nejakého oznacenia.

(YU € 0,)(3dy € D)({dy,0) C 2~ [U]) (5.6)

Takisto by sme mohli takmer doslovne zopakovat pozndmku [5.2.5 o tom, ze limita siete
nemusi byt uréend jednoznacne, a z toho dévodu musime byt opatrnejsi pri volbe oznace-
nia. V hausdorffovskych priestoroch je vsak uz limita urcend jednoznacne a tato podmienka
dokonca charakterizuje Ts-priestory — veta [5.3.18]

Poznamka 5.3.8. V tomto okamihu by mohlo byt aspon trochu jasné, preco sa prave pod-
mienka by mohla byt vhodna, ak chceme nejako zovSeobecnif pojem limity.

Ked sme zacinali pracovat s dokazmi o limitach pre redlne funkcie a tiez v metrickych
priestoroch, tak sme velmi Casto pouzivali ,e—§-gymnastiku“, resp. v pripade postupnosti
skor e-N. V mnohych dokazoch sme potrebovali aproximovat nejaka vzdialenost, pricom
sme ju vedeli odhadnif nie¢im na zlozky, ¢o sme vedeli pre c¢leny nasledujtice za ny, no
odhadniit s presnostou 5. Potom sme zobrali ng = max{ni,n2} a dostali sme, Ze pre n > ng
platila tdto podmienka uz s presnostou e. (Napriklad ak sme mali |z, —z| < § pren > n; a
lyn — y| < 5, tak sme vedeli dosiahnut |(z, +yn) — (x —y)| <e€.)

Dolezité bolo, ze sme mali k dispozicii prvok ng taky, ze ng > ny aj ng > no. Teda
pre vietky Cleny postupnosti od ng sme uz mali zabezpeceni sicasni platnost oboch 5-
podmienok. Presne tomu zodpovedd v definicii nahor usmernenej mnoziny do, ze pre kazdu
dvojicu prvkov chceme maft nejaky prvok, ktory lezi siicasne nad oboma.

Samozrejme, niekedy sme potrebovali aj viac ako dva odhady, napriklad sme rozdelili
odhadovany vyraz na tri cleny a pouzili € = § + £ + 5. Ak vSak mdme v nahor usmernene;
mnozine nejaky horny odhad pre dva prvky, indukciou vieme Tahko ukazat Ze ho mame aj
pre Iubovolny konecény pocet prvkov.

Uplne zakladnym prikladom sieti st pre nds postupnosti.

Priklad 5.3.9. Ako Specidlny priklad konvergencie sieti dostaneme konvergenciu postupnosti
— vtedy, ked sa pozerdme na siete na usmernenej mnozine (N, <).

V podstate sa tato kapitola d4 zosumarizovat aj tak, ze sa budeme chcief pozriet na
rozne vlastnosti postupnosti, o ktorych vieme, Ze platia v metrickych priestoroch (pripadne
v priestoroch vyhovujicich prvej axiéme spocitatelnosti) a budeme sa snazit pozriet, ¢i po-
dobny vysledok alebo jeho vhodné zovSeobecnenie plati pre siete v Tubovolnom topologickom
priestore.

Neskor budeme vidiet viacero dalsich prikladov sieti, ktoré sa vyrazne lisia od postupnosti.
Teraz sa vsak podme pozriet na to, ¢o sa stane ak usmernend mnozina D ma maximalny
prvok. Robime to hlavne preto, ze si chceme ukazat, ze v tomto pripade je situdcia pomerne
jednoduché a takéto usmernené mnoziny nas pri konvergencii sieti nebudi velmi zaujimat.

Priklad 5.3.10. Nech D je usmernena mnozina, ktord ma najvacsi prvok M = max D. Po-
tom o konvergencii siete vlastne rozhoduje iba prvok x ;. Dostaneme, Ze (z4)4ep konverguje
k a prave vtedy, ked pre kazdé okolie U € O, plati zp; € U. To ekvivalentne mézeme povedat
tak, ze a € {zp}. (Ak navySe vieme, ze pracujeme v Tj-priestore, tak vlastne dostavame, ze
jedind limita je a = xzp;.)
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Ak niekomu pri definicii limity siete napadlo, ¢i by sme v definicii mali brat podmienku
d > dy alebo d > dy, tak odpoved suvisi presne s takymito usmernenymi mnozinami. Definicia
s ostrou nerovnostou by nefungovala pre siet na usmernenej mnozine s maximalnym prvkom,
pretoze vtedy by sa mohlo stat, ze neexistuju ziadne prvky v D vyhovujice podmienke
d > dy. Ak vsak mdme usmerneni mnozinu, ktord neméd maximélny prvok, tak uz moézeme
brat v definicii ostri aj neostrii nerovnost — dostaneme tak ekvivalentné definicie.

Je uzitoéné si vSimnut, ze nam staci brat bazové okolia bodu a — to sa ukaze vcelku
priamociaro. Plati to vSak aj pre subbazu — tu v dokaze vyuzijeme, Ze mnozina D je nahor
usmernena.

Tvrdenie 5.3.11. Nech (z4)aep je siet v topologickom priestor (X,T) a nech a € X. Nech
S je subbdza topoldgie T. Siet (x4)aep konverguje k a prdve vtedy, ked pre kazdé U € S
obsahujice a existuje dy € D také, zZe xg € U pre kazdé d > d.

(UVSGU € S)(3dy € D)(dzvdod €D)xqgeU

Dokaz. Predpokladajme, ze uvedena podmienka je splnena pre lubovolni mnozinu zo sub-
bazy, chceme overit, Ze plati aj pre bazové mnoziny.

Nech U € B, kde B je béza urcena subbazou S. To znamend, ze U = Uy N --- N Uy, pre
nejaké Uy, ..., U, € S.

Pre kazdé i = 1,...,k mame d; € D také, ze x4 € U; pre vSetky d > d;. Na zaklade
[[NU3)| existuje nejaké dy také, ze dy > d; pre i = 1,..., k. Potom pre d > dy plati

zqeU=UNn---NU.

5.3.2 Limity sieti popisuja topolégiu

Viackrat sme ako motivaciu na zavedeni sieti spomenuli, ze pomocou postupnosti vieme
popisat uzaver resp. uzavreté mnoziny len v priestoroch vyhovujicich prvej axiéme spoci-
tatelnosti. Podme sa presvedcit, ze ak pouzijeme siete, tak uz analogické vysledky funguja
v akomkolvek priestore.

V tomto dokaze i na inych miestach sa nam bude hodit nasledovna konstrukcia siete na
usmernenej mnozine pozostavajicej z okoli niektorého bodu (pozri priklad . Sformu-
lujme si teda tvrdenie o jej konvergencii ako samostatni lemu.

Lema 5.3.12. Nech X je topologicky priestor a a € X . Predpokladajme, Ze pre kazdé U € O,
mdme nejaky bod xy € U. Potom siet (xy)ueo, na nahor usmernenej mnozine (O, D)
konverguje k a.

To isté turdenie plati ok O, nahradime nejakou bdzou okoli B, v bode a.

Dokaz. Nech V je lubovolné okolie bodu a. Potom pre kazdé U € O, také, ze V O U mame
zy eUCYV,

Cizeajaxy €V.
Druh4 éast tvrdenia mé podobny dokaz, ktory ponechame ako cvicenie — tiloha O

Veta 5.3.13. Nech (X, T) je topologicky priestor, a € X a A C X. Potom a € A prdve
vtedy, ked existuje siet (xq)qcp takd, Ze xq — A a pre véetky d € D plati xq € A.

acAde (H(xd)deD)[(Vd)xd €EANxg — a}
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Dokaz. Nech a € A. To znamend, ze pre kazdé okolie U bodu a je prienik U N A # ().
Vyberme Iubovolné zy € UN A. Potom (2 )uco, je siet, ktorej vSetky ¢leny lezia v a a ktord
podla lemy konverguje k a.

Ak z4 — A, tak pre kazdé okolie U bodu a existuje dy také, ze x4, € UNA. (Dokonca
do tejto mnoziny patria aj vSetky x4 pre d > dp.) To znamend, Zze U N A je neprdzdna pre
vietky U € O,. Podla tvrdenia to znamen4, 7e a € A. O

Veta 5.3.14. Nech (X,T) je topologicky priestor a C C X. MnoZina C je uzavretd prdve
vtedy, ked pre lubovolni konvergentni siet pozostdavajicu z bodov patriacich do C aj kazdd jej
limita patri do C'.

Dékaz. Nech C' je uzavretd mnozina a (x4)qep je konvergentnd siet, pri¢om pre vsetky
d € D mame z4 € C. Ak a je limita tejto siete, tak z vety [5.3.13| a z uzavretosti mnoziny C
dostaneme

aeC=C.

Nech C' C X je mnozina uzavretd vzhladom na limity sieti. Pre kazdé a € C' mame
z vety p.3.13| Ze a je limita siete pozostavajucej z prvkov C, a teda a € C. Tym sme dostali,
ze C' C (', ¢o znamena, ze C je uzavreta, O

Poznamka 5.3.15. Vidime teda, ze ak mame zadané to, aké si limity sieti v danom pries-
tore, tak st tym uz jednoznac¢ne urcené uzavreté mnoziny. To znamend, ze konvergencia sieti
jednoznacne urcuje ako vyzera topologia.

Pre niektoré ticely je velmi uzitoény popis topoldgie pomocou sieti. To plati najmé vtedy,
ak nejaktu topologickd vlastnost alebo topologickil konstrukciu vieme charakterizovat po-
mocou sieti — a presne takymito otazkami sa budeme aj zaoberaf. Napriklad budeme mat
rozumnu charakterizaciu hausdorffovskosti aj kompaktnosti pomocou sieti. Siete nam daji
aj pekny popis stcinovej topologie (alebo vSeobecnejsie inicidlnej topoldgie.)

Pozrime sa na priklady z ¢asti[5.2.5] v ktorej sme ukézali, Ze vo vSeobecnosti pomocou
postupnosti nevieme popisat uzdver mnoziny resp. zistit ¢i je dand mnozina uzavreta.

Priklad 5.3.16. Budeme pracovat v priestore {0, 1}*. Pripometime, Ze kazdy prvok v tomto
priestore sa da vyjadrit ako y 4 pre nejaké A C R.
Zoberme mnozinu

D = {F CR; F je konetna}.

Mnozina (D, C) je nahor usmernend mnozina. Na nej mézeme definovat siet ako (xr)rep-
Vsetky xp lezia v mnozine A z prikladu[5.2.22] V tomto priklade sme videli, ze g patri do
uzéveru mnoziny, ale nekonverguje k nemu Ziadna postupnost prvkov z A.

Uvedena siet konverguje k xg.

Staci si uvedomit, ze kazdé okolie bodu xr je urc¢ené nejakou konec¢nou mnozinou F, pre
ktord pozadujeme, aby na stradniciach z F' bola hodnota rovné 1.

Up={f€X;(Vz € F)f(z) = 1}
Ak vSak zoberieme Iubovolnt koneénti mnozinu F’ D F, tak mame xp € Up.

Priklad 5.3.17. TODO (0,w)
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5.3.3 Jednoznac¢nost limity a hausdorffovské priestory

Veta 5.3.18. Nech (X, T) je topologicky priestor. Priestor X je hausdorffovsky prdve vtedy,
ked kazdd siet v X md nanajvys jednu limitu.

Doékaz. Nech X je hausdorflovsky priestor a nech (z4)qep je siet v priestore X. Pred-
pokladajme, Ze a aj b su limity tejto siete, pricom a # b.
Nech U 3 a, V > b st nejaké okolia bodov a, b. Potom existuju d; a ds také, ze

d>dy = x5€U
dZinfEdGV

Z|(NU3)|méme existenciu dy € D takého, ze d > d; a stiCasne d > dg. Potom pre Iubovolné
d>domémexrgcUNV.

d>dy=xzq€eUNV

Dostévame, Ze pre TubovoIné okolia bodov a, b plati U N’V # 0, ¢o je spor s predpokladom,
ze X je hausdorffovsky.
Nech X je nie je hausdorffovsky. To znamena, Ze existuji body a,b € X také, ze
a # b a sucasne
(VU € Og)(VV € O,)U NV £ 0.

Zvolme si pre Tubovolné okolia U > a, V' > b nejaky bod z vy € UNV.
Mnozina O, x Oy s relaciou

UV)<U V)« U2U)A V2V

je nahor usmernend mnozina. (Pozri tlohu [5.3.1])

Teraz uz staci ukazat, ze z(y,y) konverguje k a aj k b. (Tym ukdzeme, Ze v X neplati
jednoznacnost limity.)

Dékaz, ze x(y,yy — a a tiez x(y,yy) — b sa da urobit podobne ako v leme O

5.3.4 Priestor C'(D) a konvergencia sieti

Aj pre siete vieme konvergenciu ekvivalentne popisat ako spojitost zobrazenia z vhodného
priestoru, podobne ako sme to urobili s postupnostami a priestorom C(w) v poznémke
(Ten by sme dostali ako Specidlny pripad, ak za usmerneni mnozinu D zoberieme prirodzené
¢isla s obvyklym usporiadanim.)

Definicia 5.3.19. Pre Iubovolnt nahor usmernentt mnozinu (D, <) definujeme priestor C(D)
nasledovne: Mnozina s ktorou budeme pracovat je D U {oo}, kde 0o ¢ D.
Pre d € D ozna¢me

d={zedz>dU{oc}.

Ak polozime
B={{d};de D}u{d;d € D},

tak dostaneme bazu topolégie na mnozine D U {oo}.
Tento topologicky priestor priestor oznac¢ime C(D).
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Ekvivalentne m6zeme povedat definiciu priestoru D tak, Ze body d € D st izolované ako
béazu okoli bodu co sme zobrali mnoziny tvaru d.

Mali by sme overit, Ze B skutoéne splita podmienky a Vzhladom k tomu, ze
body z D st izolované, jedind menej trividlna cast je overenie toho, ¢i pre dve bazové mnoziny
obsahujice co ndjdeme mnozinu z B, ktora lezi v ich prieniku a obsahuje co. To dostavame

z pre lubovolné dy o € D mame d € D také, ze d > di aj d > dp. To znamena, ze
00 € &\Q cil N C/l\g

Priestor C(D) bude pre nds uzito¢ny aj pri definicii podsieti (pozri poznidmku .
Zaviedli sme ho ale hlavne preto, ze pomocou neho mézeme prirodzenym sposobom popisat
konvergenciu sieti - podobne ako sme to urobili pre postupnosti v poznamke

Siet je vlastne zobrazenie definované na mnozine D. Ak ho rozsirime na C(D) = DU{oo}
tak, ze bod oo zobrazime na a, tak konvergencia k a je ekvivalentna so spojitostou tohoto
zobrazenia.

Tvrdenie 5.3.20. Nech X je topologicky priestor a (xq)acp je siet v X. Nech a € X. Potom
siel (xq)aep konverguje k a prdve vtedy, ked zobrazenie T: C(D) — X definované ako

2(d) = xrq akde D,
a akd=o0

je spojité.
Dékaz. TODO O

5.3.5 Konvergencia sieti a spojitost

Tvrdenie 5.3.21. Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi X, Y.
Zobrazenie f je spojité v bode a prdve vtedy, ked pre kazZdi siet (x4)qep konvergujicu k bodu
a v X aj siet (f(xq))acp konverguje k f(a) v priestore Y.

Ty —a = flxq) = f(a)

Dokaz. Nech f: X — Y je spojité v bode a a x4 — a.
Pre Tubovolné V' € Oy, existuje U € O, také, ze f[U] C V. Potom existuje do € D také,
ze
d>dy = agel.

Potom pre kazdé d > dy mame aj
f(za) € fFIUC V.

Predpokladajme, Ze plati podmienka o obraze konvergentnych sieti. Nech by f nebolo
spojité v bode a. To znamena, ze

(3V € O4(a)) (VU € O,)fIU] L V.

Vyberme si pre U € O, nejaky bod xy taky, ze zy € U a f(zy) ¢ V. Dostédvame teda siet

(zv)veo,-
Podla lemy [5.3.12) madme potom xy — a. Sticasne plati pre kazdé U € O,
flaw) &V,
¢o je spor s tym, ze f(xzy) — f(a). O
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Mbobzeme si v§imnut, ze implikaciu by sme mohli dokézat aj pomocou priestoru C(D) a
jeho vztahu ku konvergencii: Spojitost zobrazenia f v bode a spolu so spojitostou zobrazenia
T v bode oo implikuje aj spojitost zloZeného zobrazenia f o T v bode oo. (Vieme, Ze zloZenie
zobrazeni sa sprava rozumne aj vzhladom na spojitost v jednom bode — tiloha [3.1.5])

Dosledok 5.3.22. Nech X a Y st topologické priestory. Zobrazenie f: X — Y je spojité
prdve vtedy, ked pre kazdi siet (xq)qep v priestore X plati: Ak siet (x4)aep konverguje k bodu
a € X, tak siet (f(zq))aep konverguje k f(a).

g —a = f(xq) — f(a)

Tieto tvrdenia by sme mohli dokazovat aj v opacnom poradi, t.j. najprv dokazat vysledok
o globdlnej spojitosti a z neho odvodit spojitost v bode. Dalo by sa to urobit na zaklad

vysledku z tlohy

5.3.6 Konvergencia sieti a topologické konstrukcie

Je prirodzend otézka, ako sa sprava konvergencia sieti vzhladom na niektoré zakladné kon-
strukcie, ktoré sme spominali — ako si¢in a sucet topologickych priestorov, faktorovy priestor,
podpriestor. Pretoze sme uz videli, Zze vSetky z nich st Specidlne pripady inicidlnej resp. fi-
nélnej topoldgie, vlastne mdézeme niektoré tvrdenia o konvergencii sieti pre tieto konstrukcie
ukézat naraz.

Stcinovi topolégiu — a vSeobecnejsie inicidlnu topolégiu — vieme velmi jednoduchym
sposobom popisat pomocou sieti. (Nemédme vSak podobnt peknii charakterizdciu pre konver-
genciu sieti vo faktorovej topoldgii resp. findlnej topoldgii.)

Veta 5.3.23. Nech X je topologicky priestor s inicidlnou topoldgiou vzhladom na {f;: X —
Y:}. Nech (x4)aep je siet v X ax € X.

Siet (xq)aep konverguje k x (v inicidlnej topoldgii) prdve vtedy, ked pre kazZdé i € I
konverguje siet (fi(xa))aep ku fi(z) (v priestore ;).

Tqg— T & (Viel)fi(zq) — x (5.7)

Zo spojitosti zobrazeni f;: X — Y; mame implikdciu na zaklade dosledku
Zostava teda dokdzat opa¢nt implikdciu, t.j. Ze z konvergencie vsetkych obrazov siete (z4)dep
dostaneme konvergenciu tejto siete v incidlnej topolégii. Pre porovnanie si mézeme ukazat
toto tvrdenie priamo z definicie a aj s pouzitim priestoru C(D).

Doékaz. Podla tvrdenia[5.3.11] sa ndm staci pozriet na to, ¢i Iubovolné subbdzové okolie bodu
x bude obsahovat vsetky ¢leny siete od istého miesta. Pre inicidlnu topolégiu mame subbazu
pozostavajicu z mnozin tvaru f[l [U], kde U € T;. My sa chceme pozriet na takéto mnoziny,
pre ktoré navyse plati 2 € f; '[U], ¢o je ekvivalentné s f;(z) € U.

Kedze siet (fi(zq))aep konverguje ku f;(z) v Y;, dostavame existenciu dy € D takého, ze
pre kazdé d > dy plati

fz(xd) e U.

7 toho hned méame aj
Tq € f{qfl]]

pre vSetky d > dg. O
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Doékaz. Pripometime, ze podla tvrdenia [5.3.20 sa konvergencia siete na usmernenej mnozine

D d& charakterizovat spojitostou zodpovedajiiceho zobrazenia z priestoru C(D) zodpoveda-

jlceho tejto usmernenej mnozine. Vyuzijeme tento fakt pre siete (24)aep aj (fi(2a))den-
Chceme ukézat, ze zobrazenie T: C(D) — X definované ako

k D
2(d) = g akd €,
r akd=o

je spojité. Stucasne vieme, Ze (f;(z4))aep konverguje k f;(x), ¢o znamend, Ze zobrazenie f;oT
je spojité pre kazdé i € I. Potom aj zobrazenie T je spojité. (Na zdklade charakterizédcie
spojitosti zobrazenia do inicidlnej topoldgie — veta m) O

7 toho dostavame popis konvergnecie v topologickom stucine.

Dosledok 5.3.24. Nech (x4)qcp je siet v topologickom sicine [[ X;. Tdto siet konverguje
iel
k bodu a prive vtedy, ked pre kazdé i € I siet (pi(x4))acp konverguje k p;(a) v priestore X;.

Tq—a & (Vi € Dpi(xq) — pi(a) (5.8)

Poznamka 5.3.25. Tento vysledok (spolu s analogickym vysledok pre filtre) vysvetluje,
preco sa Casto v suvislosti so stc¢inovou topologiou stretnete aj s ndzvom topoldgia bodovej
konvergencie.

Aj obratene, ak mame nejakd mnozinu funkcii a zaujimaji nés jej vlastnosti vzhladom
na bodovi konvergenciu, tak moéze byt uzitoéna topologia.

Ako $pecidlny pripad dostdvame aj to, ze siet konverguje v podpriestore préave vtedy,
ked konverguje v celom priestore. Kazdopadne, toto tvrdenie je vcelku trividlne a vedeli by
sme ho dokazat velmi priamociaro aj bez toho, aby sme sa na podpriestor pozerali ako na
Specidlny pripad inicidlnej topologie.

Dosledok 5.3.26. Nech X je topologicky priestor a S je jeho podpriestor. Nech (x4)acp je
siet v S aa € S. Tdto siet konverguje k a v podpriestore S prdve vtedy, ked konverguje k a
v priestore X.

Tiez takto dostavame popis konvergencie sieti v slabej a slabej* topolégii.

5.3.7 Riemannov a Darbouxov integral

Priklad 5.3.27. Viaceré typy integralov redlnych funkcii sa daju zaviest takym spdsobom,
Ze mame nejaké delenia intervalu, na ktorom pracujeme, pomocou nich definujeme integralne
sucty a integral je hodnotu integralu dostaneme z tychto sictov istym limitnym prechodom.
Pripomenme niektoré takéto typy integralov — a sticasne sa pozrime na to, ze tento limitny
prechod moézeme chépat ako limitu siete.

Delenie intervalu (a,b) ako a = zg <21 < -+ < Tp_1 <X, =b, t; €

TODO Riemannov stcet:

S(f,D) = Zf(ti)(a?i —Ti-1)

k=1

TODO Na D — S(f, D) sa mbdzeme pozerat ako na siet.
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TODO Darbouxov siéet:

U(f,d) = o max J@)(xs — zi-1)
=1 6(901,71,330

L(f,d) = . min  f(t)(z; — zi-1)
=1 €<$171;$1>

5.3.8 Nespocitatelné sumy

V réznych kontextoch (redlne ¢isla, normované priestory, topologické grupy) vieme bez prob-
lémov definovat sicet konefne vela prvkov a aj stucet spocitatelne vela prvkov. (V pripade
sCitovania radu treba ddvat pozor na poradie.) Vyskytuji sa aj situdcie, v ktorych sa hodi
mat moznost séitat aj véicsie ako spocitatelné mnoziny.

Pretoze vieme zmysluplne definovat sicet konec¢ne vela prvkov, jedna z moznosti ako
rozsirit tuto definiciu na Iubovolné mnoziny je nasledovna:

Definicia 5.3.28. Nech pre kazdé ¢ € I je x; redlne ¢islo. Oznacme
D = {F CI;F je konetna}
a pre kazdé F € D polozme Sp = Y x;.

i€l

iel

Potom sucet

definujeme ako limitu siete (Sr)pFep na nahor usmernenej mnozine (D, C).

Nie je tazké predstavit si rézne zovseobecnenia — napriklad rovnako by sme mohli postu-
povat, ak by sme namiesto redlnych ¢isel pracovali s nejakym vektorovym priestorom. (Alebo
v principe s akoukolvek struktirou, kde vieme zmysluplne s¢itat konecéne vela prvkov.)

Viac o takomto type suctu sa mozete docitat napriklad v [Sl, Dodatok B], [D, Chapter
9.

Na tomto mieste len zosumarizujeme niektoré vlastnosti:

e Ak z; > 0 pre vsSetky i € I, tak ekvivalentni definiciu by sme dostali ako S = sup Sg.

FeD
o Ak I = N tak S je si¢tom v zmysle definicie [5.3.28 prave vtedy, ked pre kazdé preu-
o0
sporiadanie o: N — N dostaneme ten isty radu S = ) x4

i=0
« TODO

5.3.9 Podsiete

Definicia 5.3.29. Nech z = (z4)4ep je siet v topologickom priestore X. Siet (ye)ecr na
nahor usmernenej mnozine E sa nazyva podsiet siete x, ak existuje zobrazenie h: E — D
také, zZe

Ye = Th(e)

a navyse zobrazenie h splha podmienku

(Vd € D)(3eg € E)(Ve € E)(e > eg = h(e) > d). (5.9)
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Iné oznacenie: (x4, )ecr, kde h(e) = d..

Uvedena definicia moéze vyzerat na prvy pohlad neprirodzene. Jednak pri definicii pod-
postupnosti sme sa vlastne pozerali na zobrazenie z: N — X ziZené na isti podmnozinu
{nk;k € N}. Teda aj tu by sa niikala definicia siete takym spdsobom, Ze by sme zobrali
z|p pre nejakid vhodnt podmnozinu D’ C D. Neskor sa k takejto moZnosti vratime — za-
definujeme takto tzv. kofindlnu podsiet (definicia . S takouto definiciou by sme vsak
neboli spokojni — kofindlna podsiet by nemala vlastnosti podobné ako platia v metrickych
priestoroch pre postupnosti a podpostupnosti, pozri poznamku [5.3.39

Asi by sa patrilo poznamenat, Ze sa v literatire vyskytuju aj iné definicie podsiete, k tomu
sa vratime v poznamke [5.3.37]

Podme sa ale pozriet na podmienku , ktora by na prvy pohlad mohla vyzerat trochu
zéhadne.

Poznamka 5.3.30. TODO h(e) — co v C(D).

Poznamka 5.3.31. TODO podpostupnost je podsiet (z,,)32, pre E = {ny;k € N} a
h(j) =7 (t.j. h je len vloZenie podmnoziny E do mnoziny N)

TODO podsiet postupnosti nemusi byt postupnost; napriklad h: N x N — N, h(z,y) =
max{z,y} splia

Tvrdenie 5.3.32. Ak siet (x4)aep konverguje k a, tak aj kazdd jej podsiet (xq4,)ccr konver-
guje k a.

Doékaz. TODO O

Definicia 5.3.33. Nech (z4)qep je siet v topologickom priestore X. Bod a € X je hromadny
bod siete (z4)qep ak pre kazdé okolie U body z a pre kazdé dy € D existuje d > dy také, ze
zqg € U.

(YU € 0,)(Vdy € D)({dy,00) Nz U] # 0) (5.10)

Tvrdenie 5.3.34. Nech (z4)aep siet v topologickom priestore X a a € X. Bod a je hromadny
bod siete (x4)acp prdve vtedy, ked existuje podsiet tejto siete, ktord konverguje k a.

Dékaz. TODO
Nech a je hromadny bod siete (z4)4ep. To znamend, ze

(YU € 0,)(Vd € D)(z U] N (d, o0) # ().
Mnozina E = O, x D s relaciou
(U1,d1) < (Ua,d2) & (U1 D2 Uz) Ady < do

tvori nahor usmernend mnozinu (pozri tlohu [5.3.1)).
Pre Iubovolné (U, d) € FE si vyberme nejaky prvok

h(U,d) € x~ U] N {(d, 00).

Dostaneme takto zobrazenie h: E — D. Chceme ukéazat, Ze toto zobrazenie urcuje podsiet
siete (24)gep a Ze tato podsiet konverguje k a.
Na zddévodnenie, ze ide o podsiet, staci vyuzif vlastnost

h(U,d) > d.
Z nej vyplyva, ze aj pre vietky (U',d’) > (U,d) mame h(U,d) > d, a teda je splnend pod-

mienka (5.9)).
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Dalej vdaka tomu, Ze
Thw,d) €U
vieme ukazat, ze siet (zy(c))ecr konverguje k a. TODO O

Tvrdenie 5.3.35. Nech (z4)qep siet v topologickom priestore X a a € X. Bod a je hromadny
bod siete (x4)qep prdve vtedy, ked pre kazdé d € D plat{

a € {xe;e € D,e>d}.

Dokaz. O

Dosledok 5.3.36. MnoZina hromadngch bodov siete (xq)acp je uzavretd mnozina v X.

Dékaz. Mnozinu hromadnych bodov siete (x4)4ep moézeme zapisat ako

ﬂ {Ze;e € D,ye > d}.
deD

O

Poznamka 5.3.37. TODO v literatire sa vyskytuji rozne definicie podsiete [Scl 7.14-7.20,
15.38-15.40]

Pri podpostupnosti sme vlastne zobrali nejakt dostato¢ne velktt podmnozinu M = {ny; k €
N} mnoziny N a podsiet bola vlastne ztzenie x| nasej postupnosti na tito podmnozinu. Je
prirodzené sa pytat, ¢i sme nemohli definovat podsiet podobnym sposobom

Definicia 5.3.38. Nech (x4)4ep je siet na nahor usmernenej mnozine D. Nech E C D je
podmnozina taka, ze pre kazdé dy € D existuje e € E s vlastnostou e > dy;

(Vd € D)(3e € E)(e > do). (5.11)

dostaneme tak siet x| na nahor usmernenej mnozine E. (T.j. siet (z¢)ccr.)
Takuto siet nazyvame kofindlna podsiet siete (x4)acp-

Poznamenajme, Ze podmienka skutocne zarudi, ze (E, <) (s usporiadanym zdede-
nym z (D, <)) je nahor usmernend mnozina.

Sposob ako sme zaviedli pojem kofindlnej podisete mézeme preformulovat aj tak, ze v de-
finicii navyse vyzadujeme E C D a zobrazenie h: E — D je dané ako h(e) = e pre
kazdé e € E. (Teda ndzov kofindlna podsiet je opodstatneny, ide skutoéne o podsiet.)

Pre postupnosti dostaneme, Ze kofindlne podsiete st prave podpostupnosti. (Ako sme
videli v pozname podsiet podpostupnosti nemusi byt postupnost.)

Poznamka 5.3.39. TODO kofindlna podsiet nefunguje — tvrdenia a veta ne-
platia, ak namiesto podsiete pouzijeme kofindlnu podsiet.

V priklade [5.5.8] vidime, Ze kofindlne podsiete nestacia na charakterizdciu hromadnych
bodov sieti. V priklade [8:3.10] vidime, Ze kofindlne podsiete nie st postaujtce na popis kom-
paktnosti.
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Cvicenia
Uloha 5.3.1. Nech (D,<;) a (E, <) st nahor usmernené mnoziny. Na mnozine D x E

definujme relaciu
(di,e1) < (da,e2) & (dy <1e1) A (da <3 e2).

T.j. usporiadana dvojice porovnavame tak, ze nerovnost plati na oboch siradniciach.
Dokézte, ze (D x E, <) je nahor usmernend mnozina.

Uloha 5.3.2. Nech pre kazdé i € I je (D;,<;) nahor usmernend mnozina. Na mnozine
D = T] D; definujme reldciu < ako
i€l
d<e<& (Viel)

t.j. prvky sicinu porovndvame po siradniciach. Dokazte, Ze (D, <) je nahor usmernend mno-
Zina.

Uloha 5.3.3. UvaZujeme prvy nespoditatelny ordinal wy s obvyklym usporiadanim. Pretoze
je to linedrne usporiadand mnozina, je to aj nahor usmernend mnozina. Pre tito nahor
usmernentt mnozinu zoberme priestor C(D). Ukazte, Ze v tomto priestore plati oo € D. A
sucasne body oo nie je limitou Ziadnej postupnosti prvkov z D. (Je to priklad podobného
typu ako sme videli v casti — nie je to sekvencidlny priestor. Argument je vSak velmi
podobny na to, ako sme podobnt vec zdévodnili v priklad kde sme pouzili topolégiu
uréent usporiadanim.)

Uloha 5.3.4. Dokézte druhu cast lemy [5.3.12| T.j. ak zy € U pre kazdé U € B,, kde
B, je nejakd baza okoli v bode a, tak siet (xy)yep, na nahor usmernenej mnozine (B,, D)
konverguje k a.

Uloha 5.3.5. Nech (D, <) je nahor usmernend mnozina a z: D — R spiﬁa
(Vd,d € D)(d < d = x4 < z}).

(T.j. je to neklesajuca siet redlnych ¢isel.)
Dokazte, ze ak je tato siet zhora ohranic¢end, tak existuje jej limita L = éin[l) xq a plati
€

L = sup zq4.
deD

Uloha 5.3.6. Ukaite, 7e podsiet podsiete je opét podsiet, t.j. ak (24)aep, (Te)ecr a (xf)rer
st siete na nejakej mnozine X a ak (z.)ecp je podsiet siete (x4)qep a stasne (zf)rer je
podsiet siete (zc)ecr, tak (zf)rer je aj podsiet siete (z4)aep.

Uloha 5.3.7. Pre kazdé i € I majme topologicky priestor X; a siet s(¥): D; — X; na nahor

usmernenej mnozine D;. Ozna¢me X = ][] X;. Zoberme D = [] D; s usporiadanim po
i€l il

stradniciach. (Dostaneme takto nahor usmernentt mnozinu — tloha [5.3.2]) Dokézte, Ze pre

siet s = [[ s®): D — X plati

iel
5=z & (Vi € s — pi(x).
Uloha 5.3.8. Rovnost
% -1~
i€l i€l

sme uz dokézali v tlohe[£.4.10] Vedeli by ste ju nejako zdévodnit pomocou konvergencie siet{?
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5.4 Filtre

5.4.1 Filtre a ultrafiltre

S filtrami a ultrafiltrami ste sa uz mohli stretnit aj na inych predmetoch. (Napriklad v si-
vislosti s logikou a tedériou modelov ste mohli stretnit ultramocniny.)

Definicia 5.4.1. Systém F C P(X) nazveme filter na mnoZine X, ak plati
(FO) 0 ¢ F, F #0

(F1) Ak A,B € F, tak aj ANB € F.

(F2) Ak Ac Fa ACBC X, takaj BeF.

Strucne vlastne teda mdzeme tato definiciu zosumarizovat tak, ze ide o taky systém
podmnozin mnoziny X, ktory je uzavrety vzhladom na konecné prieniky a na nadmnoziny.

Podmienku sme pridali preto, Ze niektoré systémy spliiajice ostatné podmienky,
konkrétne F = 0 a F = P(X), sa ndm pri $tidiu konvergencie nehodia. My sme teda takéto
patologické pripady zakézali priamo v definicii. V literatiire bezne najdete aj definiciu bez
tychto podmienok — vtedy to, ¢o tu nazyvame filter, sa obvykle vola vlastny filter (t.j. nesmie
platit F = P(X)) resp. netrividlny filter (t.j. nesmie platit F = ).

Ako jednoduchy priklad filtra, ktory sucasne naznacuje, ze filtre mozno budd nejako
suvisiet s konvergenciou, moézeme spomentt Fréchetov filter na mnozine prirodzenych cisel.

Priklad 5.4.2. Nech X je nekonefna mnozina. Potom
Cof(X) ={X \ 4; A C X, A je konetnd mnozina}.

je filter na mnozine X. Tento filter budeme volat kofinitny filter alebo Fréchetov filter.
Zvycajne bude z kontextu jasné, na akej mnozine pracujeme, a pouzijeme iba oznacenie
Cof.

Poznamka 5.4.3. TODO mnoziny z filtra = velké mnoziny

Priklad 5.4.4. Nech (X, T) je topologicky priestor a x € X. Potom mnoZina N, vSetkych
okoli bodu x tvori filter na mnozine X.

Definicia 5.4.5. Systém B C P(X) sa nazyva bdza filtra na mnozine X, ak
(BFO) 0 ¢ B, B#0
(BF1) Ak B3 € B, tak existuje B € B také, ze B C By N Bs.

Priamo z definicie je jasné, ze lubovolny filter je sticasne aj baza filtra.
Tvrdenie 5.4.6. Ak B je bdza filtra na mnozina X, tak
F={ACX;(3BeB)B C A}

je filter na mnozine X .

Tento filter budeme nazyvat filter urceny bazou B, niekedy budeme pouZivatl aj oznacenie
FB.

Doékaz. Z|(BF0)| dostaneme platnost |(FO)
(F1)} Ak Fy, Fy € F, tak existuji mnoziny By, By € B také, ze By C Fy a By C Fs.
Potom z|(BF1)| dostaneme existenciu mnoziny B € B takej, Ze

BC B NBy CFNFs.
Z toho uz vidime, ze aj prienik F; N Fs patri do F.

(F2)} Zrejmé. O
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Priklad 5.4.7. Nech B, je baza okoli nejakého bodu z v topologickom priestore X. Potom
B, je béza filtra na mnoZine X. Zodpovedajuci filter je mnoZina N, vSetkjch okoli bodu z

(priklad [5.4.4)).

Priklad 5.4.8. Nech (D, <) je nahor usmernend mnozina a
B = {(d,0);d € D}.
Potom B je béza filtra na mnozine D.

Poznamka 5.4.9. Vo viacerych kontextoch, v ktorych sa pracuje s filtrami, sa niekedy
mozete stretnut aj s pojmom idedlu. Je to pojem, ktory je v istom zmysle dudlny k pojmu
filtra.

Idedl na mnozine X je definovany tak, ze v definicii filtra (definicia[5.4.1)) namiesto uzavre-
tosti na prieniky a nadmnoziny, budeme pozadovat uzavretost na zjednotenia a podmnoziny.
(A tiez vylucime trividlne pripady.)

Ak F je filter, tak mnozina vsetkych doplnkov

I={X\F;FeF}

tvori idedl. A obratene, z idedlu dostaneme filter rovnakym sposobom — zoberieme vsetky
doplnky.
Ultrafiltrom, ktorymi sa budeme teraz zaoberat, zodpovedaju mazimdlne idedly.

Definicia 5.4.10. Filter &/ na mnozine X sa nazyva ultrafilter, ak pre Tubovolné A C X
plati
(AceU) Vv (X\Aecl), (5.12)

t.j. bud mnozina A alebo jej doplnok patri do U.

Z podmienky (5.12]) pomerne lahko dostaneme, ze ak AU B € U, tak A € U alebo B € U
(illoha -4.1})

Tvrdenie 5.4.11. Nech F je filter na mnozine X. Filter F je ultrafilter prave vtedy, ked F
je maximdlny filter vzhladom na inkliziu.

Velmi jednoduchy priklad ultrafiltra dostaneme, ak sa pozrieme na mnoziny
Definicia 5.4.12. hlavng ultrafilter F, = {A C X;a € A}

Lahko sa skontroluje, ze pre lubovolné a € X je F, skutoc¢ne ultrafilter na mnozine X.
Zaujimalo by nas, ¢i existuju aj nejaké iné ultrafiltre. Pri dokaze si budeme musiet pomoct
axiémou vyberu. (Pozri aj pozndmku [5.4.18])

Definicia 5.4.13. Nech X je mnozina a § C P(X). Hovorime, Ze S je centrovany systém ak
kazdy konecny konecny podsystém ma neprazdny prienik. T.j. ak 7 C S je kone¢na mnozina,
tak NS # 0.

Inak: Ak A;,..., A, €S, tak

() Ai #0.
=1

Napriklad kazdy filter (a aj kazd4 béza filtra) je centrovany systém.
Na to, aby sme zmysluplne vedeli pracovat s ultrafiltrami, je velmi dolezity vysledok, ze
kazdy centrovany systém sa da rozsirit na ultrafilter:
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Veta 5.4.14. Pre kazdy centrovany systém S na mnozine X existuje ultrafilter U na X taky,
zeSCU.

Dokaz je do znac¢nej miery ukazka standardného pouzitia Zornovej lemy — overime pred-
poklady Zornovej lemy, z nej dostaneme existenciu maximélneho centrovaného systému, a
o tomto systéme ukdzeme, Ze je to ultrafilter. Pozri aj: [KT, Problem 14.6(c)].

Zornovu lemu vyuzivame v ramci tohoto textu prvykrat — je sformulovana v dodatku ako
veta [A20] v casti[A2]sa daju ndjst aj nejaké dalsie poznamky tykajice sa Zornovej lemy.

Poznamenajme, ze ak by sme chceli dokazat iba to, ze existuje filter na obsahujici S, tak
nepotrebujeme pouzit axiému vyberu a dokaz je pomerne priamociary — tloha[5.4.3

Dékaz. Ponechdvame na citatela. (D4 sa brat ako tloha na precvicenie pouzivania Zornovej
lemy.) O

Definicia 5.4.15. Filter F na mnozine X sa nayzva volny filter, ak (| F = 0.

Tvrdenie 5.4.16. Ultrafilter U na mnoZine X je volnyg prdve vtedy, ked Cof(X) CU.
Déosledok 5.4.17. Ak X # 0, tak existuje volng ultrafilter na mnoZine X.

Dokaz. Stac¢i aplikovat vetu na centrovany systém Cof (X). O

Poznamka 5.4.18. Existencia volnych ultrafiltrov sa nedd dokézat v ZF, ¢iZe nemozem
cakat nejaky konstruktivny dokaz.

Poznamenajme aj to, Ze existencia ultrafiltrov je slabsie tvrdenie, nez axiéma vyberu. T.j.
7 toho, ze kazdy filter (resp. centrovany systém) je obsiahnuty v ultrafiltri sa v ZF eSte nedd
dokazat axiéma vyberu.

Budu sa ndm hodit aj nejaké vysledky o tom, ako filter prenesieme cez nejaké zobrazenie
na ini mnozinu. My budeme potrebovat konkrétne takito konstrukciu:

Tvrdenie 5.4.19. Nech f: X — Y je zobrazenie a F je filter na mnozine X. Potom
FIFI={FCY;f '[F] e F}

je filter na mnozine Y.
Ak navyse plati, Ze F je ultrafilter na X, tak filter f.[F] je ultrafilter na Y.

Dékaz. Podmienka sa overi lahko.
(F1)} Nech Fy, Fs € f.[F]. Potom dostaneme

FHR NE) = RN R e F,

¢o znamena, ze Fy N Fy € f.[F].
Nech Fy € f.[F] a F1 C F5, C X. Potom méme aj

SR C YR

¢o znamena, ze f1[Fy] € F a Iy € f.[F].
(5.12)): Predpokladajme navyse, ze F je ultrafilter. Nech A C Y. Potom plati

FYNA =X\ f1AL
Teda bud f~1[A] € Fa A € f.[F]. Alebo X\ f~![A] € F av tomto pripade Y\ A € f.[F]. O
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Cvicenia

Uloha 5.4.1. Dokézte: Ak U je ultrafilter na mnozine X a A, B C X st mnoziny také, ze
AUB€eU, tak A €U alebo B € U.

AUBeU= (AcU)V(BeU)

Uloha 5.4.2. Nech F je filter na mnozine X. Dokézte, ze F je ultrafilter prave vtedy, ked
pre Tubovolné A C X plati.

(VFe F)ANF#£0)= Ac F.
T.j. ak A je podmnozina X, ktord ma prienik s kazdym prvkom F, tak aj A patri do F.

Uloha 5.4.3. Nech S je centrovany systém na mnozine X. Dokéite, Ze potom:

a) Mnozina B = {S1N---NSy;k € ZT,5; € Sprei = 1,2,...,k} je baza filtra na mnozine
X.

b) Existuje filter F na X taky, ze S C F.

5.5 F-limita

5.5.1 Definicia F-limity

Definicia 5.5.1. Nech X je topologicky priestor, a je bod z X, F je filter na mnozine M.
Nech f: M — X je Iubovolné zobrazenie. Hovorime, ze a je limita funkcie f vzhladom na
filter F alebo tiez F-limita funkcie f ak pre kazdé otvorené okolie bodu a plati

U ={z e M;f(z) €U} € F.
Budeme pouzivat oznacenie a € F-lim f alebo tiez F-lim f = a.

Opét pripomenieme poznamku — limita nemusi byt urcéend jednoznacne, v takom
pripade je lepsie sa vyhniit oznaceniu s rovnostou, resp. ak ho pouzivame, pamétat na nejed-
noznacnost.

V $pecidlnom pripade, ze M = N dostaneme pojem, ktory budeme nazyvat F-konvergencia
postupnosti:

Definicia 5.5.2. Nech a € X, (2,)52, je postupnost v topologickom priestore X a F je
filter na mnozine N. Hovorime, Ze a je F-limita postupnosti (x,)52, ak pre kazdé otvorené
okolie bodu a plati

Ul ={n €N;z, €U} € F.

Budeme pouzivat oznacenie a € F-lim z,, alebo F-lim x,, = a.

Postupnost prvkov z X moézeme chépat ako zobrazenie N — X, takze v takomto zmysle
déava oznacenie x~1[U] zmysel a niekedy moze pomoct zapisat niektoré veci strucnejsie. Na
tomto mieste sa ale imyselne chceme pozrief aj na detailnejsie rozpisanii podobu tejto de-
finicie, ktord hovori, ze {n € N;z,, € U} € F, teda mnozina vSetkych indexov, pre ktoré
prislusny ¢len postupnosti padne do daného okolia, patri do zadaného filtra. Tymto sme
vlastne zdoraznili podobnost s tym, ako je definovana obvykla konvergencia postupnosti.

Priklad 5.5.3. TODO pre kofinitny filter na N dostaneme obvykli konvergenciu postup-
nosti. [

3TODO $pecislny pripad, obvykla konvergencia postupnosti
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Vidime teda, ze definicia[5.5.2]sa dost pondsa na zvy¢ajni definiciu konvergencie. V oboch
pripadoch hovorime, ze mnozina indexov ktoré st ,blizko“ limity je v nejakom zmysle velkd.
Pri obvyklej konvergencie velka mnozina znamena mnozina, ktora obsahuje vsetky prirodzené
¢isla az na konecny pocet. Pri F-konvergencii velkd mnozina je mnozina ktora patri do filtra
F.

Podobne ako pri limitach sieti (tvrdenie aj tu sa mozeme pri podmienke v definicie
F-limity obmedzit na okolia a patriace do nejakej subbazy.

Tvrdenie 5.5.4. Nech X je topologicky priestor, a € X a S je subbdza topoldgie priestoru
X. Nech f: M — X je zobrazenie a F je filter na M. Potom bod a je F-limita funkcie f
prdve vtedy, ked pre kazdé okolie U bodu a patriace do S plati f~1[U] € F.

(Y UES)(f U] € F)

Priamo z definicie vidno, ze ak prejdeme k jemnejsiemu filtru, tak F-limita zostane rov-
naka.

Tvrdenie 5.5.5. Nech F, G su filtre na M také, Ze F C G. Nech X je topologicky priestor,
a€X af:M— X. Ak a je F-limita funkcie f, tak a je aj G-limita funkcie f.

a € F-lim f = a € G-lim f

5.5.2 Priestor C'(F) a F-limita

Opiét dodrzime tradiciu a pozrieme sa na to, ze F-limitu mézeme preformulovat ako spojitost
vhodného zobrazenia. (To isté, o sme spravili v pozndmke [5.2.14] pre postupnosti a v tvrdeni
5.3.20| pre siete.)

Definicia 5.5.6. Ak F je filter na mnozine X, tak pomocou neho moézeme definovat priestor
C(F) na mnozine X U {oo}, kde co ¢ X tak, Ze vezmeme

B={{z};z € X}U{FU{x}; F € F}
ako bazu topologie.

Inak povedané, vsetky body z X su izolované a ako bazu okoli bodu co sme zobrali také
mnoziny, kde sme k bodu co pridali niektort mnozinu z filtra. Lahko sa overi, ze je to baza,
t.j. Ze platia podmienky [(B1)|a[(B2)] Podobne ako pri priestore C(D), jedin4 ¢ast, ktoré nie je
zrejmé okamzite, je podmienka|(B2)|v bode co. Ak médme dve bazové mnoziny By = FyU{oco}
a By = FoU{oo}, kde i NF, € F,takaj F = F1NFy, € F a B=FU/{oo} je bdzovd
mnozina taka, ze

OOEB:FU{OO}QBlr\IBQ

Tvrdenie 5.5.7. Nech X je topologicky priestor, a € X. Nech F je filter na mnoZine M

a f: M — X je zobrazenie. Bod a je F-limita zobrazenia f prdve vtedy, ked zobrazenie
f: C(F) = X definované ako

= ) flx) dkxeX,
J@) = {a ak x = oc.
je spojité.

Priestor C'(F) nam sucasne dava dalsi priklad priestoru, kde postupnosti nestaéia na
popisanie topologie.
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Priklad 5.5.8. Nech F je Iubovolny volny ultrafilter na mnozine N. Potom plati:

e Bod oo patri do uzaveru mnoziny N.

o Z toho tiez vidime, Ze oo je hromadnym bodom postupnosti (z,,)22, urc¢enej ako z,, =n

e Neexistuje postupnost prvkov z N, ktora konverguje k oo.

Prvé dve uvedené tvrdenia si zrejmé. (A platia pre Iubovolny volny filter F, zatial sme
nijako nevyuzili, ze F je ultrafilter.)

Teraz teda predpokladajme, ze F je volny ultrafilter na N a ze by existovala postupnost
(25)22 prvkov z N, ktora konverguje k oo.

Mnozina z[N] zrejme patri do F. (Inak by sme dostali F' = N\ z[N] € F, z toho, ze F je
ultrafilter. A potom U = {co} U F by bolo otvorené okolie bodu oo, ktoré neobsahuje ziadne
prvky nasej postupnosti, ¢o odporuje predpokladu z,, — c0.) Z toho vidime aj to, Ze mnozina
z[N] je nekoneénd

Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze x je injektivne zobrazenie. (Ak sa
niektoré cleny opakuji, tak mozeme prejst k podpostupnosti, t4 bude tiez konvergovat k tomu
istému bodu.)

Teraz sta¢i mnozinu F' = z[N] rozdelit na

Fy = {ka;k € N}

F2 = {x2k+1;k € N}
Méme FyUF; = F € F, ¢o znamend, ze Fy € F alebo Fy € F (pretoZe F je ultrafilter). Teda
niektord z mnozin Fy U{oco}, FoU{oo} je okolim bodu oo v priestore C'(F). Sticasne je to také

okolie, mimo ktorého lezi nekonecne vela ¢lenov postupnosti x, ¢o je spor s predpokladom
Ty — OO,

5.5.3 Specidlne pripady F-limity
Jednostranna limita a iné typy limit z realnej analyzy

Pozrime sa na niektoré specialne pripady tejto definicie, ktoré uz pozname z nizsich ro¢nikov.
Pozrime sa na niektoré limity funkcii f: R — R.
Ak si napriklad zoberieme

B={(a—¢e,a+¢)\{a};e > 0},

tak dostaneme béazu filtra na mnozine R. (Zobrali sme vlastne okolia bodu a, kde sme vyne-
chali bod a. Takéto okolia sa zvykna nazyvat prstencové okolia bodu a.)
Limita zodpovedajtceho filtra je presne to, ¢o pozname ako limitu funkcie v bode a.

F-lim f = il_r}r}l f(x)
Podobnym spsobom vieme dostat aj jednostranné limity, napriklad pre
By ={(a,a+¢€);e >0}
dostaneme

Fi-lim f = lim f(x).

r—at

Analogickym postupom by sme vedeli dostat aj limitu zlava ako limitu vhodného filtra resp.
bazy filtra.
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Podobne ak vezmeme
B = {(n,o0);n € N},

tak pre zodpovedajici filter méame

Foorlim f = lim f(x)

r—r+00

a analogicky vieme dostat aj lim f(z)
r—r—00

Takto teda vieme dostat nejakt jednotiacu definiciu, pomocou ktorej mézeme naraz de-
finovat rozne druhy limity v R (ako napriklad  — a*, x — a~, x — 00, * — —oc a pod.)
Skutocne existuji ucebnice analyzy, v ktorych je takyto pristup spomenuty, ¢im sa autori
vyhna tomu, aby museli kazdy z tychto typov limity definovat osobitne. Nieco takéto sa da
néjst napriklad v [GD] ¢ [Zol Definition 3.2.12].

Malo by byt pomerne jasné, Ze sa tieto pojmy daji pomerne jednoducho rozsirit aj na
funkcie, ktoré nie st definované na mnozine R ale na nejakej podmnozine M C R. V ta-
kom pripade budeme navyse vyzadovat nejaké podmienky na bod a. (Aby B bola skuto¢ne
béza, potrebujeme aby platilo a € M. Podobne pri jednostrannych limitédch potrebujeme aby
existovali nejaké body z defini¢ného oboru lubovolne blizko nalavo resp. napravo od bodu a.)

Uvedme na tomto mieste aj vSeobecnti definiciu limity funkcie v bode.

Definicia 5.5.9. Nech X, Y su topologické priestory, M C X a f: M — Y je zobrazenie.
Nech a € M. Hovorime, ze bod b € Y je limita funkcie f v bode a, ak pre Tubovolné okolie
V € Oy bodu b existuje okolie U € O, bodu a také, ze pre kazdé = € M také, ze x € U a
x # a, plati f(z) € V.

(VV € 0p)(TU € Oa) fFIMN(UN\{a})] €V

Pouzivame oznacenie

lim f(x) =b.

T—a

Uviedli sme sice ttuto definiciu bez odvolavania sa na pojem F-limity — malo by vsak byt
pomerne jasné, zZe to je to isté ako F-limita funkcie f vzhladom na bazu

B={(U\{a}) N M;U € Ou}

pozostavajicu z prstencovych okoli bodu a.

Vsimnime si, ze takto mézeme definovat limitu aj v bode, ktory nepatri do defini¢ného
oboru funkcie f. Stéle vSak potrebujeme podmienku a € M, aby sme sa vyhli problematic-
kému pripadu (U \ {a}) N M = (. Ak je definiény obor cely priestor, t.j. ak M = X, tak
mozeme uvedeni definiciu zjednodusit — v takom pripade mdzeme vlastne vynechat v uve-
denej formulacii vsetky vyskyty M.

Tiez vidno podobnost tejto definicie na spojitost v bode — staci ju porovnat s podmienkou
Z deﬁnicie Ak sa zaoberdame iba pripadom M = X tak sa vlastne tieto podmienky
lisia iba tym, ze namiesto okoli berieme prstencové okolia, t.j. vynechali sme bod a. Stvis so
spojitostou do istej miery aj tloha [5.5.4]

Siete ako Specialny pripad F-limity

Poznamka 5.5.10. Pre nahor usmerneni mnozinu (D, <) méme bédzu filtra

Bp = {(d,0):d € D}
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116 F-limita

na mnozine D (priklad [5.4.8)). Ozna¢me zodpovedajuci filter
Fp={ACD;(3d € D){(d,0) C A}.

Majme z: D — X, kde X je topologicky priestor.
Potom Fp-limita zobrazenia x je presne to isté ako limita siete (z4)dep-

Poznamka 5.5.11. Kedze limita siete je Specidlny pripad F-limity, mohli sme postupovat
tak, ze by sme zacali s pojmom F-limity a ukazali by sme viaceré tvrdenia pre F-limity.
Analogické tvrdenia pre siete by sme dostali ako Specidlny pripad. Zvolili sme iné poradie,
pretoze pojem siete je asi bliz§i pojmu postupnosti a preto sa nam s nim lahSie pracuje
— mame uz z nizsich ro¢nikov o konvergencii postupnosti vybudovani dostato¢nd intuiciu
aspon pre metrické priestory. (S filtrami ste sa niektor{ z vds stretli na inych predmetoch, ale
pravdepodobne nie vSetci.)

Aj ked k tvrdeniu, ze ak by sme dokézali vysledky pre F-limity, tak dostaneme vysledky
pre siete, treba dodat, ze to plati iba scasti. Napriklad ak dokazeme, ze jednoznacnost F-
limity v hausdorffovskych priestoroch, tak mam aj jednoznacnosti limity sieti. Ale tvrdenie,
ze jednoznacnost limity sieti uz charakterizuje Th-priestory je silnejsie tvrdenie ako to, ze
7z jednoznacnosti F-limit dostdvame podmienku T5. Ak totiz mame takyto vysledok pre siete,
tak ndm vlastne stacia len niektoré specidlne F-limity, nepotrebujeme vediet, ze to plati pre
vsetky F-limity.

Kazdopadne ur¢ite je uzitoéné vediet pracovat so sietami aj s filtrami. (A to sa tyka
F-limit a aj limit filtrov, ktoré zavedieme v nasledujicej podkapitole.)

5.5.4 F-limita postupnosti

V niektorych textoch najdete takyto typ limity definovany pre postupnosti a filter na mnozine
N (pozri deﬁniciu. Je to opét iba Specidlny pripad F-limity, kedze postupnosti st vlastne
zobrazenia z N do X.

Ako sme videli v priklade vieme takto dostaf obvykli konvergenciu postupnosti.
Iny znamy typ konvergencie je tzv. Statistickd konvergencia, ktori dostaneme ak vezmeme
filter

F={ACN: lim |[AN{L,2,...n}| 1
n— 00 n

t.j. filter pozostavajici z mnozin, ktorjch asymptotické hustota je rovnéa jednej. Statisticka

konvergencie mé vyuzitie napriklad v teérii ¢isel.

Neskor ukézeme, ze v kompaktnych priestoroch pre ultrafilter vzdy existuje F-limita (tvr-
denie . Speciélne teda dostaneme existenciu F-limity pre kazdd postupnost v kompakt-
nom priestore a kazdy ultrafilter. Tento vysledok je asto uzitocny. Specidlne v stvislosti
s postupnostami sa d& vyuzit tak, ze ak mame postupnost aproximécii nejakého objektu,
tak vieme dokdzat existenciu limitného objektu — tvrdenie [8.7.2] kde dokdzeme existenciu
funkciondlu z £ \ £ sa d4 chdpat ako priklad takéhoto procesu.

Ako dosledok vysledku o kompaktnych priestoroch dostaneme aj to, ze pre Iubovolni
ohrani¢entt postupnost (z,,)32, redlnych ¢isel a ultrafilter 7 na mnozine N existuje F-limita

F-lim x,, (dosledok [8.3.6)).

5.5.5 F-limita v R

Ak sa zaoberame X = R, tak pre F-limitu mézeme vcelku Tahko overit linearitu aj monotén-
nost.
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t:TVRFLIMLIN}
Tvrdenie 5.5.12. Nech F je filter na mnozine M a f,g: M — R su funkcie. Potom plati:
(i) Ak existuji F-limity F-lim f = a a F-limg = b, tak af funkcia f 4+ g ma F-limitu a
plati
F-lim(f + g) = F-lim f + F-limg = a + b.

(i) Ak existuji F-limity F-lim f = a a F-lim g = b, tak af funkcia f-g md F-limitu o plati
F-lim(f - g) = (F-lim f) - (F-limg) = a - b.
(i) Ak existuji F-limity funkcit f, g a plati f(x) < g(z) pre vsetky x € M, tak plati aj
F-lim f < F-limg.

Dokazy st do znac¢nej miery podobné na to, ako sa tieto tvrdenia dokazu pre obvyklé
limity funkcii ¢i postupnosti.

Dékaz. Uloha [5.5.11 O

Cvicenia
{chkonverFnet : ULOFLIMLIN
Uloha 5.5.1. Nech f,g: M — R st zobrazenia a F-lim f = a, F-lim g = b. Ukézte potom,
ze:
a) F-limita funkcie f + g je a + .
b) F-limita funkcie f - g je a - b.
¢) Ak pre vSetky « € M plati f(z) < g(x), tak a < b.

Uloha 5.5.2. Nech X je topologicky priestor F je filter na mnozine M. Nech f,g: M — X

s zobrazenia také, Ze pre nejaki mnozinu F' € F plati f|r = g|r. Potom plati a € F-lim f

& a € F-limg.

) {chkonverFnet :ULOFILTASY
Uloha 5.5.3. Ukazte, ze mnozina

F={ACN; lim |[AN{1,2,...n}|

n— oo n

::1}

tvori filter na mnozine N. Ukazte, ze to nie je ultrafilter.
; {chkonverFnet : ULOSPOJVBO
Uloha 5.5.4. Dokdzte: Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi,

a € X, beY. Potom plati lim f(x) = b prave vtedy, ked zobrazenie f: X — Y definované
r—a
ako

b ak z = a.

Fla) = {f(:r) ak x # a,

je spojité v a.

Z toho specidlne dostévame, ze zobrazenie f: X — Y je spojité v bode a prave vtedy,
ked lim f(z) = f(a).

Tr—a

5.6 Konvergencia filtrov

Zadefinujeme este jeden typ konvergencie, ktory je definovany pomocou filtrov.
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Definicia 5.6.1. Nech X je topologicky priestor a F je filter na mnozine X. Hovorime, ze
F konverguje k a, resp. Ze a je limita filtra F, ak N, C F, t.j. F obsahuje vSetky okolia bodu
a.

Oznacenie: F — a.

Priamo z definicie pomerne Tahko vidno, zZe limita filtra je Specidlny pripad F-limity ak
M = X a f =idx. T.j. a je limita filtra F prave vtedy, ked a je F-limita funkcie idyx.
Ukéazeme si vsak, ze aj obratene F-limitu by sme mohli definovat pomocou limity filtra.

Napriek tomu, ze ide o Specidlny pripad F-limity, Aj takato definicia moze byt z viacerych
dovodov uzito¢na. Napriklad dostdvame definiciu, ktora je o Cosi jednoduchsia — staci sa ndm
pozerat na inkliziu medzi F a mnozinou okoli bodu a.

Podobne ako pri F-limite, pri overovani konvergencie sa sta¢i obmedzit na mnoziny zo
subbazy.

Tvrdenie 5.6.2. Nech X je topologicky priestor, a € X a S je subbdza topoldgie priestoru
X. Nech F je filter na M. Potom a je F-limita funkcie f prdve vtedy, ked pre kazdé okolie
U bodu a patriace do S plati U € F.

F —a pas N, NSCF
Doékaz. Vyplyva z tvrdenia[5.5.4] O

Nasledujtce tvrdenie sa da overit pomerne Tahko priamo z definicie. D4 sa tiez dostat ako
Specidlny pripad tvrdenia [5.5.5]

Tvrdenie 5.6.3. Nech X je topologicky priestor, a € X a F, G su filtre mnozine X . Ak plati{
FCGaF—a,tdkG— a.

Dékaz. Uloha m O

5.6.1 Suvis s F-limitou

Medzi takou limitou filtra, aki sme definovali teraz (v definicii [5.6.1) a F-limitou (definicia
5.5.1) je velmi tzky vztah. Vlastne vieme medzi tymito dvoma typmi limit prechadzat tak,
ze prenesieme z M na X filter sposobom uvedenym v tvrdeni [5.4.19]

Tvrdenie 5.6.4. Nech X je topologicky priestor a a € X. Nech F je filter na mnoZine M
a f: M — X je zobrazenie. Potom plati: Bod a je F-limita funkcie f prdve vtedy, ked a je
limita filtra

FFI={F C X; fT'[F] e F}.

Dékaz. Fakt, ze a € F-lim f, znamen4, ze pre kazdé okolie U bodu a plati
flueF.
To je ekvivalentné s podmienkou, ze
U e f.[F).
Platnost tejto podmienky pre kazdé U € N, je ekvivalentnd s tym, Ze
Na C f[F],
t.j. fo[F] — a. O
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5.6.2 Vlastnosti konvergencie filtrov

V podstate k vsetkym tvrdeniam, ktoré sme dokéazali pre siete, vieme dokazat analogické
tvrdenia pre F-limitu resp. limitu filtra.

e Limity popisuji uzaver, a teda aj uzavreté mnoziny a topologiu.

e Jednoznacnost limity charakterizuje Th-priestory.

e Pomocou konvergencie mézeme charakterizovat spojitost.

o Konvergencia v sicine je bodova konvergencia.

e Neskor pri kompaktnosti budeme mat charakterizdciu pomocou sieti (veta , aj

pomocou filtrov (veta[8.3.5)).

Podobmni dlohu ako maja pri sietach podsiete budd mat pri filtroch jemnejsie filtre. Aj
ked tu asi nie je korespondencia medzi analogickymi tvrdeniami o filtroch a o sietach az taka
priamociara.

Pri dokazoch tychto tvrdeni mozeme vyuzivat vztah medzi F-limitou a siefami a uz
dokdzané vlastnosti konvergencie sieti. A takisto mozeme vyuzivat to, ze veta[5.6.4 ndm dava
v istom zmysle preklad medzi konvergenciou filtrov na X a F-limitami. Pre vSetky tieto
vysledky moze vSak byt uzitoénym cvicenim vyskusat si ich dokazat bez odvoldvania sa na
iné typy konvergencie. (Mnohé dékazy budi do znacénej miery podobné na to, ako sme to
dokazali pri sietach. Napriklad ak sme niektory dokaz boli schopni urobif pomocou priestoru
C(D), tak pre F-limitu mdzeme zopakovat analogicky postup s vyuzitim priestoru C'(F).)

Veta 5.6.5. Nech X je topologicky priestor, A C X, a € X. Nasledujiice podmienky st
ekvivalentné:
(i) ac A
(ii) Existuji zobrazenie f: M — X a filter F na mnoZine M také, Ze f[M] C A aa €
F-lim f.
(iii) Ezistuje filter F na mnoZine X taky, ze A€ F a F — a.

Dékaz. |(i)|=|(ii)| Vyplyva z vety (a z toho, Ze limita siete je Specidlny pripad F-limity.)
= Ak plati f[M] C A, tak mame f~1[A] = M, ¢o znamena, ze A € f.[F]. Z vety
5.6.4|a z a € F-lim f dostaneme, Ze f.[F] — a.
= [(i)| Pretoze N, C F, pre kazdé okolie U bodu a mame U € F. Z A € F potom
vyplyva aj U N A # (). (Prienik Tubovolnych dvoch mnozin z filtra je neprdzdny.) Teda kazdé
okolie bodu a pretina mnozinu A, ¢o znamend, 7e a € A. O

Veta 5.6.6. Nech X je topologicky priestor a C C X . Nasledujiice podmienky st ekvivalentné:
(i) Mnozina C je uzavretd.
(i) Pre lubovolné zobrazenie f: M — X také, Ze fIM] C C a lubovolny filter F na mnoZine
M za e F-lim f vyplyva a € C.
(i) Pre lubovolny filter F na X taky, ze C € F a lubovolné a € X také, Ze F — a plati
aeC.

Dokaz. Pomocou vety mozeme ukazat, ze obe uvedené podmienky tykajice sa filtrov
su ekvivalentné s C C C. O

Tvrdenie 5.6.7. Nech g: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi X, Y. Nech
a€X.
(i) Zobrazenie g: X —'Y je spojité v bode a.
(ii) Pre lubovolné zobrazenie f: M — X a filter F na mnozine X plati: Ak o € F-lim f,
tak g(a) € F-lim(g o f).
(iii) Pre lubovolny filter F na mnoZine X plati: Ak F — a, tak g.[F] — g(a).
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Dosledok 5.6.8. Nech X a'Y su topologické priestory a g: X — Y je zobrazenie. Nasledu-
Juce podmienky su ekvivalentné:
(i) Zobrazenie g: X —'Y je spojité.
(ii) Pre lubovolng bod a € X, lubovolné zobrazenie f: M — X a filter F na mnozine X
plati: Ak a € F-lim f, tak g(a) € F-lim(g o f).
(iti) Pre lubovolny bod a € X a lubovolny filter F na mnozine X plati: Ak F — a, tak
9«[F] = g(a).

Veta 5.6.9. Nech X je topologicky priestor. Nasledujice podmienky siu ekvivalentné.
(i) Priestor X je Hausdorffovsky.
(ii) Pre lubovolny filter F na X existuje nanajvys jedna limita.
(#ii) Pre lubovolny filter F na mnoZine M a lubovolné zobrazenie f: M — X existuje na-
najvys jedna F-limita.

Veta 5.6.10. Nech topologicky priestor X md inicidlnu topologiu vzhladom na systém zobra-
zeni {fi: X — Y;;i € I't. Potom:

a) Pre lubovolné f: M — X a lubovolny filter F na mnozine M plati a € F-lim f prdve
vtedy, ked fi(a) € F-lim(f; o f) pre vsetky i € I.

a € F-lim f & (Vi € I)fi(a) € F-lim(f; 0 f)
b) Pre lubovolny filter F na mnoZine X plati
F—=a & (Vi € I)(fi)«[F) = fi(a)
Dosledok 5.6.11. Nech X = I_IIXi je topologicky sucin priestorov X;, i € I. Oznacme
i€

projekcie ako p;: X — X;. Nech a € X.
a) Pre lubovolné f: M — X a filter F na M plat{

a € F-lim f = (Vi € Ip;(a) € F-lim(p; o f).
b) Pre lubovolny filter F na mnoZine X plati

F—a &  (VieD)(p).]F] = pia)

5.6.3 Hromadné body filtrov

Definicia 5.6.12. Nech X je topologicky priestor, a € X a F je filter na X. Hovorime, ze
a je hromadny bod filtra F, ak

a€F
pre vSetky F' € F.

Definiciu hromadného bodu filtra by sme mohli ekvivalentne preformulovat tak, ze kazdé
okolie U bodu a mé neprazdny prienik s kazdou mnozinou F z filtra F.

(YU € O,)(YF € FYUNF # ). (5.13)
Tiez si mozeme viimnit, ze mnozina véetkych hromadnych bodov filtra je () F. Specidlne

FeF
teda vidime, Ze je to uzavretd mnozina.

Priamo z definicie vidime, Ze:

120

{chkonverFilt



HROMJEMNEJSTI}
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Lema 5.6.13. Nech X je topologicky priestor a F, G st filtre na X. Ak F C G a bod a je
hromadny bod filtra G, tak a je hromadny bod filtra F.

Dékaz. Uloha[5.6.3 O

Takisto vcelku Tahko vidno, Ze limita je hromadny bod.

Lema 5.6.14. Nech X je topologicky priestor a F je filter na X. Ak F — a, tak a je
hromadny bod filtra F.

Dékaz. Uloha [5.6.4 O

Pre ultrafiltre plati aj obratena implikacia — ak a je hromadny bod, tak je to limita.

(Uloha [5.6.5))

Vedeli by sme podobnym spésobom zadefinovat pojem hromadného bodu pre zobrazenie
f: M — X a filter F na mnozine M — staci vlastne pouzit definiciu pre filter f.[F].
Ako Specialny pripad by sme potom dostali hromadny bod siete.

Nasledujtice tvrdenie mozeme chapat ako ist analégiu tvrdenia pre siete:

Tvrdenie 5.6.15. Nech X je topologicky priestor, a € X a F je filter na mnozine X.
Nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(i) a je hromadny bod filtra F.
(ii) Existuje filter G O F taky, Ze G — a.
(iii) Existuje ultrafilter U O F taky, Ze U — a.

Toto tvrdenie do istej miery ilustruje, ze jemnejsie filtre maji podobnu tlohu ako pre
siete hraju podsiete. (A tiez to, Ze pre niektoré tiCely by sme vystacili aj s ultrafiltrami.)

Dokaz. :> Nech
B={UNF;U €O, F e F}.

O mnozine B chceme ukazat, ze to je baza filtra na X a ze filter urceny touto bazou konverguje
k a.

Podmienka |[(BFO)| vyplyva z (5.13) (t.j. z definicie hromadného bodu filtra).

Na overenie staci skontrolovat, Ze ak U2 € O, a F1 2 € F tak aj pre prienik
mnozin By = U; N F} a By = Us N Fy mame

Bl N Bg = (U1 n UQ) n (Fl n FQ),

Gize By N By € B.
Teraz si staci uz len vsimnut, ze kazdé otvorené okolie U € O, sa da vyjadrit ako U N X,
a teda patri do B. To znamend, ze O, C B a filter urceny touto bazou konverguje k a.

= [0} Ak G — a, tak a je hromadny bod filtra G (podla lemy [5.6.14). To ale potom
znamend, Ze a je aj hromadny bod filtra F (na zdklade lemy [5.6.13)).

= |(iii)| Podla vety|5.4.14| existuje ultrafilter Y O G. Z tvrdenia potom dostaneme,

ze ak G — a, tak aj U — a.

= |(ii)| Zrejmé. O
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Cvicenia

{chkonverFilt
Uloha 5.6.1. Nech X je topologicky priestor a F je filter na X. Dokazte, 7e {(b,F);be F e
F} s relaciou

(b1, F1) < (b2, F2) & Fy D F)

je nahor usmernena mnozina.
Ak na tejto nahor usmernenej mnozine definujeme siet

T, F) = b,

tak pre a € X plati:
a) Tato siet konverguje k a prave vtedy, ked F — a.
b) Bod a je hromadny bod tejto siete prave vtedy, ked a je hromadny bod filtra F.
nverFilt:ULOLIMJEMNEJSI} .
Uloha 5.6.2. Ukazte, ze ak F C G a F — a, tak aj G — a.
verFilt :ULOHROMJEMNEJSI} .
Uloha 5.6.3. Ukazte, ze ak F C G, kde F a G su filtre na topologickom priestore X, tak
kazdy hromadny bod filtra G je stc¢asne hromadny bod filtra F.
verFilt:ULOLIMITAJEHROM} .
Uloha 5.6.4. Ukézte, ze ak F je filter na X a F — a, tak a je hromadny bod filtra F.
nverFilt :ULOUFTEHROMLIM} .
Uloha 5.6.5. Nech X je topologicky priestor, a € X a U je ultrafilter na X. Ukazte, ze ak
a je hromadny bod U, tak U — a.

5.7 Porovnanie réznych typov konvergencie

V tejto kapitole sme zaviedli viaceré typy konvergencie. Zacali sme s konvergenciou sieti,
ktord sa do istej miery podoba na konvergenciu postupnosti. Prave toto mozno povazovat
za jednu z vyhod prace so sietami — sme zvyknuti pracovat s postupnostami v metrickych
priestoroch. Do istej miery sa za nevyhodu da povazovat to, Ze pojem podsiete je pomerne
komplikovany.

Ak pracujeme s filtrami, tak podobnd tlohu ako podsiete maju jemnejsie filtre, ¢o je
vyrazne jednoduchsi pojem. V suvislosti s filtrami sme zaviedli dva druhy konvergencie — F-
limitu a konvergenciu filtrov. Lisia sa tym, ze v prvom pripade méame filter na inej mnozine
(a zobrazenie do X), v druhom pripade mame filter priamo na mnozine X. Konvergencia
filtrov aj konvergencia sieti sa daju chépat ako Specidlne pripade F-limity.

F-limita a konvergencia filtrov spolu velmi tizku stvisia — v oboch pripadoch vieme de-
finiciu jedného z tychto pojmov prepisat pomocou toho druhého. Oba z nich vsak mézu byt
v istych pripadoch uzitoéné. Prinajmensom jedna z vyhod F-limity je té, ze zovSeobecnuje
aj filtre aj siete, Cize mame k dispozicii pohlad, ktory nam umozni sticasne dokazat viaceré
veci o oboch bezne pouzivanych typoch konvergencie. Za vyhodu F-limity sa da povazovat
aj to, ze definicia je stile v istom zmysle podobna na limity postupnosti, ¢ize aj tu budeme
schopni nejako vyuzit nejaki intuiciu, ktorit mame vybudovani o postupnostiach.

Jeden z dovodov, preco je dolezité mat aj filtre na X, je to, ze takato konvergencia sa da
casto zovSeobecnif takymto spdsobom: My sme pracovali pri definicii filtra s celou mnozinou
P(X) a zobrali sme jej podsystémy uzavreté na prieniky a nadmnozZiny. Niekedy moZe byt
uzito¢né zobrat namiesto vSetkych podmnozin mnoziny X iba niektoré, pricom casto byva
vyber podmnozin popisany nejakou topologickou vlastnostou — ¢o je dévod, preco sa ndm
hodi pracovat s podmnozina topologického priestoru.
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Napriklad sa Studuju otvorené filtre — ¢o je pojem podobny definicii filtra, ak sme sa ale
obmedzili na otvorené mnoziny. Podmienka, ze kazdy otvoreny filter ma hromadny bod cha-
rakterizuje H-uzavreté priestory — to su také hausdorffovské priestory, ktoré sa do hausdort-
fovskych priestorov daju vlozit iba ako uzavreté podpriestory. Ako budeme vidiet v tvrdeni
B1:8] d4 sa to chapat ako isté zovSeobecnenie kompaktnosti. Viac o H-uzavretych priestoroch
sa dé najst napriklad v [Ej 3.12.5, 3.12.6] a [W] 17K].

V tomto texte sa nimi sice zaoberat nebudeme. Aj tak sme ale chceli uviest priklad, ktory
aspon trochu ilustruje nejaky typ zovseobecnenia, kedy je naozaj uzitocné pracovat s filtrami
priamo na X a nie na inej mnozine. (Stcasne je to typ podmienky, ktord sa urdite Tahsie
sformuluje pomocou filtrov nez pomocou sieti.)

V literattre najdete rézne pristupy k definicii limity vzhladom na filter — v ucebniciach
vSeobecnej topolégie je najcastejsi pristup cez limity filtrov na priestore X. Text z vSeobec-
nej topoldgie, ktory systematicky buduje tito teériu pomocou F-limity je napriklad [D].
(Presnejsie povedané, v tejto knihe sa pouziva na definiciu réznych druhov limit a budovanie
suvisiacej tedrie baza filtra.)

S F-limitou sa mo6zete stretnit v niektorych textoch z tedrie mnozin. Aj ked pomerne ¢asto
sa stane, Ze tu najdete definiciu iba pre postupnosti (a niekedy dokonca iba pre ultrafiltre),
kedZe pre ticely na ktoré chcil tento typ limity pouzivat autori je tento pripad postacujici.
Napriklad mézete najst takto definovani limitu postupnosti pozdlz filtra v [BS, Definice 8.23],
[HJ, Definition 11.2.7], [KT, Problem 17.19].

Ako sme spomenuli v ¢asti[5.5.3] ndjdu sa aj uéebnice matematickej analyzy, ktoré neja-
kym sposobom vyuzivaji takiito definiciu limity (napriklad |[GD| [Zd, Definition 3.2.12]).
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Kapitola 6

Axiomy oddelitelnosti

6.1 Tj a T}-priestory

Pojmy Ty-priestor aj Ti-priestor sme uz zaviedli v definicii [5.1.1] pretoze sme ich aspon
trochu potrebovali pracovat uz skér. Teraz sa nimi chceme zaoberat detailnejsie, takze si
pripomenme definiciu.

Definicia 6.1.1. Nech (X, 7) je topologicky priestor.

Hovorime, ze (X,T) je Tp-priestor, ak pre lubovolné x,y € X také, Ze x # y, existuje
otvorend mnozina U takd, ze x € U a y ¢ U alebo existuje otvorend mnozina V takd, ze
x¢VayeV.

Hovorime, ze (X, T) je Ti-priestor, ak pre Tubovolné z,y € X také, ze x # y, existuji
otvorené mnoziny U a V také, ze x e U, x ¢ V astCasney € U, y ¢ V.

Je zrejmé, ze kazdy Ti-priestor je aj Ty-priestor. Sierpinského priestor je prikladom Ty-
priestoru, ktory nie je T;-priestorom.

Pomerne Tahko sa ukéaze, ze Ty-priestory aj Ti-priestory st uzavreté vzhladom na pod-
priestory a topologické stciny.

Tvrdenie 6.1.2. Ak X je To-priestor (Iy-priestor) a S je podpriestor priestoru X, tak aj S
j@ TO (Tl)

Tvrdenie 6.1.3. Nech pre kazdé i € I je X; Ty-priestor (T1-priestor). Potom aj sucin [] X;
i€l
je Tyo-priestor (Ty-priestor).
Ak navyse predpokladdme, Ze véetky X; si po dvoch disjunktné, tak topologicky sicet 1] X;
i€l
je To-priestor (Ty-priestor).

Dokazy tychto tvrdeni st velmi podobné ako pre hausdorffovské priestory — tvrdenia[6.2.4]
a[6.2.5] Ponechdme ich ako cvicenie pre ¢itatela — tlohy [6.1.1] a [6.1.2}

Tiez je pomerne lahké overif, ze tieto dve triedy priestorov si uzavreté vzhladom na
jemnejsie topoldgie — tloha [6.1.3

Tvrdenie 6.1.4. Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujice podmienky si ekvivalentné.
(i) Priestor X je Ty-priestor.
(7t) Pre kazdy bod x € X je mnoZina {x} uzavretd.

(iii) Pre kaZdy bod x € X plati {x} = {z}.
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(iv) Lubovolnd podmnoZina A C X sa rovnd prieniku vSetkyjch otvorengch mnozin, ktoré ju
obsahuji.

(v) Lubovolnd podmnozina B C X sa rovnd zjednoteniu vsetkijch uzavretych mnozin obsia-
hnutych v B.

Dékaz. Ekvivalenciu prvych dvoch podmienok sme uz ukézali v tvrdeni [5.1.4) a tretia pod-
mienka je len preformulovanim druhe;j.

To, ze podmienky a su ekvivalentné, dostaneme prechodom k doplnku mnoziny.
(Pritom sa prienik meni na zjednotenia, otvorené mnoziny na uzavreté.)

Ak aplikujeme podmienku na mnozinu B = {z}, tak dostdvame, Ze jednobodové
mnoziny st uzavreté.

Obratene, ak kazda jednobodovd mnozina je uzavretd, tak pre lubovolné B C X mame

B- Ja)

teda je to zjednotenie nejakych uzavretych mnozin. O

Pretoze jednobodové mnoziny v Ti-priestore st uzavreté, dostavame, ze aj kazda konecna
podmnozina je uzavreta. Z toho sa potom da vidiet aj to, ze T1-topoldgie na X st presne tie,
ktoré obsahuju kofinitnt topolégiu — loha [6.1.5

Tvrdenie 6.1.5. Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujiice podmienky si ekvivalentné:
e X je Ty-priestor.
o Kazdd konstantnd siet v X md prave jednu limitu.
o Kazdy hlavny ultrafilter na mnozine X md prdve jednu limitu.

Dékaz. Ulohy a O
Cvicéenia

Uloha 6.1.1. Ukéte, Ze podpriestor Tp-priestoru je opat Tp-priestor. Ukazte analogické
tvrdenie pre Ti-priestory.

Uloha 6.1.2. Ukézte, Ze suéin systému Ty-priestorov je tiez Ty-priestor. Ukazte analogické
tvrdenie pre Ti-priestory.

Uloha 6.1.3. Nech na mnozine X méame topolégie 71 a Tz, pricom T; C Ts, t.j. Tz je
jemnejsia topolégia nez T;. Ak (X, 7T;) je To-priestor, tak aj (X,771) je To-priestor. To isté
plati pre Ti-priestory.

Uloha 6.1.4. Ukéite, 7e koneény Ty-priestor je diskrétny.

Uloha 6.1.5. Oznaéme Teos kofinitnil topolégiu na mnozine X. Ukéazte, ze (X,7T) je Ti-
priestor prave vtedy, ked Teop C 7.

Uloha 6.1.6. Dokéazte, ze X je Tp-priestor prave vtedy, ked pre lubovolné x,y € X také, ze
z # y plati {z} # {y}.

Uloha 6.1.7. Dokézte, ze X je Ti-priestor prave vtedy, ked kazd4 konstantnd siet v X mé
jedintu limitu.

Uloha 6.1.8. Dokéazte, ze X je Ti-priestor prave vtedy, ked kazdy hlavny ultrafilter na X

ma jedind limitu.
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126 Hausdorffovské priestory

6.2 Hausdorffovské priestory

Hausdorffovské priestory su priestory, v ktorych sa dva rozne body daji oddelit otvorenymi
mnozinami.

Definicia 6.2.1. Topologicky priestor (X,7T) sa nazyva hausdorffovsky priestor alebo Ts-
priestor, ak pre lubovolné z,y € X také Zze x € y existuju disjunktné otvorené mnoziny
Usx2,V>ouy.

(Ve,y e X)z#y= AU, VeT)zcUAyeVAUNV =)

Ocividne kazdy T,-priestor je aj Ti-priestor. Ak vezmeme kofinitni topologiu na nejakej
nekonecnej mnozine, tak mame priklad ukazujuci, ze tato implikdcia sa neda obratit.

Pripomenme, ze uz mame k dispozicii charakterizaciu hausdorffovskych priestorov pomo-
cou jednoznac¢nosti limity pri konvergencii siet{ (veta a tiez pri konvergencii filtrov
resp. F-limite (veta[5.6.9).

Velké vacsina priestorov, s ktorymi bezne pracujeme v analyze, st hausdorffovské pries-
tory. Existuju vSak aj oblasti matematiky, kde st uzito¢né aj nehausdorffovské priestory.
Spomenme napriklad Zariského topoldgiu, ktora je dolezita v algebraickej geometrii a v ko-
mutativnej algebre.

Priklad 6.2.2. Vsetky metrizovatelné priestory si hausdorffovské.

Zoberme si priestor (X, Ty) odvodeny od metriky d ne priestore X. Ak mame nejaké dva
body = # y, tak plati » = d(z,y) > 0. Ak si vezmeme gule s polomerom 3, tak z trojuholni-
kovej nerovnosti lahko zistime Ze st disjunktné. T.j. mnoziny U = B(z, 3), V = B(r, §) st
otvorené okolia bodov z resp. y, také, Ze U NV = ().

Namiesto 5 by sme samozrejme mohli zobrat aj Iubovolny mensi polomer.

Priklad 6.2.3. Nech X je linearne usporiadand mnozina. Zoberme na tejto mnozine topo-
légiu odvodenti od usporiadania (definicia [2.6.1)). Dostaneme takto hausdorffovsky priestor —
tloha [6.2.1]

Pomerne Tahko vieme skontrolovat, ze Th-priestory st uzavreté vzhladom na suciny a
podpriestory.

Tvrdenie 6.2.4. Nech X je hausdorffovsky priestor a S je podpriestor priestoru X. Potom
aj S je hausdorffousksy.

Tvrdenie 6.2.5. Nech pre kazdé i € I je priestor X; hausdorffovskyj. Potom aj topologickij
sicin [ X; je hausdorffovsky.
il
Pripadne mézeme obe tieto tvrdenia dokazat naraz:

Tvrdenie 6.2.6. Nech pre kazdéi € I je'Y; hausdorfouvsky priestor a {f;: X — Y;} je systém
zobrazend, ktory oddeluje body. Nech X md inicidlnu topoldgiu vzhladom na {f;;i € I}. Potom
aj X je hausdorffovsks.

Dokaz. Nechz,y € X ax # y. Potom existuje i € I také, ze f;(x) # fi(y). V hausdorflovskom
priestore ¥; médme disjunktné otvorené okolia bodov f;(z) a f;(y). Potom f;*[U] a f;'[V]
su disjunktné otvorené okolia bodov x a y v priestore X. O

Ak niekto preferuje takyto argument, vieme to isté tvrdenie zddvodnit aj pomocou sieti.
(Dokaz bez sieti sa ndm vSak hodi, ak chceme podobny dékaz urobit pre Tp-priestory ¢&i
T} -priestory.)
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Dékaz pomocou sieti. Nech by existovala siet (z4)qep v X, ktord ma dve rézne limity = a y.
Z x # y mame existenciu ¢ € I, pre ktoré f;(z) # fi(y). Potom pre siet (f;(z4))daep mame
filxzq) — fi(z) a sucasne f;(z4) — fi(y), Co je spor s predpokladom, Ze Y; je hausdorffovsky.

U

Lahko sa da najst priklad ukazujuci, ze predpoklad o oddelovani bodov sa ned& vynechat
— tiloha

Podobne ako Ty- a T}- priestory, aj Hausdorffovské priestory si uzavreté vzhladom na
jemnejsie topologie.

Tvrdenie 6.2.7. Nech T1 2 su topoldgie na tom istom priestore, pricom T1 C Ta. Ak (X, T1)
je hausdorffovsky priestor, tak aj (X, T2) je hausdorffovsksy.

Dokaz. Nech z,y € X, pricom z # y. Potom existuju U,V € Ty také, z2e UNV =0, z € U a
y € V. Mnoziny U a V stcasne patria aj do T3, z ¢oho dostavame hausdorffovskost priestoru
(X, T2). O

Pozrime sa na sivislost medzi podmienkou 75 a diagondlou v X x X.

Tvrdenie 6.2.8. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je hausdorffovsky prdve vtedy,
ked mnoZina
A ={(z,z);z € X}

je uzavretd v topologickom sucine X x X.

Pripometime, Ze diagonalu A sme definovali v priklade Sti¢asne sme tam definovali
zobrazenie d: X — X x X ako d(z) = (z,x), o ktorom sme videli, Ze je spojité. Pre oba
pojmy sme videli aj analégiu v sii¢ine viac nez dvoch koépii priestoru X. Podobné tvrdenie
pre sicin viacerych koépii priestoru X sme ponechali ako cvic¢enie — tiloha [6.2.3

Dokaz. Nech X je hausdorffovsky.
Zoberme si Iubovolny bod (z,y) € X x X \ A. To znamen4, Ze = # y a existujd otvorené
mnoziny U, V také, ze UNV =0, U >z, V 5 y. Z disjunktnosti mnozin U, V mdme

UxVNA=0.

Mnozina U x V je teda otvorené okolie bodu (z,y), ktoré lezi v X x X \ A.
Tym sme ukazali, ze X x X \ A je otvorend, ¢ize A je uzavreta.
Predpokladajme, Ze A je uzavretd mnozina. To znamend, ze X \ A je otvorend
mnozina.
Nech z,y € X, pricom z # y. Potom (x,y) ¢ A, a teda existuje bdzové otvorené okolie
U x V také, ze
(xr,y) eUxV CX\A.

Pre mnoziny U, V plati UNV =0, U € O,, V € O,. O

Uvedené tvrdenie sme dokazali priamo z definicie. Pretoze mame k dispozicii aj iné cha-
rakterizacie hausdorffovskych priestorov, mézeme si ukazat aj ako sa daju pouzit na dokaz
tohoto tvrdenia.

Dékaz pomocou sieti. Nech X je hausdorffovsky, ¢ize kazdé sief v X ma jedinti limitu.

Chceme ukézat, ze A je uzavretd mnozina. Nech (x4, 24)acp je Tubovolnd konvergentnd
siet prvkov z A a nech (z4,z4) — (2,y). To ale znamend, ze v priestore X plati 4 — x a
Tq — Y.
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7 jednoznacnosti limity v priestore X teda potom dostaneme z = y. To znamena, Ze aj
limita (z,y) patri do A.

Ukézali sme, ze (kazdd) limita Iubovolnej konvergentnej siete prvkov z A opét patri do
A. To znamen4, Ze A je uzavreta.

Nech by priestor X nebol hasudorffovsky. Potom existuje siet (x4)qep v X, ktord mé
viac nez jednu limitu, t.j. x4 — = aj xq — y pre nejaké x # y. Potom ale v priestore X x X
pre siet (x4, 24)qep dostdvame

(x4, 2q) = (z,y).

Je to teda siet prvkov z A, ktord mé limitu mimo mnoziny A. CiZze mnozina A nie je uzavret.
O

Tvrdenie 6.2.9. Nech X, Y si topologické priestory pricom Y je Hausdorffouvsky. Nech
f,9: X =Y su spojité zobrazenia. Potom mnoZina

{z € X; f(x) =g(2)}
tyjch bodov, kde sa f a g zhoduji, je uzavretd v X.

Dékaz. Ukazeme, ze doplnok

M ={z € X; f(z) # g(x)}

je otvorena mnozina.

Zoberme si lubovolné x € M, t.j. mame f(z) # g(z).

Pretoze Y je Ty, existuji otvorené mnoziny U > f(z), V 3 g(x) tak, ze UNV = . Potom
plati z € f~1{U] N g~1[V], o znamen4, ze

W= fUlNng V]

je neprazdna otvorend mnozina.

Ukazme dalej, ze W C M. Ak by tato inklizia neplatila, tak by existovalo a € W také,
ze f(a) = g(a). Pre obraz tohoto bodu b = f(a) dostaneme, ze b € U a stc¢asne b € V. Mame
teda be UNV =, o je spor.

Zistili sme, ze pre Iubovolné z € M existuje nejaka otvorend mnozina taka, ze t C W C
M. Z toho uz vidime, ze M je otvorena. O

Tvrdenie [6.2.9| vieme pomerne jednoducho ukazat pomocou sieti — tloha Alebo by
sme tiez na dokaz mohli vyuzit tvrdenie [6.2.8] - tloha [6.2.5

Nasledujtice tvrdenie hovori, ze spojita funkcia je jednoznacne urcend hodnotami na hustej
mnozine — za predpokladu, ze cielovy priestor je Hausdorffovsky. T.j. ak sa dve spojité funkcie
zhoduji na nejakej hustej mnozine, tak sa uz musia zhodovat aj na celom priestore.

Daésledok 6.2.10. Nech X, Y si topologické priestory pricom Y je Hausdorffovsky. Nech D
je hustda mnozina v X. Ak f,g: X — 'Y sd spojité zobrazenia také, Ze flp = g|p, tak plati
f(z) = g(z) pre vsethy x € X.

flp=9lp = =g

Lahko vidno, ze predpoklad o hausdorffovskosti Y sa neda vynechat — staci zobrat za Y
dvojprvkovy indiskrétny priestor a dve rézne konstantné zobrazenia z toho istého neprazd-
neho topologického priestoru X do Y.
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Cvicenia
Uloha 6.2.1. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnozina a 7T je topoldgia urcend tymto
usporiadanim. Potom (X, T) je hausdorffovsky topologicky priestor.

Uloha 6.2.2. Ukézte na priklad, e existuje systém {fi: X — X;;i € I} taky, ze X mé
inicidlnu topolégiu vzhladom na tento systéme a: a) VSetky X; s Typ-priestory ale X nie je
To-priestor.

b) VSetky X; si Tj-priestory ale X nie je T}-priestor.

c¢) Vietky X; st hausdorffovské priestory, ale X nie je hausdorffovsky. (T.j. tvrdenie
a analogické tvrdenia pre Ty, T7 neplatia, ak vynechame predpoklad, Ze systém zobrazeni
oddeluje body.)

Uloha 6.2.3. Nech X je topologicky priestor a |I| > 2. Dokézte, ze X je hausdorffovsky
prave vtedy, ked diagonala A je uzavrets v topologickej mocnine X', (Pozri priklad |4.5.15(a

tvrdenie )

Uloha 6.2.4. Dokézte: Nech f,g: X — Y st spojité zobrazenia medzi topologickymi pries-
tormi, priom Y je Ty. Nech (24)4ep je konvergentnd siet v priestore X takd, Ze pre vSetky
d € D plati f(xq) = g(xq). Ak x4 — z, tak aj f(z) = g(x).

Ako médzeme pomocou tohoto faktu dokdzat tvrdenie [6.2.97

Uloha 6.2.5. Nech f,g: X — Y sd spojité zobrazenia medzi topologickymi priestormi.
Potom aj h = (f,9): X =Y x Y je spojité. Ukazte, ze

hHA] = {z € X; f(z) = g(=)}.
Pomocou tohoto faktu ukazte, ze uvedend mnozina je uzavretd, ak Y je hausdorffovsky.

Uloha 6.2.6. Dokéite, ze kazdé spojité zobrazenie zo Sierpinského priestoru do hausdorf-
fovského priestoru je konstantné.

6.3 Regularne priestory

V pripade regularnych priestorov vieme oddelit otvorenymi mnozinami lubovolny bod a uzav-
retd mnozinu.

Definicia 6.3.1. Nech (X,7) je topologicky priestor. Priestor X nazyvame reguldrny, ak
pre lubovolny bod b € X a Iubovolnt uzavretti mnozinu C takd, ze b ¢ C, existuju disjunktné
otvorené mnoziny U, V tak,ze be U a C C V.

Regulérny priestor, ktory je navyse T, nazveme T3-priestor.

Lahko sa overi, ze ekvivalentnt definiciu dostaneme, ak podmienku 77 nahradime pod-
mienkou T3. (Opac¢nd implikécia neplati — pozri priklad )

Tvrdenie 6.3.2. Ak X je Ty-priestor, tak X je hausdorffovsky.

Dokaz. Nech x, y st dva rozne body z X. Pretoze X je T3, jednobodové mnoziny st uzav-
reté. Staci teraz aplikovat podmienku z definicie regularneho priestoru na bod = a uzavreta
mnozinu {y} a dostaneme disjunktné otvorené okolia bodov = a y. O

Tvrdenie 6.3.3. Nech (X, T) je topologicky priestor a B je nejakd bdza topolégie T . Priestor
(X,T) je reguldrny prdve vtedy, ked pre lubovolng bod b € X a pre lubovolné bazové okolie
V 5b, V € B, existuje bazovd mnozina U € B takd, zebe U CU C V.

(VvabVGB)(EUEB)(beUQUQV) (6.1)
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Dékaz. Ukadzme uvedené tvrdenie pre B = T, t.j. pre Iubovolné otvorené mnoziny, bez ob-
medzenia sa na mnoziny z danej bazy. (Verzia, v ktorej topolgiu T nahradime bazou B sa
uz potom zdovodni lahko, na zaklade toho, ze kazdé otvorené okolie bodu b obsahuje nejaké
bézové okolie.)

T.j. verzia, ktorid budeme dokazovat, je:

%&VGﬂGUGﬂ@GUEUQV) (6.2)
Nech X je reguldrny priestor a nech b € V. Ozna¢me C = X \ V. Potom existuji
disjunktné otvorené mnoziny U, U’ také, ze b€ U a X \ V C U’. Inak povedané, mame
beUCX\U CV.
Z toho, ze X \ U’ je uzavretd, potom ale dostavame aj U C X \ U’, ¢ize mame aj
beUCUCV.

Nech C' je uzavretd podmnozina X a b ¢ C. Polozme V = X \ C. Potom existuje
otvorena mnozina V taka, ze

beUCUCV=X\C.
Ak polozime U’ = X \ U, tak U a U’ st disjunktné otvorené mnozinytaké, Ze
beU a ccu.
O

Dosledok 6.3.4. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je reguldrny prdve vtedy, ked
kazdy bod x md bdzu okoli pozostdvajicu z uzavretijch mnozin.

Dokaz. Zoberme za B, mnozinu vsetkych uzavretych mnozin obsahujtcich x. Potom pre
Iubovolné V € O, existuje U € B, také, 7e x € U C V. Teda uzavreté mnoziny skutoéne
tvoria bazu okoli v bode z.

Nech v bode x existuje nejaka baza okoli B,,, ktorej vsetky prvky st uzavreté mnoziny.
Nech z € V pre nejaki otvorent mnozinu V. Potom existuje nejaka uzavreté okolie C' € B,
také, ze x € C C B. Kedze C je okolie bodu z, tak mame otvoreni mnozinu U taku, Ze
x € U C C. Stéasne z uzavretosti C' dostaneme aj U C C. Teda spolu méme

reUCUCCCV.
O

Podobne ako pri inych tvrdeniach, aj tu sa da pytat, ¢i by sme mohli v tvrdeni
nahradit bazu subbdzou. V tomto pripade treba uvedené tvrdenie o mélicko zmodifikovat.

Tvrdenie 6.3.5. Nech S je subbdza topologického priestoru X. Priestor X je reguldrny ak
pre lubovolnyg bod b € X a pre kaZdé jeho subbizové okolie V', t.j. pre b € V € S, existuje
otvorend mnozina U takd, Zebe U CU CV

(Y,VESEUeT)beUCTCV) (6.3)

Tiez je pomerne lahké si uvedomit, ze ekvivalentnii podmienku by sme dostali aj ak by
sme pozadovali U € B pre nejakt bazu priestoru X.
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Dékaz. Predpokladajme, ze plati podmienka . Pripomenme, Ze subbaza S urcuje
bazu Bs pozostavajucu z prienikov konecne vela mnozin z S.
Nech V je otvorené okolie b. Potom existuje bazova mnozina B tak, ze b€ B C V. T.j.
mame
beSiN---NS,CV
pre nejaké Sq,...,S; € S.
Podla potom pre i = 1,...,k mame nejaké U; € O, s vlastnostou U; C S;.

Dostavame potom
k

k k
be mUingQ ﬂSi
i i=1 i=1

=1

N

V.

k

1=

k Eo__
Ak polozime U = () U; a vyuZijeme inkluziu () U; € () U;, tak mdme
i=1 1 i=1

(2
k
be(\U;=UCTUCV.
i=1
Subbéza S urcuje jej zodpovedajicu bazu Bgs, pricom plati S C Bs. Z tvrdenia
vieme, ze uvedené tvrdenie plati pre kazdi mnozinu U € Bg, a teda plati aj pre kazda
mnozinu U € S. O

Tvrdenie 6.3.6. Ak X je reguldrny priestor a S je jeho podpriestor, tak aj S je reguldrny.
Ak X je Tz-priestor, tak aj kaZdy jeho podpriestor je Ts.

Dékaz. Nech z € S a C je uzavretd mnozina v S takd, Zze x ¢ C. Potom existuje uzavretd
mnozina C' v X takd, ze C'NS = C.

Kedze x ¢ C" a X je reguldrny priestor, tak existuji otvorené mnoziny U, V oddelujiice
z a C' v priestore X. Potom U NS, V NS st otvorené mnoziny v podpriestore S, ktoré
oddeluju x a C.

Druhd ¢ast vyplyva z prvej a z tvrdenia O

Tvrdenie 6.3.7. Ak X; je requldrny priestor pre kazdé i € I, tak aj topologicky sucin || X;
iel
je reguldrny.
Ak vsetky X; su Ts-priestory, tak af [] X; je Ts-priestor.
i€l
Dékaz. Ozna¢me si X = [] X;. Overime podmienku (6.3)), t.j. budeme kontrolovat ¢i pod
iel

subbazovym okolim najdeme nejaké otvorené okolie aj s jeho uzaverom.

Nech b € X. Zoberme nejaki okolie bodu b z obvyklej subbazy na stcine, t.j. b € pi_1 V],
kde V je otvorena mnozina v X;. Z regularity priestoru X; mame existenciu otvorenej mnoziny
U takej, ze o

pi(b) eU CUCV.

Ak polozime W = p;” YU, tak dostaneme
be W CW Cp V]

(Vyuzili sme inkliziu p; '[U] C p; *[T], pozri tlohu ) O

Priklad 6.3.8. Priklad Hausdorffovského priestoru, ktory nie je regularny: Na mnozine R
topolégia zadand tak, Ze béza okoli nuly pozostava z mnozin (—¢,¢) \ C, kde C = {n%_l, n e
N}. (Ostatné body maji bazu okoli ako v euklidovskej topolégii.) Bod 0 a uzavretd mnozina
C sa nedaja oddelit otvorenymi mnozinami.
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132 Uplne regularne a tichonovovské priestory

6.4 Uplne regularne a tichonovovské priestory

Na rozdiel od axiém oddelitelnosti, ktorym sme sa venovali doteraz, tu do vstipia aj spojité
zobrazenia do R.

Definicia 6.4.1. Topologicky priestor X sa nazyva uplne requldrny, ak pre Tubovolny bod
b € X a uzavreti mnozinu C C X takd, Ze b ¢ C' existuje spojité zobrazenie f: X — R také,
ze f(b)=1a flc =0.

Uplne reguldrny T}-priestor nazyvame T, 1 -priestor alebo tiez tichonovouvsky priestor.

Poznamka 6.4.2. Ekvivalentni definiciu by sme dostali, ak by sme pozadovali zobrazenie
do I = (0,1) namiesto do R. Ak totiz mame nejaké zobrazenie f: X — R také, ze f(b) =1
a f|c =0, tak predpis
0 ak f(x) <0,
gle) =41 ak f(z)>1,
g(x) inak,

nadm dé spojité zobrazenie na X, ktoré uz ma hodnoty v intervale I = (0,1). (Spojitost
zobrazenia f sa da overit priamo, alebo aj pomocou toho, Ze ho vieme dostat pomocou g a
konstantnych funkcii spolu s operdciami minimum a maximum.)

Priklad 6.4.3. Kazdy metrizovatelny priestor je tichonovovsky priestor.

Nech d je metrika na X. Ak mame bod b a uzavretd mnozinu také, ze b ¢ C, tak mozeme
vyuZit spojité zobrazenie x — d(z,C). Toto zobrazenie je nulové pre z € C, ale v bode b
mé nenulovii hodnotu. (Vieme, Ze v metrickych priestoroch plati € C prave vtedy, ked
d(z,C)=0.)

Teraz uz staci tato funkciu preskalovat tak, aby hodnota v bode b bola rovna jednej, t.j.
zoberieme f(z) = %.

Tvrdenie 6.4.4. Nech (X,T) je topologicky priestor a S je nejakd subbiza topoldgie T .
Priestor (X,T) je dplne reguldrny prdve vtedy, ked pre kazdy bod b a pre kazdé okolie V' také,
zeb eV €S existuje funkcia f: X — I takd, Ze

f0)=1 a  flx\v=0.

Doékaz. Stac¢i pouzit podmienku z definicie pre uzavreti mnozinu C = X \ V.
Nech C je nejakd uzavretd mnozina takd, ze b ¢ C. Pretoze X \ C je okolie bodu X,
existuje kone¢ny pocet subbdzovych mnozin Wr,..., W, € S tak, ze

bEWlﬂWQO'“ﬁWng\C.

Prei=1,...,k existuji spojité zobrazenia f;: X — I také, Ze fi(b) =1 a fi|x\w, = 0.
Ak polozime
f=min{f;;i=1,... k}

tak plati f(b) = 1 a z inkluzie
CC(X\W)UX\Wy)U---U(X\ W)

dostaneme aj f|c = 0. O

132



1CReg: TVRPPR}

KAPITOLA 6. AXIOMY ODDELITELNOSTI 133

Ako doésledok dostaneme ako ekvivalentnii podmienku aj to, ak za S vezmeme nejaki bazu,
alebo aj celi topoldgiu 7. V pripade S = T vsak ide len o velmi priamociare preformulovanie
definicie a tvrdenie sa lahko rozsiri na pripad, Ze ide o bazu. Situacia je trochu jednoduchsia
ako v tvrdeniach [6.3.3] a pre reguldrne priestory — tam sme tieto pripady riesili zv14st.
Tu nam situaciu zjednodusi to, ze nepracujeme s dvojicou okoli ale iba s jednym.

Tvrdenie 6.4.5. KazZdy podpriestor iplne requldrneho priestoru je uplne requldrny. KaZdy
podpriestor TS% -priestoru je T3% -priestor.

Dokaz. Nech X je tuplne regularny priestor a S je jeho podpriestor.

Zoberme si lubovolny bod x € S a nejaké jeho otvorené okolie U (v relativnej topoldgii).
Potom existuje mnozina V', ktora je otvorenda v X, tak ze VNS =U.

7 tvrdenia m (resp. z jeho trividlnej verzie pre S = T) dostaneme, Ze existuje spojita
funkcia f: X — R takd, ze f(z) = 1 a f|x\v = 0. Ak si teraz vezmeme zlZenie f|s na
podpriestor S, dostali sme spojitu funkciu, ktord oddeluje z a S\ U. O

Tvrdenie 6.4.6. Stucin lubovolného systému uplne requldrnych priestorov je uplne requldrny.
Stucin Tz -priestorov je Ty -priestor.

Dékaz. Nech pre kazdé i € I je X; tplne reguldrny priestor. Oznaéme X = [] X;.
iel
Zoberme si Iubovolny bod z € X. Podla tvrdenia[6.4.4 ndm staci oddelit nejakou funkciou
bod z od doplnku akéhokolvek subbazoveho okolia.
Nech teda V' = p; '[U] pre nejaké U € T;, pricom z € V. Potom mame p;(x) € U. Pretoze
X; je reguldrny, existuje spojita funkcia f: X; — R takd, ze f(pi(z)) = 1 a flx, v = 0.
Potom pre funkciu g = f o p; mdme g(z) =1 a g|X\p;1[U] =0. O

Vdaka tymto vysledkom budeme schopni charakterizovat T3%—priestory ako podpriestory
mocnin uzavretého jednotkového intervalu I = (0, 1).

Definicia 6.4.7. Oznacme ako I = (0, 1) jednotkovy interval s obvyklou topolégiou. Lubo-
volni mocninu 4 tohoto priestoru nazyvame Tichonovova kocka.

Veta 6.4.8. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je Tgé—priestor prdve vtedy, ked X

je homeomorfny s podpriestorom nejakej Tichonovovej kocky I*.

Doékaz. Priestor I = (0,1) je Ty 1 priestor. (Napriklad z toho, Ze je metrizovatelny.)
7 tvrdeni a méme, Ze aj lubovolnd mocnina I je Ty 1-priestor.

Ozna¢me ako C(X,I) mnozinu vSetkych spojitych zobrazeni z X do I. Priamo z de-
finicie T51-priestoru dostaneme, ze C(X,I) oddeluje body a uzavreté mnoziny. Na zdklade

désledku 4.5.14) potom dostaneme vloZenie do mocniny 1¢(XR), O

Uvedme aj dokaz druhej implikdcie bez odvoldvania sa na vysledky z casti (Aby
bol tento dékaz pristupny aj c¢itatelovi, ktory sa nezaoberal systémami oddelujticimi body a
uzavreté mnoziny a tym, ako stuvisia s incidlnou topolégiou a vloZzenim do sticinovej topoldgie.
V skutocnosti je vSak zobrazenie z nasledujiceho dokazu presne to isté zobrazenie, ktoré
dostaneme z désledku )

Dokaz. Pre TS% priestor X si zoberme C' = C(X,I). Chceme néjst vloZenie do priestoru
I€. (T.j. do topologického sti¢inu vela képii jednotkového intervalu I = (0,1), kde pre kazdé
spojité zobrazenie f € C(X,I) mame jednu stradnicu.)
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Zobrazenie e: X — I¢ definujme tak, ze polozime

pyoe(x) = f(x),

t.j. hodnota na f-tej stradnici je presne f(x).
Inak povedané, zobrazenie e je uréené podmienkou pyoe = f.

X<, ¢

1

O tomto zobrazeni chceme dokézat, ze je spojité, injektivne a Ze to je homeomorfizmus
na svoj obraz. (Prvé dve podmienky by mali mat vcelku priamociare zdévodnenie — oplati sa
skusit nad nimi zamysliet samostatne skor nez si budete ¢itat zvySok dékazu.)

Spojitost zobrazenia e vyplyva z toho, Ze vSetky zobrazenia py o e si spjoité (tvrdenie
4.4.14).

Injektivnost. Pre Tubovolné dva body x # y existuje funkcia f € C(X,I) takd, ze

f(@) # f(y)-
To znamenad, ze py(e(z)) # pr(e(y)) a teda aj

e(x) # e(y)-

(Inak to mozeme povedat aj ta, Ze e(x) a e(y) sa musia liSit na f-tej siradnici.)

VloZenie. Pracujeme s injektivnym zobrazenim e: X — I¢. Na to isté zobrazenie sa mo-
Zeme pozerat ako na zobrazenie e: X — e[X], ktoré uz je bijektivne. O inverznom zobrazen{
e~1 chceme ukézat, Ze je spojité. (Alebo ekvivalentne, o zobrazeni e: X — e[X] chceme
ukdzat, Ze je otvorené.)

Nech U je otvorend mnozina v X; ukdzeme, Ze e[U] je otvorend mnozina v e[X].

Zoberme si lubovolny bod z e[U], ten m4 tvar e(z) pre nejaké x € U.

Z toho, ze X je tplne reguldrny, mame existenciu funkcie f € C(X,T) takej, ze

f@)=1,
fIX\ U] =o0.

(Ak sa chceme na to pozerat cez stiradnice, tak e(z) mé na f-tej siradnici hodnotu 1 a vsetky
body mimo mnoziny U maji na tejto stradnici hodnotu 0.)

Skontrolujme, ze

e(z) € p; (0, )] Ne[X] C e[U].

Skuto¢ne, ak mame nejaké y € X také, ze ps(e(y)) = f(y) > 0, znamend to, zZe y € U a
e(y) € elU].

Teda pre kazdy bod e(x) € e[U] existuje nejaké otvorené okolie tohto bodu, ktoré celé
lezi v e[U]. To znamen4, Ze e[U] je otvorend mnozina. O

Neskor budeme vidiet, ze ak sa obmedzime na uzavreté podpriestory, tak dostaneme
podobni charakterizaciu pre kompaktné Th-priestory — désledok
Budeme mat teda takéto dva vysledky, ktoré sa na seba do istej miery podobaju:
e Priestor X je uplne regularny Th-priestor < X je homeomorfny s podpriestorom pries-
toru (0,1)4 (pre nejaké A).
e Priestor X je kompaktny Th-priestor < X je homeomorfny s uzavretym podpriestorom
priestoru (0, 1)4 (pre nejaké A).
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Cvicenia

Uloha 6.4.1. Ukézte, 7e Sorgenfreyova priamka R; (priklad ) je uplne regularny pries-
tor. (Neskdr ukdzeme, Ze tento priestor je dokonca normdlny — priklad )

6.5 Normalne priestory

Normalnost je dalSou z axiém oddelitelnosti. V tomto pripade ide o to, ze Iubovolné dve
disjunktné uzavreté mnoziny vieme oddelit otvorenymi okoliami.

Definicia 6.5.1. Topologicky priestor X sa nazyva normdlny, ak pre Tubovolné disjunktné
uzavreté mnoziny A, B existuju disjunktné otvorené mnoziny U, V tak, ze AC U a BC V.
Priestor X nazveme Ty-priestor, ak X je normalny Ti-priestor.

Pomerne lahko vidno, Ze v definicii Ty-priestoru mézeme podmienku 77 nahradit pod-
mienkou T, a dostaneme ekvivalentni definiciu.

Tvrdenie 6.5.2. Ak X je Ty-priestor, tak X je hausdorffouvsky.

Doékaz. Pretoze X je Ti-priestor, jednobodové podmnoziny X st uzavreté. Teda pre Tubovolné
dva body z, y také, ze x # y mame disjunktné uzavreté mnoziny A = {z} a B = {y}.
Z normélnosti potom dostdvame, Ze existuji disjunktné otvorené mnoziny U 2 {z} a V 2
{y}. T.j. mdme UNV = () pre nejaké otvorené mnoziny U > x, V 3 y, ¢o je presne podmienka
z definicie hausdorffovského priestoru. O

Casto sa nam bude hodit nasledujiica charakterizicia normélnych priestorov.

Tvrdenie 6.5.3. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je normdiny prave vtedy, ked

pre lubovolné mnoziny C C O C X, kde C je uzavretd a O je otvorend, existuje otvorend
mnozina U takd, Ze
CCcUcCUCco.

Dokaz. Pretoze C' C O, mnoziny C a X \ O st navzijom disjunktné otvorené mnoziny.
7 definicie norméalneho priestoru mame existenciu disjunktnych otvorenych mnozin U, V
takych, ze

CCcU a X\ocCVw.

Sticasne z U NV méme U C X \ V. Pretoze X \ V je uzavretd, dostdvame aj U C X \ V.
Teda spolu mame
CCcUcCUCX\VCo.

Nech A, B st uzavreté podmnoziny X. Ak podmienku z tohoto tvrdenia aplikujeme
naC=Aa0=X)\B, tak dostaneme ACU CU C X \ B.
Pre otvorené mnoziny U a V = X \ U potom plati

ACU a BCV
a stcasne U NV = 0. O

Aby sme mali k dispozicii aspon nejaké zakladné priklady normélnych priestorov, pozrime
sa opdt na metrické priestory.
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136 Normalne priestory

Priklad 6.5.4. Kazdy metricky priestor je normalny.
Majme uzavreté podmnoziny A, B v metrickom priestore (X, d).

Pre kazdé x € A plati d(z, B) > 0, polozme r, = @ a U, = B(z,r;). Podobne pre

y € B si zvolime 7}, = @ a Vy, = B(y,r,). Potom
v=Ju. a v=UVWV
T€A yeB

st otvorené mnoziny také, ze U 2 Aa V O B.

Mnoziny U a V st navyse aj disjunktné. Zdovodnit to mdézeme sporom: Predpokladajme,
ze platilo z € U, NV, pre nejaké € A a y € B. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech r; < 7rg.
Potom dostaneme z d(z, 2) < r; a d(z,y) < 1, nerovnost

d(z,y) < d(x,2) +d(z,y) < e +1,, < 2rp < d(z, B).
Stcasne vsak (z definicie vzdialenosti bodu od mnoziny) mame d(z, B) < d(z, y).

Trieda normalnych priestorov nie je uzavreta na topologické sti¢iny a ani na podpriestory.
(UkéZeme si to v Casti ) Pomerne Tahko vSak skontrolujeme, Ze to funguje s uzavretymi
podpriestormi.

Tvrdenie 6.5.5. Ak X je normdlny priestor a S je jeho uzavrety podpriestor, tak aj S je
normdiny.

Dokaz. Nech A, B su uzavreté podmnoziny v S. Pretoze S je uzavrety podpriestor, tieto
podmnoziny su uzavreté v X.

V X méame otvorené disjunktné podmnoziny také, ze U D Aa 'V 2 B. Mnoziny U’ = UNS
a V' =V NS stotvorené v S a plati prene U' NV =10

ACU’ a BcCV’
O

Spojitym obrazom normalneho priestoru opét dostaneme normalny priestor, ak je nase
zobrazenie uzavreté.

Tvrdenie 6.5.6. Nech f: X — Y je spojita uzavretd surjekcia a X je normdlny priestor.
Potom aj Y je normadlny priestor.

Dokaz. Nech A, B CY st uzavreté a disjunktné. Mame potom uzavreté disjunktné mnoziny
f7tA] a f~1[B] v normdlnom priestore X. Teda existuji otvorené mnoziny v X tak, Ze

fFUAICU  a fBICV
Ak teraz polozime
U'=Y\fIX\U a V' =Y\fX\V],
tak dostaneme otvorené mnoziny v Y (na zdklade uzavretosti zobrazenia f). Chceli by sme
este overit,ze ACU, BCVaUNV =0.
Z inklizie f~![A] C U dostaneme

X\UCX\fHAl =Y\ 4]
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¢o znamend, ze plati aj

FIXANUIS Y \NA Y\ A
Inkltzia f[X \ U] CY \ A je ekvivalentnd s inkliziou

ACY\ fIX\U]=U".

Analogicky moZeme ukdzat, ze B C V',
Disjunktnost mézeme zd6évodnif pomocou rovnosti

UnvV =\ fIX\U)NY\ fIX\V])
(FIX\UJU fIX\V])
(FIX\ND)U(X\V))
(fIX\N@WnV))

f1X]=10

YA
YA
Y\
Y\

O

Ak by sme pouzili ekvivalentni charakteriziciu normélnych priestorov z tlohy [6.5.4] - ¢o
je vlastne definicia prepisand pomocou doplnkov — tak by sme v ddkaze o Cosi menej ¢asto
museli prechddzat k doplnku.

Iny dékaz. Nech U, V st otvorené mnoziny v Y také, ze UUV =Y. Potom f~1[U] a f~1[V]
st otvorené v X a plati

fHUlu vl = o uv] = Y] = X

Pretoze X je normdélny, dostavame, Ze existuju uzavreté mnoziny C, D C X tak, ze C' C
f YU, DC flVlaCuD = X.
Potom aj mnoziny f[C] a f[D] st uzavreté a plati pre ne f[C] C U, f[D]CV a

fICIU fID] = fICUD] = fIX] =Y.
Tym sme ukazali, Zze aj Y je normdlny priestor. O

Pre priestory so spocéitatelnou bazou topoldgie plati:
{chkompoddelNorm: TVR2NDC
Tvrdenie 6.5.7. KazZdy requldrny priestor vyhovujici druhej axziome spocitatelnosti je nor-
mdlny.

Podobny vysledok uvedieme v Casti o lindeléfovskych ako tvrdenie [9.3.7] Dokazy oboch
tvrdeni st velmi podobné — aj citatel, ktory sa nebude venovat lindel6fovskym priestorom si
pri precitani dokazu spomenutého tvrdenia lahko prelozi, ako dostat analogicky vysledok pre
priestory so spocitatelnou bazou topolégie.

{choddelNorm:VTURYSOHN}
Veta 6.5.8 (Urysohnova lema). Nech X je normdlny priestor a A, B si disjunktné uzavreté

mnoziny v X. Potom existuje spojitd funkcia f: X — (0,1) takd, Ze
AC {0} e« BC {1
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Pomerne Tahko sa d& ukézat, Zze podmienka o oddelovani uzavretych mmnozin spojitymi
funkciami v skutoc¢nosti charakterizuje normélne priestory — tloha

Vsimnime si, ze ak sa nam podari ukazat existenciu zobrazenia f s uvedenymi vlastnos-
tami, tak pre kazdé t € (0,1) mdme otvoreni mnozinu

Ur = f71{0,1)]
pricom pre lubovolné s < t plati Us C U,. Dokonca vidime o cosi viac, plati aj

ﬁngD

kedze pre u = £ mame U, C f~'[(0,u)] € U, a mnozina f~'[(0,u)] je uzavretd. Tiez

vidime, Ze pre tieto mnoziny plati A C U; C U, C B©.

Stratégia, ktori pouzijeme v dokaze, je ze najprv skonstruujeme do istej miery podobny
systém otvorenych mnozin — s tym rozdielom, ze ndm postacia takéto mnoziny pre x z nejakej
hustej podmnoziny otvoreného intervalu (0,1). Takyto systém mnozin potom vyuZijeme na
konstrukciu funkcie f. Uvedme tito cast dokazu ako samostatnii lemu.

Lema 6.5.9. Nech X je neprdzdny topologicky priestor a D je hustd podmnoZina v (0,1).
Nech pre kazdé t € D mdme otvorent podmnozinu Uy priestoru X, pricom pre kaZdé s,t € D
také, zZe s <t plati

U, C Us.

Potom predpis
inf{t e D;jx e U} akze | Us,

J(@) = 1 ak x ¢ SEJD Us.

se€D

urcéuje spojité zobrazenie f: X — (0,1).
Navyse plati

oy = N v

teD

T =X\ (U Ut)

teD

Dékaz. Systém S = {(0,b),(a,1);a,b € (0,1)} tvoria bazu topoldgie na intervale (0,1).
Chceme overit, ¢i vzory tychto podmnozin st otvorené.
Priamo z definicie zobrazenia f vieme overit, ieﬂ

fla)<beze | U
teD
t<b

Teda mnozina

0, = J U

teD
t<b

je otvorena.
Vsimnime si, Ze zatial sme nijako nepouzili podmienku o uzaveroch. T budeme potrebo-
vat pri overen{ otvorenosti f~![(a,1)]. Chceme sa teda pozriet na to, kedy f(z) > a.

IVyuzivame tu vlastne iba to, e inf M < b < (It € M)t <b
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Ak plati f(x) > a, tak z toho, Ze D je hustd mnozina, dostdvame existenciu ¢,d € D
takych, ze a < ¢ < d < f(x). Z nerovnosti

d < inf{t € D;x € U}

dostavame, ze x ¢ Uy. Spolu s inkliziou U, C Uy ndm to dava x ¢ U,. Zistili sme teda, zZe
pre ak f(z) > b tak existuje ¢ € D také, Ze ¢ > a a stcasne x € X \ U.. Tym sme ukézali

inklaziu o
F @] X\,

ceD
c>a

Pokusime sa ukazaft, ze plati aj opacna inkltzia. Ak bod x patri do uvedeného zjednotenia,
tak existuje ¢ € D N (a, 1), pre ktoré = ¢ U,. Potom samozrejme plati aj z ¢ U., z coho uz
vyplyva

f(z)=inf{t € D;z € Uy} > c.

Z toho dostédvame aj f(x) > a.
Ukézali sme obe inklizie, ¢o znamend, ze

e, 0] = J X\ Do)

ceD
c>a

Teda vzory subbazovych mnozin si otvorené a f je spojita funkcia.
Priamo z definicie funkcie f vidime aj to, Ze

flz)=0& (Vte D)z e Uy
fl)=1& (Vt € D)x ¢ U,
¢im dostavame aj popis vzoru nuly a jednotky uvedeny v tvrdeni lemy. O
Dékaz Urysohnovej lemy. Zoberieme si nejakt spoéitatelni hustd mnozinu D v (0,1). In-
dukciou zostrojime systém otvorenych mnozin {Us;t € D} taky, Ze pre lubovolné
s<t = U, C U,
ACUCU;CX\B
Potom pouzijeme lemu [6.5.9] O

Z Urysohnovej lemy dostavame vztah medzi Ty-priestormi a Ty 1 -priestormi.
Dosledok 6.5.10. Kazdy Ty-priestor je TS% -priestor.

Dékaz. Nech X je Ty-priestor, b€ X a b ¢ C, pricom C je uzavreta.
Staci aplikovat Urysohnovu lemu na uzavreté mnoziny {b} a C. O

Bez podmienky T; to uz nefunguje, normélny priestor nemusi byt tuplne regularny. Pri-
klady sa dajui najst pomerne lahko

Priklad 6.5.11. Zoberme si napriklad Sierpiniského priestor S na mnoZine {0,1}, kde T =
{0.{0},5}.

Tento priestor je normdlny, lebo ako disjunktné uzavreté mnoziny v S viem dostat iba ()
as.

Bod 0 a uzavretd mnozina {1} sa v8ak nedaji oddelit spojitym zobrazenim, pretoze kazdé
spojité zobrazenie S — R je konstantné — tloha [6.2.6]

Bod 0 od uzavreti mnozinu {1} nemézeme oddelif ani otvorenymi mnozinami — kedze
jedind otvorend mnozina obsahujica {1} je celé S. Takze tento priestor nie je dokonca ani
regulérny.
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140 Normalne priestory

Nasledujtci vysledok — Tietzeho veta — je dalSou délezitou vlastnostou normélnych pries-
torov. Hovori o tom, Ze pre spojité funkcie na uzavretych podmnozinich sa daji rozsirit na
cely priestor.

Veta 6.5.12 (Tietze). Nech X je normdlny topologicky priestor a A C X je uzavretd pod-
mnozina. Ak f: A — R je spojité zobrazenie, tak existuje spojité zobrazenie F': X — R také,
ze

Fla=Ff.

Opit, podobne ako pri Urysohnovej leme, sa da skontrolovat ze tato veta v skutoc¢nosti
charakterizuje normélne priestory (iloha .

Sformulujme najprv ako pomocny vysledok konstrukciu, ktori budeme pouzivat v dokaze
Tietzeho vety.

Lema 6.5.13. Nech X je normdlny priestor a C' je uzavretd podmnozina v X. Nech f: C —
R je spojitd funkcia a ¢ > 0 je redlna konstanta takd, Ze |f(x)| < ¢ pre vsetky x € C. Potom
existuje spojitd funkcia g: C — R takd, Ze |g(x)| < %c pre vietky v € X a |f(z) — g(z)| < 3¢
pre vsetky x € C.

(v € X)lg(o)] < 50

(Vo € C)|f(@) — (o) < 3e

Dokaz. Polozme

Tieto dve mnoziny st uzavreté v C, a teda st uzavreté aj v X. S o¢ividne aj disjunktné.

Potom na zéklade Urysohnovej lemy dostaneme spojitt funkciu g: X — (=%, §) takd, Ze
| c | c
= —— a —
gla 3 9\B 3

(Pouzivame tu verziu Urysohnovej lemy, kde sme interval (0,1) nahradili inym uzavretym
intervalom - tloha[6.5.1} )
Pretoze funkcia g nadobtida iba hodnoty z intervalu (—%, ) mame

1
j9(a)| < 5

pre vSetky x € X.
Este chceme overit odhad na vzdialenost medzi f(z) a g(z) na mnozine C.

Pre Tubovolné z € A méme g(z) = § a § < f(z) < ¢, z Coho vidime, Ze na tejto mnozine
plati
c 2
7() — 9(a)| = f(2) ~ g(a) Se— & = 2

Odhad |f(z) — g(x)| < 2c sa dokéZze v podstate rovnako pre = € B.
Zostava este overit, Ze tdto nerovnost plati aj pre € C'\ AU B. Pre tieto body v8ak
mame ‘
3 < flz) <

wlo
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Teda plati |f(z)| < § a stcasne [g(z)| < £, takZe spolu dostaneme
c ¢ 2
£() ~ 9(@)| < 17@)] + o)) < &+ § = 2e.

O

V dokaze Tietzeho lemy chceme pouzit uvedenu lemu na zostrojenie aproximaécii zadanej
funkcie f: X — (—1,1). Konstrukcia z lemy nadm da spojita funkciu go(x) takd, ze |f(x) —
go(z)| < % T istt konstrukciu potom zopakujeme pre rozdiel f(z) — go(z) a dostaneme sa
do situdcie, ze stucet go(z) + g1(x) je od f(z) vzdialeny najviac (%)2 Tento postup potom
opakujeme dalej — a nakoniec limitnym prechodom vytvorime hladant funkciu F'.

Podme skusit poriadne zapisat induktivnu konstrukciu, ktord sme tu naznacili v pre-
doslom odseku. A potom skiisime zdovodnit, Ze naozaj takto dostaneme funkciu, ktord ma
pozadované vlastnosti.

Dokaz Tietzeho vety. Predpokladajme, ze mame zadand uzavreti mnozinu C' a spojita fun-
keiu f: C — (=1,1). (V tvrdeni Tietzeho vety sa vyskytuji funkcie s hodnotami v R. My
zatial budeme pracovat s takymto intervalom a neskoér sa vratime k tomu, ako potom mézeme
odvodit vysledok aj pre funkcie s akymikolvek redlnymi hodnotami.)

Indukciou ukazeme pre kazdé n = 1,2,3,... existenciu spojitych funkcii f,,g,: X —
(—1,1) takych, ze

fn(x) = Zgi<x)

(t.j. fn definujeme ako sucet funkcii g1, ...,¢,) a plati:

o |gn(z)| < % (%)nil pre vietky z € X;

o |f(x) = fulx)] < (%)n pre vietky = € A.

1° Na funkciu f(z) mézeme aplikovat lemu s konStantou ¢ = 1. Dostaneme tak
funkciu g1 (), ktord md absolitnu hodnotu nanajvys 5. V tomto pripade mame f(z) = g1 ()
a2 tej iste lemy mime |f(z) — fi(2)] = |£(x) — g1 2)| < .

2° Predpokladajme, 7e uz mame funkcie f1, ..., fr_1 splitajice uvedené podmienky. Po-

v vy , . . n—1

uzijeme opéat lemu tentokrat pre funkciu f(z) — fn—1(x) a konstantu ¢ = (%) .
Dostavame funkciu g, (x) takd, ze

Sticasne pre tuto funkciu a pre sicet f(z) = g1 + -+ + gn—1(z) + gn(z) plati

2 2\ "
(@) = fa-1(@) = gu(@)] = [£(@) = gn(@)] < Se = (3) .

Teraz pre Tubovolné = € X definujeme

Inak povedané, F(x) = > gn(z).
n=1

o0
V prvom rade si uvedomme to, ze pre kazdé x je > gn(x) skutocne konvergentny rad
n=1

redlnych ¢isel. Vyplyva to z nerovnosti |g,(z)| < % (%)n_l, teda >|gn(x)| je majorizovany
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konvergentnym geometrickym radom. A teda méme absolutne konvergentny rad realnych
¢isel. Vidime teda, ze uvedeny predpis naozaj priradil kazdému bodu x nejakt hodnotu.

Stcasne z odhadu
fe%e] [e%e} 1 2 n—1
<SS 2 (2 =1
Sl =35 (3)

n=1
vidime, ze |F(z)| < 1, teda je to skutocne funkcia z X do intervalu (—1,1).
Stcasne mame pre kazdé x € C

0 < |F(x) - f(@)] = lim | £(@) — ful@)] < lim (g) 0. (6.4)

Teda skutoéne plati F'|c = f, ¢iZe funkcia F' rozsiruje funkciu f.

Este nas zaujima aj spojitost zobrazenia F. Podmienka vlastne hovori, ze postup-
nost (f,,)22, rovnomerne konverguje k funkcii f. Vysledok hovoriaci, Ze rovnomernd limita
postupnosti spojitych funkcii je spojita funkcia, pozname z matematickej analyzy aspon pre
funkcie definované na R. Dokaz pre Tubovolné topologické priestory je velmi podobny, takze
ho ponechame ako cvic¢enie pre c¢itatela. Toto tvrdenie pre funkcie do metrickych priestorov
je sformulované a odkédzané aj v tomto texte ako tvrdenie [I0.1.5]

Zatial sme dokdzali Tietzeho vetu iba pre funkcie z X do uzavretého intervalu (—1,1).
Chceme nejako teraz zdévodnit platnost Tietzeho vety pre funkcie z C' do R. Pripomenme, ze
existuje homeomorfizmus h: R — (—1,1) (priklad . Ak méme spojiti funkciu f: C —
R, tak mdzeme aplikovat ,ohranic¢eni® verziu Tietzeho vety na funkciu h o f, ktord ma
funkéné hodnoty v intervale (—1,1). Existuje teda spojita funkcia Fy: X — (—1,1), ktora
rozsiruje ho f, t.j. Fil|c =ho f.

Chceli by sme F preniest naspit cez h~'. Mame ale problém s tym, Zze F;, mdZe nadobidat
aj hodnoty 1 a h~! je definované iba na otvorenom intervale (—1, 1). To sa nam vSak podar{
wzachranit .

Oznaéme si D = F; '[{£1}]. Tato mnozina je uzavretd a navyse plati C N D = () (pre-
toze F; na C nadobida rovnaké hodnoty ako h o f, ¢ize neméze tam mat hodnotu +£1).
Z Urysohnovej lemy potom mame funkciu k takd, ze k|c =1 a k|p = 0. Ak poloZzime

Fy(z) = k(z) - Fi(x),

tak Fy je opét spojitd funkcia, nadobida vsak uz len hodnoty z intervalu (—1,1). Sticasne aj
F, rozsiruje ho f, kedZe pre x € C' mdme k(z) =1 a

Fy(x) = Fi(z) = h(f(z)).
Teraz uz staci polozit
F=hloF,

a mame spojitt funkciu taky, ze Flc = f. O

Cvicenie
Uloha 6.5.1. Dokézte nasledujiici dosledok Urysohnovej lemy: Ak A, B st disjunktné uzav-

reté podmnoziny normélneho priestoru X. Nech a < b st nejaké redlne ¢isla Potom existuje
spojité zobrazenie f: X — (a,b) také, ze fla =a a f|g =b.

Uloha 6.5.2. Dokéite, 7e pre topologicky priestor X st nasledujice podmienky ekviva-
lentné:

a) Priestor X je normaélny.

b) Priestor X spliia podmienku z Urysohnovej lemy.

¢) Priestor X Spiﬁa podmienku z Tietzeho vety.
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Uloha 6.5.3. Nech A, B st disjunktné uzavreté podmnoziny metrického priestoru (X, d).
Dokazte, ze predpis
d(z, A
f@)= w2
d(z,A) +d(x, B)

definuje zobrazenie f: X — (0,1), ktoré je spojité a plati prenn fla = 0 a f|g = 1. (T.j.
v metrickych priestoroch vieme priamo napisat predpis zobrazenia o akom hovori Urysohnova
lema.)

Uloha 6.5.4. Ukézte, Ze topologicky priestor (X,T) je normalny prave vtedy, ked plati
nasledujica podmienka: Pre Tubovolné otvorené podmnoziny U,V C X také, ze UUV = X
existuju uzavreté mnoziny C, D C X tak,ze CCU, DCV aCuUD=X.

6.6 Kontrapriklady

Pre délezité triedy priestorov, ktoré sme spomenuli, mame implikacie
T4:>T3% =T3=T, =T = T

Daju sa najst velmi jednoduché kontrapriklady pre implikacie tykajuce sa Tp, T a Ts-
priestorov. V priklade [6.3.8] sme videli, ze T, # T5. Situdcia je o ¢osi komplikovanejsia, ked
chceme najst kontrapriklady na uvedené vztahy medzi vyssimi axiémami oddelitelnosti.

6.6.1 Regularny priestor, ktory nie je tiplne regularny

Existuju aj T3-priestory, ktoré nie st Tgé.
Kedze takéto priklady st pomerne komplikované, nebudeme tu taky priestor konstruovat
— ak by sa niekto chcel na nejaky taky priestor pozriet, priddme aspon odkazy na literattru.
Pomerne zndmy priklad skonstruoval A. Mysior v ¢ldnku [My]. Ten isty priklad sa d4
n4jst napriklad aj v [El, Example 1.5.9], [Nl p.78, Example III.2].

6.6.2 Normalne priestory, podpriestory a sicin

Nasledujuci vysledok je niekedy uzitoc¢ny pri réznych kontraprikladoch — da sa niekedy pouzit
na dokaz, ze nejaky priestor nie je normalny.

Tvrdenie 6.6.1 (Jonesova lema). Nech X je normdlny priestor, D je hustd podmnoZina
v X a C je uzavretd podmnoZina X, ktord je diskrétna (v relativnej topoldgii). Potom plati
21C1 < 2IPI

Dékaz. Uvazujme lubovolni podmnozinu A C C. Potom A aj C' \ A st uzavreté v X.

Tieto uzavreté mnoziny sa daju oddelit otvorenymi mnozinami. T.j. existuji otvorené
mnoziny Uya, Va v X také, ze UsNVy =0, AC Uga, C\ A C V4. Vyberme pre kazdé A C C
nejaké Uy a V4 s tymito vlastnostami.

Pozrime sa teraz na to, co sa stane, ak mame A; o C C pricom A; # Ay. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, ze Ay \ Ay # 0.

Potom pre lubovolny bod = € Ay \ As plati © € Uy, a stGcasne x € Vy,. Teda Uy, N Vg,
je neprazdna otvorend mnozina.

Kedze D je hustd, mame potom Ua, N Va, N D # 0. Spolu s Ua, NVa, N D = 0 to
implikuje, ze

lﬁ41fﬁl) #§[L42le).
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Vidime teda, ze priradenie
A—~UasND

je injektivne zobrazenie z P(C) do P(D). Dostédvame teda |P(C)| < |P(D)], t.j.
2IC1 < oIPI
O

Priklad 6.6.2. Sorgenfreyova priamka R; (definovand v priklade je normalny priestor,
ale sticin R; x R; nie je normalny.

Najprv ukazme, ze R; je normalny priestor.

Nech A a B su disjunktné uzavreté mnoziny v R;. Pre kazdé a € A si vyberme nejaki
bézovi mnozinu U, = (a,r,) takd, ze U, N B = ). Podobne, pre kazdé b € B vyberme
Vo = (b, 1) tak, aby V, N A = (). Teraz staci polozit

U=|JUs=J@r) a V=[JV= 0.

acA acA beB beB

Evidentne, U a V st otvorené mnoziny také, ze U D A, V D B. A nie je tazké skontrolovat,
Ze plati aj
unv =40.

(Ak by totiz existovalo nejaké x € UNV/, tak pre nejaké a € A, b € Bméme x € (a,7,)N(b,7}).
Ak a < b, tak dostaneme b < x < r,, ¢o znamend, ze b € U, N B, ¢o je spor s vyberom U,.
Pripad a > b je symetricky.)

Fakt, ze sic¢in R; x R; nie je normélny ukdzeme pomocou Jonesovej lemy. Ak zoberieme
D = Q x Q, tak mame spocitatelni hustd mnozinu v R; x R;.

Pouzijeme mnozinu C = {(z, —z); z € R}, t.j. priamku v rovine so smernicou —1 preché-
dzajticu pociatkom siradnicovej stistavy. Tato mnozina je uzavretd v obvyklej topoldgii na
R a teda je uzavretd aj v R;. (Topoldgia na R, je jemnejsia nez euklidovska topolégia pozri
tlohu . Stcasne je topoldgia na mnozine C' diskrétna, kedze pre bod (z, —z) méme

CN{x,00)x (—x,00) = {(z,—2)},

¢ize existuje otvorend mnozina, ktorej prienik s C' je iba tento jediny bod.
Teda mnoziny C' a D splinaji podmienky z Jonesovej lemy. Plati pre ne

2Pl = 90 — ¢,

¢l = 9r,

Dostali sme 2/€! > 2/PI_ &ize tento priestor nie je normélny.

Stcasne vidime, ze R; x R; je dplne regularny. (PretoZe R; je regularny a trieda uplne
reguldrnych priestorov je uzavretd vzhladom na sicin.) Dostali sme teda sicasne priklad
T, 1-priestoru, ktory nie je Ty.

Priklad 6.6.3. Mooreova rovina I' (definovand v priklade je uplne regularny priestor,
ktory nie je normalny.

Ukézme najprv, ze I' je iplne reguldrny priestor (resp. T 1 -priestor — lahko vidno, ze T’
je hausdorffovsky priestor).

Podla tvrdenia[6.4.4]staci oddelit spojitym zobrazenim Iubovolny bod od doplnku kazdého
jeho bazového okolia. Pre body (x, y), kde y > 0, to moéZeme urobit rovnako ako v euklidovskej
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.FIeMooreFuN} Obr. 6.1: Ilustracia funkcie pouzitej v dokaze, Ze Mooreova rovina je tplne reguldrny priestor

topoldgii. Situdcia je zaujimavejsia ak y = 0. Vtedy bdzové okolie V' pozostava z bodu (z,0)
a kruznice C, ktord sa dotyka vodorovnej osi v tomto bode. Chceme teda f(x,0) = 0,
fIX\ V] =1, potrebujeme dodefinovat hodnoty vnutri kruznici C. Tie dostaneme tak, Ze na
kazdej priamke spajajicej nulu s nejakym bodom na hranici kruznice C bude f rast linedrne
— na obrazku [6.1] st zndzornené vrstevnice grafu tejto funkcie.

Dékaz, ze priestor I' nie je normdlny: Jonesova lema, C =R x {0}, D = Q x (QN (0, 00))
Rovnako ako v predoslom priklade, opét dostaneme |C| = ¢ a |D| = N,.

Poznamka 6.6.4. Uz sme videli, ze kazdy 15 1 -priestor je homeomorfny s podpriestorom
nejakej Tichonovovskej kocky I+ (veta M)
Neskor ukazeme, Ze priestor I4 je kompaktny Th-priestor a ze kazdy takyto priestor je aj

normélny — désledok dosledok (Pozri aj dosledok )
Takto teda pomocou lubovoIného Ty 1 -priestoru, ktory nie je normalny, sticasne ziskavame

aj priklad ukazujici, ze podpriestor norméalneho priestoru nemusi byt normalny.
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Kapitola 7

Suvislé priestory

7.1 Suvislé priestory

Definicia 7.1.1. Topologicky priestor X sa nazyva suvisly, ak neexistuji neprazdne dis-
junktné otvorené podmnoziny priestoru X také, ze AU B = X.

Hovorime, ze podmnozina C' v topologickom priestore X je suvisld, ak C' s relativnou
topoloégiou je suvisly priestor.

Suvisly priestor je teda taky priestor, ktory sa nedd napisat ako disjunktné zjednotenie
dvoch neprazdnych otvorenych podmnozin. Inak povedané, jediné obojaké mnoziny v X su
() a X (aloha[7.1.1). Ekvivalentne vieme stivislé priestory charakterizovat ako také priestory,
kde kazdé spojité zobrazenie do dvojprvkového diskrétneho priestoru musi byt konstantné
(dloha[7.1.2). Dostavame teda:

Tvrdenie 7.1.2. Nech X je topologicky priestor. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:
(i) X je suvisly.
(i) Ak A je obojakd mnoZina v X, tak A =10 alebo A = X.
(iii) Ak D je diskrétny dvojprvkovy priestor a f: X — D je spojité zobrazenie, tak f je
konstantné.

Priklad 7.1.3. Ako velmi jednoduché priklady mame: Ak |X| > 2, tak diskrétny priestor
na mnozine X je nesuvisly, indiskrétny priestor na mnozine X je savisly.

Priklad 7.1.4. Sorgenfreyova priamka R; (priklad [2.2.6]) nie je suvisly priestor. Mnoziny
U = (—0,0), V = (0,00) st otvorené mnoziny v R; také, 22 UNV =0 aUUV =R.

Délezitymi prikladmi stvislych priestorov st redlna os a intervaly na redlnej osi. Za¢nime
s uzavretym intervalom.

Tvrdenie 7.1.5. Interval (0,1) s obvyklou topoldgiou je sivisly priestor.

Dékaz. Predpokladajme, Ze by existovali neprazdne otvorené mnoziny U, V v X = (0,1)
také, ze UNV =0 a UUV = X. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech 0 € U.

Oznac¢me v = inf V. Pretoze v je uzavreta, mame v € V.

Ak v =0, tak dostavame v e U N V.

Ak 0 < v < 1, tak existuje € > 0 také, ze (v—e,v+¢) C V. Mame teda (v—¢e,v) CUNV.

V oboch pripadoch sme dostali, ze U NV # (), ¢o je nesporne spor.

Zostéava pripad v = 1. Vtedy by sme dostali, ze V = {1}, ¢o ale nie je otvorena mnozina.
Aj tu dostavame spor. O
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Tvrdenie 7.1.6. Nech (X,T) je topologicky priestor. Ak D je hustd mnoZina v X, ktord je
suvisld, tak aj priestor X je suvisly.

Dékaz. Predpokladajme, ze X nie je suvisly, t.j. existuji neprazdne disjunktné otvorené
podmnoziny A, B v X také, ze AU B = X. Pretoze D je hustd, dostdvame AN D # ) aj
BN D #(. Teda

D=(AnD)uU(BnNnD),

pricom AN D a BN D st neprazdne disjunktné otvorené podmnoziny v D. Dostali sme, ze
D nie je savisly priestor. O

Ing dokaz. Nech f: X — {0,1} je spojitd funkcia, pridom na mnozine {0,1} uvazujeme
diskrétnu topolégiu. Pretoze D je stvisld mnozina, f|p je konstantnd funkcia. Z dosledku

dostaneme, Ze f je konstantnd. O

Désledok 7.1.7. Nech X je topologicky priestor a C je nejakd sivisld mnozZina v X. Potom
aj lubovolnd podmnozina A takd, 2e C C A C C je suvisld.

Tvrdenie 7.1.8. Spojity obraz suvislého priestoru je suvisly.

Dokaz. Nech X je suvisly priestor a f: X — Y je spojitd surjekcia. Chceme ukézat, ze aj YV’
je suvisly.

Sporom. Nech by existovali disjunktné otvorené podmnoziny v Y také, ze AUB =Y.
Potom mnoziny A’ = f~1[A] a B’ = f~1[B] st otvorené a plati

AUB = AU (Bl = FAUB = Y] = X,
A'NB = f AN FB = AN B = £ 0 = 0.

Navyse zo surjektivnosti mame, ze A’ = f~1[A] aj B’ = f~![B] je neprazdna mnoZina.
Dostali sme spor so suvislostou priestoru X. O

Mbzeme vyuzit aj charakterizaciu suvislych priestorov pomocou spojitych zobrazeni do

D = {0,1} (dloha|7.1.2).

Dokaz. Majme suvisly priestor X a spojité surjektivne zobrazenie f: X — Y. Oznac¢me ako
D diskrétny priestor na mnozine {0,1}.

Ak by Y nebol suvisly, tak existuje nejaké nekonstatné spojité zobrazenie g: Y — D.
Potom g o f je nekonstantné spojité z X do D, ¢o je spor s tym, ze X je savisly. O

Niekedy je uzito¢na aj nasledujica charakterizacia suvislych priestorov pomocou ,spédjania“
bodov mnozinami z otvorenych pokryti.

Definicia 7.1.9. Nech X je topologicky priestor a z,y € X. Nech U je otvorené pokrytie
priestoru X. Povieme, ze konecné postupnost mnozin Uy, ..., U, € U je retaz v U spajajica
z,y ak x € Uy, y € U, a pre kazdé i =0,...,n — 1 plati U; N U511 # 0.

Tvrdenie 7.1.10. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je suvisly ak pre lubovolné
otvorené pokrytie U a pre lubovolné x,y € X existuje retaz v U spdjajica x a y.

Doékaz. Ak X nie je stvisly, tak existuji neprazdne obojaké mnoziny U, V tak, ze UNV = ()
aUUV = X. Potom U = {U,V} je pokrytie také, ze pre z € U a y € V ziadna retaz v U
nespaja r a y.
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148 Suvislé priestory

Prepokladajme teraz, ze X je suvisly a mame nejaké otvorené pokrytie U priestoru X.
Zoberme si [ubovolné z € X a oznacme

O = {y € X;existuje retaz v U spijajuca = a y}.

Mnozina O je evidentne neprazdna, pretoze z € O. Sta¢i nam teda ukazat, ze O je obojaka
mnozina — zo suvislosti priestoru X potom dostaneme O = X.

O je otvorend. Pre Tubovolné y € O existuje nejakd retaz Uy, ..., U, € U takd, ze y € U,.
Potom zrejme aj U, € O. Ukazali sme, ze kazdy bod z O mé nejaké otvorené okolie, ktoré
celé lezi v O. To znamend, ze O je otvorend.

O je uzavretd. Nech z € O. Zoberme si lubovolnti mnozinu U € U takd, ze z € U. Potom
U N O # . Uvazujme Iubovolny prvok y € U N O. Pre tento prvok mame retaz Uy, ..., U,
spajajucu = a y. Ak polozime U, = U, tak Uy,...,U,11 je retaz spajajica = a z, ¢o
znamend, ze z € O. Ukézali sme, ze O C O, a teda O je uzavretd mnozina. O

Tvrdenie 7.1.11. Nech X je topologicky priestor a {Y;;i € 1} je systém sivislych podmnoZin
priestoru X. Ak plati (' Y; # 0, tak aj mnoZina Y = |J Y; je stvisld.
iel iel

Dékaz. Staci ndm ukdzat, Ze kazdé spojité zobrazenie f: Y — {0,1} do dvojprvkového dis-
krétneho priestoru je konstantné (uloha|7.1.2)).

Nech g je nejaky bod patriaci do prieniku [ Y; # (. Pre Tubovolné y € YV existuje i € T

il

také, ze y € Y;. Z toho, Ze y,yo € Y; a Y; je stvisld mnozina dostaneme, Ze f(y) = f(yo)-

Zistili sme, Ze pre kazdé y € Y plati f(y) = f(yo), teda zobrazenie f je konstantné na
celej mnozine Y. O

Tento vysledok moézeme pouzit napriklad aj na to, aby sme charakterizovali suvislé pod-
mnoziny R (dloha [7.1.3).

Désledok 7.1.12. Podpriestor S C R redlnej osi (s obvyklou topoldgiou) je suvisly prdve
vtedy, ked S je interval.

Z tvrdenia [7.1.11] dostaneme aj nasledujtci fakt.

Dosledok 7.1.13. Nech X je topologicky priestor. Ak pre lubovolné x,y € S existuje sivisly
podpriestor Sy, taky, Ze x,y € Sy, tak priestor X je stvisly.

Mozeme si vSimnnt, Ze sme vlastne mohli najprv dokazat dosledok a z neho dokazat
tvrdenie — tieto dva vysledky sa daju dokédzat velmi podobne a akondhle mame jeden,
druhy dostaneme ako dosledok.

Tvrdenie 7.1.14. Ak X, Y si suvislé priestory, tak ich topologicky sucin X x Y je opdt
suwvisly.

n
Ak X1, ..., X, sd stvislé priestory, tak af ich sicin [] X; je stvisly.

i=1
Doékaz. Dokaz prvej ¢asti je ponechany ako cvicenie — tiloha
Druht ¢ast dostaneme z prvej matematickou indukciou. O

Veta 7.1.15. Nech pre kaZdé i € I je X; neprdzdny topologicky priestor.

Topologicky sucin [[ X; je sdvisly prave vtedy, ked priestor X; je suvisly pre kazdé i € I.
il
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Dékaz. Ak X = [] X; je stvisly, tak p;[X] = X, je spojity obraz stvislého priestoru, a teda
iel
je to suvisly priestor.
Zvolme si Tubovolny bod f € X. Pre kone¢ntt mnozinu F C I definujme

Xr={9€ X;g9lx\r = flx\r-}

Pretoze Xp = [[,cp Xi, 2 tvrdenia |7.1.14] dostavame, Ze priestor Xp je stvisly.
Potom mnozina
D= U{Xp; F C I, F je kone¢nd mnozina}

je zjednotenim suvislych priestorov takych, ze kazdy z nich obsahuje f, teda podla tvrdenia
[T 1.10] je tiez stvisld.

NavySe tdto mnozina je hustd v X. (Pre lubovolné g € X je kazdé bdzové okolie B bodu g
urcené nejakou konec¢nou mnozinou F'. Potom tato bazova mnozina B mé neprazdny prienik

s Xp.) Z tvrdenia dostaneme, ze X je suvisly. O

7.1.1 Komponenty stvislosti

Definicia 7.1.16. Ak X je topologicky priestor a C C X je maximélna (vzhladom na ink-
ltziu) suvisld podmnozina priestoru X, tak hovorime, ze C' je komponent sivislosti priestoru
X.

Tvrdenie 7.1.17. Nech X je topologicky priestor a x € X. Ak poloZime
C, = U{C C X;z € C,C je sivisld mnoZina},

tak C, je suvisld mnozina obsahujica x, ktord je navyse maximdina vzhladom na inkliziu —
teda je to komponent suvislosti.
Mnozinu C, nazyvame komponent suvislosti bodu z.

Désledok 7.1.18. Ak X je topologicky priestor a S je suvisld mnozina, tak existuje kompo-
nent suvislosti C taky, ze S C C.

Tvrdenie 7.1.19. Komponenty stvislosti priestoru X tvoria rozklad mnoziny X. (T.j. st
navzdjom disjunkiné a ich zjednotenie je celé X.)

Doékaz. Ozna¢me C, komponent suvislosti bodu x. Pretoze x € Cj,

X = Ucm.

reX

Ak pre nejaké dva body méame C, N C, # 0, tak C, U Cy, je sivisld mnozina obsahujica
x aj y. Z maximality potom dostaneme

Co=CoUCy=0C,.
O

Veta 7.1.20. Vsetky komponenty sdvislosti v X si uzavreté.

Dokaz. Nech C' je komponent stvislosti v X. Podla dosledku je aj mnozina C' stvisla.
7 maximality potom mame C = C. O
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150 Linearne suvislé priestory

Vidime teda, ze kazdy topologicky priestor sa dé rozlozit na stivislé uzavreté podmnoziny,
ktoré si po dvoch disjunktné.
Komponenty stuvislosti vo vSeobecnosti nemusia byt otvorené.

Priklad 7.1.21. Uvazujme Q s obvyklou topolégiou. Pomerne Tahko skontrolujeme, ze Tu-
bovoln4 stvisld podmnozina Q méze mat najviac jeden bod (dloha[7.1.7)). Teda vSetky kom-
ponenty stvislosti priestoru Q st jednoprvkové.

Cvicenia

Uloha 7.1.1. Dokézte: Topologicky priestor X je stuvisly prave vtedy, ked v X jediné obojaké
mnoziny v X st 0 a X.

Uloha 7.1.2. Nech X je topologicky priestor. Potom X je stvisly prave vtedy, ked kazdé
spojité zobrazenie f: X — D z X do dvojprvkového diskrétneho priestoru je konstantné.

Uloha 7.1.3. Ukézte, ze podpriestor S C R redlnej osi (s obvyklou topolégiou) je stvisly
prave vtedy, ked S je interval.

Uloha 7.1.4. Nijdite body také, ze X \ {x} je nestivisly priestor, pre dany priestor. (Uva-
7ujeme relativnu topolégiu zdedent z euklidovskej topolégie na R resp. R2.)

a) X = (a,b),

b) X = (a,b),

C) X = (a7b>a

d) X = (a,b),

e) X =R,

f) X =9 ={(x,y) e R% 2% +¢y> =1}

D4 sa vysledok, ktory ste dostali, nejako vyuzit na zdévodnenie, Ze niektoré z uvedenych
priestorov nie st navzajom homeomorfné?

Uloha 7.1.5. Nech X je stvisly priestor a f: X — M je zobrazenie. Predpokladajme, Ze
f je lokalne konstantné zobrazenie, t.j. pre kazdy bod x € X existuje nejaké okolie U € O,
také, Ze f|y je konstantné zobrazenie. Potom f je konstantné.

Uloha 7.1.6. Dokéite, ze ak priestory X, Y st stvislé, tak aj ich sqéin X x Y je stvisly.

Uloha 7.1.7. Ukdite, 7e ak A C Q a |A| > 2, tak A nie je stvisld. (Berieme obvykld
topoldgiu na Q.)
Co z toho vyplyva pre komponenty suvislosti priestoru Q7

7.2 Linearne suvislé priestory

Definicia 7.2.1. Topologicky priestor X sa nazyva linedrne szim'sly”ﬂ ak pre lubovolné z,y €
X existuje spojité zobrazenie f: (0,1) — X také, ze f(0) = z, f(1) = y. Takéto zobrazenie
f nazyvame cesta z x do y.

Priestor X nazveme oblikovo sivisly, ak pre lubovolné z,y € X existuje vlozenie h: (0,1) —
X také, ze h(0) = z, h(1) = y. (Tu teda navyse ziadame, aby h[(0,1)] = (0, 1), t.j. podpriestor
h[{0,1)] je homeomorfny s jednotkovym intervalom.)

S cestami sa stretnete aj na inych predmetoch v suvislosti s fundamentalnou grupou a
homotoépiou.

1Pouziva sa aj termin cestne suvisly. V angli¢tine pathwise connected.
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Tvrdenie 7.2.2. Ak X je oblikovo suvisly, tak je linedrne stvisly.
Ak X je linearne sdvisly, tak je sidvisly.

Dokaz. Prva cast tvrdenia vyplyva priamo z definicie.
V druhej Casti si sta¢i uvedomit, ze S; , = f[(0, 1)] je spojity obraz stvislého priestoru, ¢ize
je to suvisly podpriestor (tvrdenie|7.1.8). Vdaka tomu mézeme aplikovat dosledok|(7.1.13 O

Priklad 7.2.3. Priestor R™ s euklidovskou topolégiou je oblikovo suvisly a teda aj linedrne
suvisly a suvisly (dloha [7.2.1)).

Poznamka 7.2.4. Pre Th-priestory nie je rozdiel medzi oblikovo stuvislymi a linedrne stivis-
Iymi priestormi, dékaz vSak nie je jednoduchy. Pozri napriklad [Wl, Corollary 31.6].

Priklad 7.2.5. TODO X = {(0,0)} U{(z,sin1);z € R,z > 0}

TODO X je suvisly, X nie je linedrne stuvisly

Predpokladajme, ze by existovalo spojité zobrazenie f: (0,1) — X také, ze f(0) = (0,0)
a f(1) = (e,sin 1) pre nejaké £ > 0.

VyuZijeme spojité zobrazenia p; o: R? — R. Zobrazenie g = p; o f je spojité. Pre toto
zobrazenie plati g(0) = 0 a g(1) = 1, ¢o znamen4, Ze g nadobida aj vSetky hodnoty z intervalu
(0,¢). TODO z =

5 +27mn
Spojity obraz linedrne suvislého priestoru je linedrne suvisly.

Tvrdenie 7.2.6. Ak X je linedrne suvisly priestor a f: X — Y je spojité surjektivne zobra-
zenie, tak aj Y je linedrne suvisly.

Dékaz. Ulohalz.2.9 O

Tvrdenie 7.2.7. Nech X je topologicky priestor. UvaZujme reliciu v ~ y zadani tak, Ze x
a y st v relacii ak existuje cesta z x do y. Potom ~ je reldcia ekvivalencie na X.
Triedy ekvivalencie sa nazyvaji komponenty linedrnej suvislosti priestoru X.

Dokaz. TODO x ~ x
TODO z ~ y = y ~ x otocCenie cesty
TODO z ~y ANy ~z =z~ 2z = ,spojime“ dve cesty O

Tvrdenie 7.2.8. Nech X je topologicky priestor
(i) Ak {Y;;i € I} je systém linedrne stvisljch podmnoZin priestoru X. Ak plati (| Y; # 0,
iel
tak aj mnozina Y = |J Y; je linedrne sivisla.
il
(1) Ak'Y C X a pre kazdé x,y € Y existuje linedrne suvisly podpriestor S, , taky, Ze
2,y € Szy, tak aj celd mnoZina Y je linedrne suvisld.

Dosledok 7.2.9. Kazdy komponent linedrnej suvislosti je linedrne suvisld mnoZina.

Dokaz. Nech
C =C, ={y € X; existuje cesta z x do y}.

Potom pre kazdé y € C existuje cesta f: (0,1) — X takd, ze f(0) =z, f(1) = y. O

Tvrdenie 7.2.10. Nech X je topologicky priestor.
Mnozina C C X je komponent linedrnej suvislosti priestoru X prdve vtedy, ked C je
linedrne suvisla podmnozina priestoru X, ktord je maximdlna vzhladom na inkliziu.
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152 Lokéalne suvislé priestory

Komponenty linedrnej suvislosti nemusia byt uzavreté. Opét to mézeme vidiet na priestore
z prikladu (dloha [7.2.4).

Tvrdenie 7.2.11. Ak pre kazdéi € I je X; linedrne sivisly priestor, tak aj sicin X = [[ X;
iel

je linedrne suvisly.

Dékaz. Uloha [2.2.3 m

Cvicenia

Uloha 7.2.1. Ukézte, Ze priestor R™ s euklidovskou topolégiou je oblikovo stvisly.

Uloha 7.2.2. Ukéite, 7e ak f: X — Y je spojita surjekcia a X je linedrne stvisly priestor,
tak aj Y je linedrne suvisly priestor.

Uloha 7.2.3. Dokdite, ze stéin linedrne sivislych priestorov je linedrne stvisly priestor.
Uloha 7.2.4. N3ajdite komponenty linearnej suvislosti priestoru z prikladu

Uloha 7.2.5. Nech X je topologicky priestor a 2 € X. Oznaéme L, komponent linedrnej
suvislosti bodu x a C, komponent suvislosti bodu x. Ukazte, ze

LfE g G’E'

7.3 Lokalne suvislé priestory

Definicia 7.3.1. Topologicky priestor X nazveme lokdine sidvisly, ak pre kazdé z € X
existuje baza okoli pozostavajica z otvorenych stvislych mnozin.

Priestor X je lokdlne linedrne suvisly, ak kazdy bod z € X mé bazu okoli tvoreni otvo-
renymi linedrne stvislymi mnozinami.

Mbzeme sa pozriet aspon na nejaké jednoduché priklady.

Priklad 7.3.2. Priestor (0,1) U (2,3) je lokdlne suvisly, ale nie je sivisly. Diskrétny priestor
(X, Taisc) pre | X| > 2 je lokdlne stvisly ale nie je savisly.
Vela dalsich podobnych prikladov vieme dostat ako X = [ X;; ak kazdy priestor X; je
iel
lokélne suvisly, tak aj X je lokdlne suvisly. Ak |I| > 2 a vSetky X; st neprézdne, tak X nie
je suvisly.

Suvisly priestor nemusi byt lokalne sivisly.

Priklad 7.3.3. Nech X je podpriestor R2, ktory pozostdva zo vietkych tseéiek spajajtcich
bod (0,1) s niektorymi z bodov (0,0) a (0, -=7) pre n € N.

Tento priestor je suvisly a aj linedrne suvisly. Nie je vSak lokalne suvisly ani lokalne
linedrne suvisly; dostatoéne malé okolie bodu (0,0) nie je stuvislé.

Tvrdenie 7.3.4. Nech X je topologicky priestor. Ak X je suvisly a lokdlne linedrne sivisly,
tak X je linedrne stdvisly.

Dokaz. Nech x € X a
L = {y € X;existuje cesta z x do y}.

Stac¢i ukazat, ze L je obojakd mnozZina.
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L je otvorend. Nech y € L. Potom existuje nejaké linedrne sivislé okolie U € y. Mame
potom y € U C L. Teda L spolu s kazdym bodom obsahuje aj nejaké jeho okolie, ¢o znamena,
ze L je otvorend.

L je uzavretd. Nech y € L. Zoberme Tubovolné linedrne sivislé okolie U bodu y. Potom
plati U N L # 0, ¢o znamen4, ze U U L je linedrne stvisld mnozina. Teda existuje cesta z x
do y ay € L. Tym sme ukézali, 7 L C L, a teda L je uzavreta. O

Tvrdenie 7.3.5. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je lokdlne suvisly prdave vtedy,
ked pre kazdu otvorent mnoZinu su aj vsetky jej komponenty suvislosti otvorené.

Dokaz. Nech X je lokalne suvisly a O C X je otvorend mnozina. Nech C' komponent
suvislosti v podpriestore O a nech x € C. Z lokalnej suvislosti mame existenciu otvorenej
suvislej mnozinu U takej, ze x € U C O. Potom mame aj U C C. Ukéazali sme, ze pre kazdy
bod x € C' existuje otvorené okolie leziace celé v C. Teda C' je otvorend mnozina.

Predpokladajme teraz, ze komponenty suvislosti v kazdom otvorenom podpriestore
st otvorené. Ak méame Tubovolni otvorend mnozinu U a x € U, tak komponent C, bodu x
v U je otvorend stuvisld mnozina taka, ze

reC,CU.
7 toho vidime, Ze otvorené suvislé mnoziny tvoria bazu okoli v bode x. O
Dosledok 7.3.6. Komponenty stvislosti v lokdlne suvislom priestore st obojaké mnoZiny.
Dosledok 7.3.7. Kompaktny lokdlne sdvisly priestor ma konecne vela komponent suvislosti.
Tvrdenie 7.3.8. Faktorovy priestor lokdlne stvislého priestoru je lokdlne stvisly.

Doékaz. Nech f: X — Y je faktorové zobrazenie.

Nech U je otvorend mnozina v Y a C' je komponent stvislosti v U.

Uvazujme Iubovolné x € f~1[C]. Nech C, je komponent stivislosti bodu z v f~1[U]. Podla
tvrdenia [7.3.5 mdme, ze C, je otvorend a sivisld mnoZina.

Pretoze f[Cy] je stvisla mnozina a f(x) € C, dostdvame f[C,] C C. Plati teda

zeC, C fYa)

Zistili sme, Ze pre kazdy bod x € f~1[C] mame otvorenid mnozinu C,, ktora celd lezi
v f7YC]. To znamena, ze f~*[C] je otvorend v X a C' je otvorend v Y. O

7.4 Indukcia na realnej osi

Chceli by sme aspon stru¢ne spomentt metédu dokazu, ktord sa da pouzit pre redlne cisla a
do istej miery pripomina matematicki indukciu. Vyborny text venovany tejto téme je [CI2].
V slovenéine sa dé nieco o redlnej indukcii preéitat v prislusnej podkapitole v [SS].

Tvrdenie 7.4.1. Nech S C (a,b) je podmnoZina, ktord spliia podmienky:
e acef.
o Ak x € S pre nejaké y < b, tak existuje y > x také, Ze (x,y) C S.
o Ak pre x <b plati (a,x) C S, tak ajx € S.
Potom S = (a,b).

Dékaz. TODO S je obojakd mnozina O
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Snad aspon trochu vidno, ze formuldcia tvrdenia B.I.5] pripomina dokaz matematickou
indukciou: Pri dokaze, Ze tvrdenie plati pre vSetky prvky intervalu (a,b), najprv overime, ze
plati pre najmensi prvok intervalu. A potom overime, ze sa vzdy dé ,posunut dalej“ — na
rozdiel od beznej indukcie tu ale rozliSujeme dva pripady.

Vela prikladov pouzitia takéhoto typu indukcie sa dd ndjst v spominanych textoch [CI2]
SS]. Ak sa napriklad pozriete na nas dokaz tvrdenia (uzavrety jednotkovy interval je
kompaktny), tak trochu vidno, ze uvedeny dékaz sa velmi podobd na dékaz pomocou redlnej
indukcie.

Pre istotu zdéraznim, Ze toto je iny typ indukcie nez transfinitnd indukcia. Pouzivame tu
obvyklé usporiadanie na redlnej osi resp. na (a, b), o nie je dobré usporiadanie.
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Kapitola 8

Kompaktnost

O kompaktnosti sa da povedat to isté, o sme povedali o viacerych dalsich témach, ktorym
sme sa venovali. Je to pojem, s ktorym ste sa uz stretli v metrickych priestoroch. Tu sa chceme
pozriet na to, ako funguju veci stuvisiace s kompaktnostou v topologickych priestoroch.

8.1 Kompaktné priestory

Definicia 8.1.1. Ak C je pokrytie priestoru X, tak systém S& C C sa nazyva podpokrytie
pokrytia C, ak aj S je pokrytim t.j. ak | JS = X.

Definicia 8.1.2. Topologicky priestor X sa nazyva kompaktny, ak pre kazdé otvorené po-
krytie priestoru X existuje konecné podpokrytie.

Podmnozinu K v topologickom priestore X nazveme kompakinou, ak K s relativnou
topolégiou je kompaktny priestor. (Ekvivalentne: Lubovolné pokrytie mnoziny K otvorenymi
podmnozinami priestoru X)

Kompaktnost teda znamend, Ze ak mame systém otvorenych mnozin {U;;¢ € I} taky, Ze
U U; = X, tak existuje konecnd mnozina F C I taka, ze

el
Yui=x.
iEF

Zac¢nime s nejakym velmi trividlnym prikladom:
Priklad 8.1.3. Kazdy kone¢ny priestor je kompaktny.
Nezaskodi mat aj nejaké priklady nekompaktnych priestorov.

Priklad 8.1.4. Priestor R s obvyklou topolégiou nie je kompaktny. Staci si uvedomit, ze
{(=n,n)in € Z}

je otvorené pokrytie R, ktoré neméa konecné podpokrytie.

Otvoreny interval (0, 1) nie je kompaktny. (To moézeme dostat z toho, ze R = (0,1). Alebo
by sme mohli opéaf priamo najst nejaké konkrétne otvorené pokrytie, ktoré nema konecné
podpokrytie.)

Velmi ¢asto budeme pouzivat fakt, ze uzavrety jednotkovy interval je kompaktny priestor.
(Tento vysledok pozname z nizsich ro¢nikov, ale aj tak sa pozrime na jeho ddkaz.)
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Tvrdenie 8.1.5. Interval I = (0,1) s obvyklou topoldgiou je kompakiny.
Kazdyg uzavrety interval (a,b), kde a < b, je kompaktny.

Dokaz. Nech C je otvorené pokrytie priestoru I. Pre kazdé a € I si vyberme niektoré U, € C
také, ze a € U,.
Oznacme

S = {z € (0,1); existuje koneény podsystém F C C taky, Ze (0,z) C | J F},

t.j. tie body, pre ktoré sa (0, z) d& pokryt konecne vela mnozinami z C.
Tahko sa da skontrolovat, ze ak x € S tak aj cely interval (0, ) patr{ do S. Teda mnozZina
S s Tubovolnym bodom obsahuje aj vsetky body z intervalu, ktoré st od neho nalavo.
Chceme ukézat, ze S = (0,1).
Prepokladajme, Ze by platilo I \ S # 0. Potom existuje

a=1inf(I'\ S).

o Nemédze platit a = 0. Mnozina Uy obsahuje (0, ) pre nejaké e. To znamend, ze F = {Uy}
pokryva (0, z) pre vSetky = < e. A teda (0,e) C S.

e Ak 0 < a < 1, tak U, obsahuje podmnozinu tvaru (a — ¢,a + €) pre nejaké € > 0.
Z a—e <inf(I\S) dostdvame a — ¢ € S. Teda existuje konecné podpokrytie intervalu
(0,a — €}, t.j. nejaké konecné F C C, pre ktoré (0,a — €) C |JF. Ak teraz zoberieme
F' =FU{U,}, tak

UF =t.UJF2(@-c+a+e)u(0,a—e)=(0,a+e).

Z toho vidime, ze vSetky body (0,a +¢) C S, a teda inf(I \ S) > a + ¢, ¢o je spor.
o Ak by platilo @ = 1, tak U; D (a — &,1) pre nejaké ¢ > 0. Podobnou dvahou ako
v predoslom bode dostaneme, Ze ak F pokryva (0,a —¢), tak F U {U;} pokryva (0, 1).

Cize mame 1 € S, ¢o je spor.

Vidime, Ze kazda z tychto moznosti vedie k sporu, teda skutoéne plati S = (0,1) a
dostévame kone¢né podpokrytie celého intervalu. Tym sme overili kompaktnost pre I = (0, 1).
Kazdy netrividlny uzavrety interval (a,b) je homeomorfny s (0, 1), ¢ize je tiez kompaktny.
O

Poznamka 8.1.6. Uviedli sme to dokaz, ktory je pomerne priamociary v tom zmysle, ze
nepouziva ziadne pokrocilé tvrdenie — iba vlastnosti usporiadania na R.

Neskor si ukazeme iny dokaz pomocou Alexandrovej vety o subbaze — pozri priklad
Dékaz zalozeny na tom, Ze priestor {0, 1} je kompaktny a I je jeho spojity obraz je naznaceny
v tlohe

Pre kompaktné priestory moézeme dostat nasledujicu charakterizaciu priamo z definicie,
ak prejdeme k doplnkom mnozin a pouzijeme de Morganove zdkony.

Veta 8.1.7. Nech (X, T) je topologicky priestor. Priestor X je kompaktnyg prdve vtedy, ked

kazdy centrovany systém uzavretych mnozZin md neprdzdny prienik.

Pripomenme, zZe centrovany systém je taky systém, pre ktory prienik lubovolného konec-
ného podsystému je neprazdny (definicia [5.4.13]).
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Dokaz. Nech C = {C}; i € I} je centrovany systém uzavretych mnozin. Predpokladajme,

ze by platilo
(Ci=0.
il

Oznac¢me U; = X \ C;. Potom dostaneme

UUi:U(X\Ci):X\<ﬂCi> = X,

i€l i€l i€l

teda {U;;i € I} je otvorené pokrytie. Potom existuje nejaké konecéné podpokrytie {U;;i € F'}.
7 toho dostaneme, ze

ﬂCi—ﬂ(X\Ui)—X\<UU2—> =9,

i€F i€F i€l

¢o je spor s predpokladom, ze C je centrovany systém.
Nech U = {U;;i € I} je otvorené pokrytie priestoru X. Prepokladajme, ze by ne-
existovalo konec¢né podpokrytie pokrytia U. T.j. pre kazdu konecénti mnozinu F' C I plati

X\ U U; #0. Ak polozime C; = X \ U; pre lubovolné i € I, tak dostaneme pre lubovolnii
ieF
kone¢ni mnozinu F' C [

(Ci= ﬂ(X\UQ:X\(U Ui> # 0.

i€l i€l i€l

Teda C = {C;;i € I} je centrovany systém uzavretych mnozin. Stcasne dostdvame

(Ci =9,

iel
¢o je spor s nasim predpokladom. O

V nasledujicich dvoch tvrdeniach sa pozrieme na vztah medzi kompaktnostou a uzavre-
tostou.

Uzavrety podpriestor kompaktného priestoru je kompaktny:
{chkomp: TVRUZAPPR}
Tvrdenie 8.1.8. Ak X je kompaktny priestor a S je jeho uzavrety podpriestor, tak aj S je

kompaktny.

Dokaz by sme mohli robit aj cez pokrytia — tak Ze by sme z pokrytia priestoru S dostali
otvorené pokrytie celého X, pricom vyuzijeme aj otvorend mnozinu X \ S. Ked uz méme ale
k dispozicii charakterizaciu pomocou centrovanych systémov uzavretych mnozin, td vieme
vyuzit na priamociarejsi dokaz:

Dokaz. Nech C je centrovany systém uzavretych podmnozin v S. Kazda uzavretd podmno-
zina priestoru S je uzavretd aj v X. Teda C je centrovany systém uzavretych podmnozin
kompaktného priestoru X, z ¢oho uz vyplyva (\C # 0. O

Kompaktny podpriestor hausdorffovského priestoru je uzavrety:
{chkomp : TVRUZAVHAUS}
Tvrdenie 8.1.9. Ak S je podpriestor priestoru X, pricom S je kompakitnyg a X je Hausdorf-

fousky, tak S je uzavrety podpriestor.
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Obr. 8.1: Ilustracia dokazu tvrdenia [8.1.10

Kedze nasledujicu uvahu vyuzijeme aj na inych miestach, je vhodné tuto cast dokazu
sformulovat ako samostatna lemu.

Tvrdenie 8.1.10. Nech X je hausdorffouvsky priestor, K je kompaktnd podmnoZina priestoru
X ax ¢ K. Potom existuju disjunktné mnoZiny U, V také, Ze UNV =0 a sicasne

zelU a KCV.

Dokaz. PrelIubovolny bod y € K mame x € y, a vdaka podmienke 75 teda existuji disjunktné
otvorené mnoziny U, a V, také, ze x € Uy, y € V},. Nejakt taktto konkrétnu dvojicu si pre
kazdé y € K vyberme.
Potom urcite plati
Kc v,
yeK

¢ize sme dostali otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny K. To znamend, ze existuje nejaké
koneéné podpokrytie, t.j. daju sa vybrat body v1,...,yx, pre ktoré

k
K< V.
i=1
Ak polozime
k k
U= ﬂ in a U Vyw
i=1 i=1
tak dostaneme mnoziny U a V, ktoré spliiaju podmienky z tvrdenia. O

Dokaz tvrdenia[8.1.9 Nech S je kompaktny podpriestor hausdorffovského priestoru X. Pre
Tubovolné x € X \ S podla tvrdenia [3.1.10| existuje otvorené okolie U také, ze U N K = (). To
znamend, %e mnozina X \ S je otvorend, ¢ize S je uzavretd podmnozina. O

Priklad 8.1.11. Priestor C(w) je kompaktny.

Priestor C(w) je Specidlny pripad priestoru C(F), dostaneme ho ak pouzijeme Fréchetov
filter Cof(N). Pozrime sa na to, Ze pre mnohé filtre tento priestor uz nie je kompaktny.
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Priklad 8.1.12. Nech F je filter na mnozine X taky, ze Cof(X) C F. (T.j. F je volny filter
taky, ze dudlny idedl obsahuje aspoil jednu nekone¢ni mnozinu.) Potom priestor C'(F) nie je
kompaktny.

Nech A je nekonetnd mnozina takd, ze F' = X \ A € F. Potom

C={{a};a € AyU{F U{oo}}

je otvorené pokrytie priestoru C'(F), ktoré nema kone¢né podpokrytie.

Cvicenia
{chkomp : ULOMETROHR}
Uloha 8.1.1. Ukézte, ze ak (X,d) je metricky priestor a K je kompaktnd podmnozina

v (X, Ta), tak K je ohraniCena.

8.2 Kompaktnost a axiémy oddelitelnosti

Ukdzeme, ze kazdy Hausdorffovsky kompaktny priestor je normélny a (a teda je to Ty-
priestor).

{chkomp : VTODDELKOMP}
Veta 8.2.1. Nech X je hausdorffovsky priestor a A, B C X su kompakiné podmnoZiny také,

Ze AN B = (). Potom existuji otvorené mnoziny U, V také, e ACU, BCV aUNV =0.

V dokaze vlastne staci dvakrat zopakovat podobni tvahu, akt sme uz videli v dokaze

tvrdenia R.1.10

Dokaz. Zafixujme si na chvilu nejaky bod ¢ € A. Z tvrdenia [8.1.10| mame existenciu otvore-
nych mnozin U, a V, takych, Ze UNV =

ce U, a BCV..
Pre kazdé c si nejaku takuto dvojicu vyberme.

Mame teda pokrytie {U.; ¢ € C'} kompaktnej mnoziny A. Existuje koneéné podpokrytie,
t.j. pre nejaké body c1, ..., c, dostavame

k
AC U Ue,.
i=1
Staci teraz zobrat
k k
v=Uu., a V=V,
=1 i=1
a mame otvorené mnoziny U, V s pozadovanymi vlastnostami. O

{chkomp : DOSKOMPT2NORMAL}
Déosledok 8.2.2. Kazdy kompaktny To-priestor je normdlny. (Teda je to Ty-priestor.)

Dékaz. Nech X je kompaktny hausdorffovsky priestor a A, B su uzavreté podmnoziny v X.
Z tvrdenia[8.1.§lmame, Ze mnoziny A, B st kompaktné. A teda veta[8:2.2lndm ddva disjunktné
otvorené mnoziny oddelujice A a B. O
{chkomp : DOSPPRKOMPT2CREG
Dosledok 8.2.3. Kazdy podpriestor kompaktného Ts-priestoru je Tsé-priestor.
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Obr. 8.2: Tlustrdcia druhej casti dokazu vety [8:21] {chkomp: FIGODI

8.3 Kompaktnost a konvergencia

Délezitéd vlastnost kompaktnych priestorov je, ze pre lubovolny ultrafilter existuje (aspon
jedna) limita.

{chkomp: TVRUL
Tvrdenie 8.3.1. Nech X je topologicky priestor, U je ultrafilter na mnozine M o f: M — X

je zobrazenie. Ak X je kompaktny priestor, tak existuje U-limita funkcie f.

Dékaz. Majme situdciu spliiajicu predpoklady vety: f: M — X je zobrazenie, U je ultrafilter
na M, X je kompaktny.

Nech by ziadny bod z X nebol U-limitou funkcie f. To by znamenalo, ze kazdy bod x € X
m4 nejaké okolie U, také, ze f~1[U,] nelezi v ultrafiltri U.

(Vo € X)(3U, € O,)f U ¢ U
Dostali sme otvorené pokrytie C = {U,;x € X} priestoru X. Potom existuje koneéné
podpokrytie {U,;z € F'}, kde F je kone¢nd mnozina.
Z toho, ze U je ultrafilter dostaneme

M\ f U eu

pre kazdé z € X.

7 rovnosti
M\ ) =M\ | 0 =M\ Ul =M\ X =0
zEF zelF xeF
potom dostaneme, Ze aj ) € U, ¢o je spor. O]

{chkomp :DOSFILTLIMEXIST}
Dosledok 8.3.2. Nech X je topologicky priestor a U je ultrafilter na mnoZine X. Ak X je

kompaktny priestor, tak existuje asporn jedna limita ultrafiltra U.

Dékaz. Staci pouzit tvrdenie pre M = X a f =idy. O
{chkomp : DOSHROMBODEXIST}
Dosledok 8.3.3. Nech X je topologicky priestor a F je filter na mnozine X. Ak X je

kompaktny priestor, tak F md hromadny bod v X .
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Dékaz. Ak F je filter, tak existuje ultrafilter U taky, ze F C U (veta|5.4.14)).
7Z désledku mame, e existuje a € X také, ze

U — a.

Potom a je hromadny bod filtra F. (MoZeme to dostat napriklad z lemy [5.6.14] a lemy
5.6.13) O

V tvrdeni[8:3:T] a désledkoch [8.3:2) a [8:3:3] plati aj obritend implikdcia, t.j. tieto vlastnosti
charakterizuji kompaktné priestory.

Tvrdenie 8.3.4. Nech X je topologicky priestor. Ak kazdy filter na mnozine X md hromadny
bod, tak X je kompaktny.

Doékaz. Nech C je centrovany systém uzavretych mnozin v X. Potom existuje filter F na
mnozine X taky, ze F O C. (Uloha 7 vety dokonca vieme, zZe existuje taky
ultrafilter.)

Podla predpokladu, existuje aspon jeden hromadny bod filtra F, ¢o znamena, ze

Pretoze C C F, dostdvame

FeF Fec
Z toho uz vidime, zZe aj
(Y F=[)F#0.
FeC Fec

Ukazali sme, ze kazdy centrovany systém uzavretych mnozin mé neprazdny prienik, ¢o
znamena, ze X je kompaktny. O

Vysledky, ktoré sme si ukazali o stivise kompaktnosti a konvergencie filtrov, mézeme teda
zosumarizovat takto:

Veta 8.3.5. Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) Priestor X je kompaktni.
(i) Pre lubovolni mnoZinu M, lubovolné zobrazenie f: M — X a kaZdy ultrafilter U na
mnozine M existuje U-limita.
(#ii) Kazdy ultrafilter na X konverguje.
(iv) Kazdy filter na X md hromadng bod.

Dokaz je skuto¢ne iba zhrnutie toho, ¢o sme si povedali doteraz.

Dokaz. Fakt, ze z kompaktnosti priestoru X vyplyvaji ostatné podmienky je tvrdenie B:31]
a oba dosledky nasledujice tesne za nim — désledky a Maéme teda, zZe z|(i)| vyplyva
A

= Staci aplikovat na M =Xa f=idx.

= Ak F je filter na X, staci zobrat ultrafilter I/, ktory ho obsahuje. Ak a je
limita ultrafiltra U, tak a je stiasne hromadny bod filtra F. (T.j. vlastne ten isty argument,
ktory sme pouzili v dékaze dosledku m)

= |(i); Tvrdenie O
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KedZe sa nam bude neskor toto tvrdenie hodit, spomenme ako dosledok, ¢o dostdvame
pre postupnosti.

Doésledok 8.3.6. Nech U je ultrafilter na mnozine N.

Ak ()52 je postupnost prokov kompaktného priestoru X, tak existuje U-limita postup-
nosti x,, ktord patri do X.

Specidlne, ak (2n)22y je ohranicend postupnost redlnych cisel, tak existuje redlne ¢islo b,
ktoré je U-limitou tejto postupnosti.

U-limz, =beR

Ak priptustame aj moznosti, ze limita by mohla byt 4+oc alebo —oo, tak mozeme vynechat
poziadavku na ohranicenost. Vlastne sa v tomto pripade moézeme pozerat na situdciu tak, ze
pracujeme s rozsirenou realnou osou, ¢o je kompaktny priestor — pozri priklad [3.2.11

Doékaz. Prva cast je vlastne len tvrdenie aplikované na pripad M = N.

Na dokaz druhej casti si staci uvedomit, ze pre lubovolni ohrani¢ent postupnost existuje
M € R také, ze |x,,| < M pre vSetky n € N. To znamend, Ze ohrani¢ent postupnost mozeme
chapat ako zobrazenie do kompaktného priestoru (—M, M). O

Podme sa pozriet na podobné charakterizacie zalozené na sietach:

Tvrdenie 8.3.7. Ak X je kompaktny priestor, tak lubovolnd siet (xq)aep v X md hromadny
bod.

Dokaz. Nech (x4)aqep je siet v priestore X.
Pre kazdé d € D méme uzavretii mnozinu

Fd:{xe;eeDveZd}7

pricom tato mnozina je ocividne neprazdna.
Systém {Fy;d € D} je centrovany, pretoze ak d > d; pre i = 1,2,...,k, tak

k
ﬂFdi 2 Iy

i=1

(a existenciu takéhoto d mame zaruceni z toho, Ze D je nahor usmernend.)
Potom prienik vsSetkych Fy je neprazdna mnozina.

mFd: ﬂ{l“e;eED,eZd};é(])

deD deD

Podla tvrdenia [5.3.35| je to presne mnozina vsetkych hromadnych bodov siete (x4)qep. O
Opét nas zaujima, ¢i plati aj opacna implikacia.

Tvrdenie 8.3.8. Nech X je topologicky priestor. Ak kazda siet (xq)aep v X md hromadny
bod, tak X je kompaktny.

Dékaz. Nech C = {Cy;i € I} je centrovany systém uzavretych podmnozin X. Chceme doka-
zat, ze C mé neprazdny prienik.

Ako D si ozna¢me mnozinu vsetkych koneénych podmnozin mnoziny I. Potom (D, D) je
usmernenid mnozina.
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Pre kazdé F' € D si vyberme nejaky prvok
TR € ﬂ C;.
ieF
(Tu vyuzivame, Ze ide o centrovany systém, a teda tento prienik je neprdzdny.)

Dostavame takto nejaki siet (xp)pep, ktord mé nejaky hromadny bod. Teda existuje
aspon jeden bod z tejto siete. Podla tvrdenia [5.3.35] médme

z € ﬂ {r¢;G € D,G D F},
FeD

teda z patri do mnoziny {zg; G € D,G 2 F} pre kazdé F € D.
Specidlne aj pre lubovolné i € I mézeme zobrat F = {i} a mame

(%)
z€{rg;G€D,icG} CCy

kde inklizia oznacend () vyplyva z platnosti g € C; pre vSetky G vystupujice v tomto
vztahu.
Tym sme ukézali, ze z € [;c; C; — z toho vidime, ze C mé neprazdny prienik. O

7 tvrdenia vieme, ze hromadné body sieti si presne limity podsieti. Vdaka tomu
mozeme pridat este jednu ekvivalentni podmienku.

Veta 8.3.9. Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) Priestor X je kompaktny.
(it) Pre lubovolni siet v X existuje konvergentnd podsiet.

(iii) Kazdd siet v X md hromadng bod.

Charakterizacia kompaktnych priestorov pomocou podsieti by neplatila, ak by sme sa
obmedzili na kofindlne podsiete (definicia . Toto je jeden z dévodov, preco sme po-
uzili komplikovanejsiu definiciu podsiete namiesto kofindlnej podsiete, ktord by o cosi viac
pripominala definiciu podpostupnosti.

Uvedieme tento priklad uz na tomto mieste — kedze tématicky zapada do ¢asti o konver-
gencii — hoci budeme potrebovat vyuzit vysledok, ze sicin kompaktnych priestorov je opét
kompaktny, ktory dokdzeme az v ¢asti[8.5]

Priklad 8.3.10. Zoberme si dvojprvkovy diskrétny priestor D = {0,1}. Budeme pracovat
s mocninou X = {0,1}“, kde C' = {0, 1}V. (T.j. zobrali sme sti¢in ¢ képii priestoru D. To,
ze sme za indexovi mnozinu zobrali postupnosti nil a jednotiek sa ndm bude hodif v popise
konstrukcie, ktori ideme robit.)

Pre priestor C' = {0, 1} mame projekcie p,,: C — {0,1} pre kazdé n € N,

Pripometime, Ze prvky sic¢inu {0, 1}¢ si funkcie C' — {0, 1}. Teda (p,)3%, je postupnost
prvkov z X. UkdzZeme, Ze tdto postupnost nema ziadnu konvergentni podpostupnost.

Nech (pn, )72 je lubovolnd podpostupnost. Podmienky

1 ak i = ngy,
pilco) = 0 inak

jednoznacne urcuji prvok ¢y € C. (Vlastne sme za ¢y zobrali charakteristickt funkciu mnoziny
{nar; k € N}.)

Ak by postupnost p,, konvergovala v X, tak by konvergovala aj po suradniciach. Na
suradnici ¢ ale dostavame postupnost p., (nx), ktord méa pre parne ¢isla hodnotu 1 a nepérne
¢isla hodnotu 0. Teda vidime, Ze podpostupnost (p,, )7, nekonverguje.
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164 Kompaktnost a spojitost

\% prikladesme zobrali mocninu priestoru {0, 1}, kde exponent mal kardinalitu ¢. Na
kontrapriklad aky sme chceli dostat by ndm nestacilo zobrat iba spoéitatelnti mocninu {0, 1},
kedZe tento priestor je metrizovatelny (tvrdenie . V metrizovatelnom kompaktnom
priestor ma kazda postupnost konvergentni podpostupnost.

8.4 Kompaktnost a spojitost

{chkomp: VTSPOJOBRAZ}
Veta 8.4.1. Spojity obraz kompaktného priestoru je kompaktny.

Dékaz. Nech X je kompaktny priestor a f: X — Y je surjektivne spojité zobrazenie.
Nech C je pokrytie priestoru Y. Potom

¢'={/"svecs

je pokrytie priestoru X. Z kompaktnosti X méme existenciu koneéného podpokrytia { f~1[Ui],..., f 1 [U,]} C
't
n
x=Jr
k=1

pricom Uy,..., U € C.
Potom dostavame aj

Y = U Uk:U Uk::U ks

a teda Fy, ..., F, je koneéné podpokrytie pokrytia C’. (VSimnime si, Ze okrem rovnosti Y =
f[X] sme surjektivnost vyuzili eSte aj v poslednej rovnosti. Pre surjektivne zobrazenie mame
fIf U] = U. Aj bez surjektivnosti véak méame f[f~1[U]] C U, €o by v tomto dokaze tiplne
n
stacilo, dostali by sme Y C |J Uy CY, z ¢oho tiez vyplyva rovnost.) O
k=1

{chkomp : DOSSPOJJEUZE}
Daésledok 8.4.2. Nech X je kompaktny topologicky priestor, Y je Hausdorffovskj a f: X —

Y je spojité zobrazenie. Potom f je aj uzavreté zobrazenie.

Doékaz. Nech C C X je uzavretd mnozina. Potom podpriestor C je kompaktny a aj jeho

obraz f[C] je kompaktny (veta [3.4.1]).

PretoZe f[C] je kompaktny podpriestor Hausdorffovského priestoru, dostdvame z tvrdenia

8.1.9 Ze f[C] je uzavretd mnozina. O

{chkomp : DOSSPOJJEHOMEQ}
Dosledok 8.4.3. Nech X je kompaktny topologicky priestor, Y je Hausdorffovsky. Ak f: X —
Y je spojitd bijekcia, tak [ je homeomorfizmus.

Doékaz. 7 dosledku dostéavame, Ze f je spojité, bijektivne a uzavreté. Podla dosledku
[3:3:3 mame teda, ze f je homeomorfizmus. O

Redlne funkcie na kompaktnom priestore nadobtidaji maximum a minimum:
{chkomp : DOSMAXMIN}

Dosledok 8.4.4. Nech X je kompaktny priestor a f: X — R je spojité zobrazenie. Potom
mnozina f[X] md maximum a minimum.

Doékaz. Mnozina f[X] je kompaktnd, kedZe je to spojity obraz kompaktného priestoru.
Kompaktnd podmnoZina R je ohranicend (tloha . To znamend, ze existuje a =
inf f[X] a b=sup f[X].
Stcasne f[X] je ohranicend, teda suprémum aj infimum patria do tejto mnoziny. O
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8.5 Tichonovova veta

Ideme sa teraz pozriet na vysledok, ktory hovori, ze stc¢in kompaktnych priestorov je kom-
paktny. O tejto vete sa da s pokojnym svedomim prehlésit, Ze je to jeden z najdolezitejsich
vysledkov vo vseobecnej topologii.

Veta 8.5.1 (Tichonovova veta). Ak pre kazdé i € I je X; kompakinyg priestor, tak aj topolo-
gicky sucin [] X; je kompakiny.
il

Skor nez sa pustime do dokazu, tak si mézeme vSimnuat niektoré désledky Tichonovovej
vety.

Kedze interval I = (0,1) je kompaktny, vidime, Ze aj Iubovolné Tichonovova kocka I je
kompaktny priestor. Z Tichonovovej vety potom pomerne lahko dostaneme taktito charakte-
rizaciu kompaktnych T5-priestorov:

Dosledok 8.5.2. Hausdorfouvskyj priestor X je kompaktnyg prdve vtedy, ked X je homeomorfny
s uzavretym podpriestorom Tichonovovej kocky.

Dosledok 8.5.3. Topologicky priestor X je Tgé -priestor prdave vtedy, ked X je homeomorfny
s podpriestorom nejakého kompakiného hausdorfovského priestoru.

Dokaz. 7 Tichonovovej vety mame, ze Tichonovova kocka je kompaktny hausdorffovsky
priestor. Podla vety [6.4.8] je kazdy Tgé—priestor podpriestorom Tichonovovej kocky.
Tichonovova kocka je Ty-priestor (désledok . Teda je to aj tplne Ty 1-prietor

(désledok [6.5.10). Kazdy podpriestor tiplne reguldarneho je tiplne reguldrny (tvrdenie [6.4.5)).
O

Dosledok 8.5.4. Podpriestor S priestoru R™ s euklidovskou topoldgiou je kompaktny prdve
vtedy, ked je S je uzavretd a ohranicend podmnozina v R™.

8.5.1 Dokazy Tichonovovej vety

Postupne si ukazeme viacero dokazov tejto vety. Do istej miery aj preto, aby sme ilustrovali,
7e uz sme si pripravili vela réznych nastrojov, ktoré sa tu daji pouzit.

Alexandrova veta o subbaze

Dokaz Tichonovovej vety zalozeny na Alexandrovej vete o subbéze, je najvyhodnejsi z toho
pohladu, Ze nevyzaduje v podstate ziadne predbezné vedomosti okrem definicie kompaktného
priestoru a znalosti niektorych zékladnych pojmov z topoldgie. (Z nézvu je jasné, ze budeme
pracovat s pojmom subbézy.)

Tento ddkaz je pomerne podrobne spisany v pozndmkach k inému predmetu: [Sl]. Zdalo
sa mi teda redundantné ho sem prepisovat este raz. Uvediem na tomto mieste iba formuldciu
Alexandrovej vety.

Veta 8.5.5 (Alexander subbase theorem). Nech (X,T) je topologicky priestor a S je ne-
jakd subbdza topoldgie T. Priestor (X, T) je kompaktnyg prdve vtedy, ked pre kaZdé pokrytie
priestoru X mnozinami z S existuje konecné podpokrytie.

Tento vysledok moézeme teda strucne povedat tak, ze v definicii kompaktného priestoru
staci zobrat pokrytia subbdzovymi mnozinami. Ak by sme si zobrali nejaki bazu, tak overit Ze
analogické tvrdenie plati pre pokrytia bazovymi mnozinami, je pomerne jednoduché cvicenie
(ﬁloha. Ak vsak namiesto bazy pracujeme so subbazou, tak dokaz je o dost narocnejsi.
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166 Tichonovova veta

Alexandrova veta o subbéze sa obvykle dokazuje pomocou Zornovej lemy. Ako som uz
spomenul, dokaz sa d4 ndjst napriklad v [SI]. Iné miesta, kde moZete ndjst dokaz tejto vety
(a aj dokaz Tichonovovej vety), st napriklad: [Ci, Lemma 4.4.4], [E, Problem 3.12.2], [K|
Theorem 5.6], [KT, Problem 14.9], [Mi], [Ta, Theorem 1.8.9], [W], Problem 17S].

Vsimnime si, ze z Alexandrovej vety mozeme dostat velmi struény argument, ze I = (0, 1)
je kompaktny priestor. (Aj ked tento argument je kritky za cenu toho, Ze sme aplikovali
velmi silné tvrdenie.)

Priklad 8.5.6. Na I = (0,1) mdme subbdzu S = {(0,0), (a,1);a,b € R}. Uvazujme lubo-
volné pokrytie C C S.
Pretoze 0 € |JC, pokrytie C musi obsahovat asponl jednu mnozinu tvaru (0,b). Ozna¢me
si
S =sup{b e I;(0,b) € C}

Pretoze aj bod S musi byt pokryty nejakou mnozinou z C, existuje a < b také, ze (a,1) € S.
Stcasne z definicie supréma mdame existenciu nejaké b € SN (a,S).
Pre takéto a, b je

{(0,0), (a, 1)}

je konecné podpokrytie C.

Dékaz pomocou filtrov a F-limit

Dokaz Tichonovovej vety. Majme kompaktny priestor X; pre kazdé i € I. Chceme ukéazaf,
ze aj X = [] X; je kompaktny.
iel
Podla vety B:3.5|nam stac¢i ukdzat, ze pre lubovolné zobrazenie f: M — X a pre lubovolny
ultrafilter U na mnozine M existuje U-limita funkcie f v X.
Mame k dispozicii zobrazenia p; o f: M — X; (pre ¢ € I). Potom z kompaktnosti dosta-
vame, ze pre kazdé i € [ existuje z; € X; také, ze

x; € U-lim(p; o f).
Zoberme si jednoznac¢ne uréeny bod z zo sucinu taky, ze
(Vi € Ipi(z) = z;.

(Pozri poznamku )
7 doésledku mame, ze

x € Y-lim f,
t.j. = je U-limita funkcie f. O

Dokaz pomocou sieti

Pomocou sieti pomerne lahko vieme dokézat, Ze sic¢in dvoch kompaktnych priestorov je kom-
paktny. Dokaz je vcelku priamociary, ¢i uz pracujeme s charakterizaciou pomocou konver-
gentnych podsieti alebo s charakteriziciou pomocou hromadnych bodov (tloha . O Cosi
narocnejsie je urobit dokaz pomocou sieti, ak chceme dokazat Tichonovovu vetu v plnej
vSeobecnosti — pre Tubovolné stc¢iny, nie iba pre konec¢né.

Spomenme aspon strucne dokaz zalozeny na ultrasietach — aj ked k nemu nebudeme
hovorit vsetky detaily. Pripomenme, zZe pre kazdu nahor usmernenii mnozinu mame jej zod-
povedaju filter Fp urceny jej chvostami — pozri poznamku [5.5.10]
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Definicia 8.5.7. Siet z: D — X sa nazyva ultrasiet alebo univerzdlna siet ak z.[Fp]| je
ultrafilter na mnozine X.

Inak povedané, pre kazdé A C X m4 jedna z mnozin A, X \ A ti vlastnost, Ze vSetky
prvky siete st od istého dy v tejto mnozine.

Ultrasiete maju vlastnosti analogické k vlastnotami ultrafiltrov:

o Kazdé sieft mé podsiet, ktora je ultrasietou.

e Ak ultrasiet ma hromadny bod, tak tento bod je jej limitou.

e Priestor X je kompaktny ak kazdé ultrasiet v X konverguje resp. kazdé ultrasiet v . X

ma hromadny bod.

Pomocou tychto vysledkov sa da dokazat Tichonovova veta. Tento dokaz je vsak velmi
podobny na to, ¢o sme urobili s F-limitami. Teda ak uz pozname pojem F-limity a jeho vztah
ku kompaktnosti, dokaz cez ultrasiete nam nedéva nejaké principidlne nové informécie Zmysel
by mal asi najmé v pripade, ak sa niekto snazi budovat teériu konvergencie v topologickych
priestoroch vyluéne pomocou sieti (a podsieti) a vyhybat sa filtrom.

Dékaz Tichonovovej vety zalozeny na ultrasietach sa dd nédjst napriklad v [Mel Appendix
D], [W], Theorem 17.8]. Takyto dékaz je napriklad aj v [Chal. (Tento text je v slovenéine.)

My si ukdzeme iny dékaz pochadzajici z ¢lanku [Che]. Tento dokaz sa d4 ndjst napriklad
aj v [Rul, Theorem 3.3.21]. V dokaze ukazeme, ze kazda siet v stic¢ine kompaktnych priestorov
ma hromadny bod. Jeho existenciu ukazeme pomocou Zornovej lemy, ktord ndm poslizi ako
prostriedok na rozsirovanie definicného oboru nejakej funkcie z nejakej podmnoziny indexovej
mnoziny I na celi mnozinu.

Dékaz Tichonovovej vety. Nech X = ][] X;, pricom X; je kompaktny priestor pre kazdé
il

i € I. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze vsetky X; st neprazdne.

Nech (z4)aep je siet v X. Chceme dokazat, ze tato siet ma hromadny bod.

Pripometime, Ze prvky sic¢inu [[ X; si funkcie z I do |J X;, ktoré spliiaju f(i) € X; pre

i€l =
vsetky ¢ € I. My sa budeme teraz chcief pozrief na nejaké podmnoziny J C I a pre ne sa
budeme pozerat na zizenia funkci{ na podmnozinu J ako body leziace v sicine [ X;.
icJ

Budeme teda pracovat s dvojicami (f,J), kde f € X, J C I. Dvojicu (f, J) nazveme ¢ias-
toény hromadng bod siete (x4)decp ak f|; je hromadnym bodom siete (24| s)qee D v priestore
X;=1] Xi.

ieJ

Oznac¢me mnozinu vsetkych ¢iastocnych hromadnych bodov tejto siete ako P. Na P zo-

berieme ¢iastoéné usporiadanie

(£ )< (g ) e (JSI)Agls= 5.

Najprv pomocou Zornovej lemy ukazeme, ze tdito mnozina ma maximalny prvok. Ked sa nam
to podari, budeme chciet este ukézat, ze maximélny prvok je v skutoc¢nosti hromadny bod —
nie iba ¢iasto¢ny hromadny bod.

Podme overit, 7e (P, <) spliia predpoklady Zornovej lemy. Mame (0, ) € P, takze mno-
zina P je neprazdna.

Nech R je nejaky retazec v P. Chceme ukazat, ze R ma horné ohranicenie. Zoberme

T={UJ7:(f,7) e R}
a f(r) = f(z) pre kazdé (f,J) € R také, ze € J. T.j. zjednotili sme definiéné obory a

zobrali sme spoloénti hodnotu vsetkych funkcif z R. (Tu vyuzivame linearitu usporiadania
na R.) Chceme overit, ze (f,J) € P, t.j. Ze sme dostali ¢iastoény hromadny bod.
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168 Kompaktné mnoziny a stcéiny

Majme nejaké bazové okolie B bodu ﬂj v sicine [] X;. Toto okolie je uréené ako prienik
ieJ

B=()p; Ui

i€l

pre nejaki koneénd mnozinu F C J a nejaké otvorené mmnoziny U; € T;. Pretoze F je

kone¢nd mnozina, pre niektoré (f,J) € R mame F' C J. Potom pre tuto dvojicu (f, J) je f|s

hromadnym bodom zuzeni prvkov danej siete v sucine cez indexy patriace do J. Oznac¢me

By béazové okolie urfené tym istym prienikom, ale tentokrat v su¢ine [] X;. Potom existuje
ied

do také, ze pre d > dg mame xz4|; € By. To ndm ale sti¢asne hovori, Ze pre d > dy plati aj

zq4|5 € B. (KedZe hodnota na stradniciach mimo .J neovplyvni prislusnost do B.)

Na zéklade Zornovej lemy teda existuje nejaky maximalny prvok (f,J). Stac¢i ndm uz len
ukdzat, ze J = I. Postupujme sporom. Nech by platilo I\ J # () a nech iy € I\ J. Pretoze
X, je kompaktny, existuje hromadny bod b siete (p;,(24))acp. Polozme J' = J U {ip} a
definujme novi funkciu g tak, ze g(ip) = b a g(i) = f(i) pre i € I\ {io}. Tvrdime, Ze potom
(J',9) € P.

Kazdé okolie U bodu g| s je uréené okolim U; bodu g|; v si¢ine X; = [ X; a okolim

ieJ
Us bodu b v X;,. Potom existuje d; také, ze 4|y lezi v Uy pre d > d; a tiez existuje dy také,
7e piy(xq) € Us pre d > da. Ak si zoberieme Tubovolné horné ohranicenie dy € D také, ze
do > dy a sucasne dy > dy, mame x4 € U pre d > dy.

Ukézali sme, Ze (g,J') je prvok z P ostro vacsi, nez jej maximélny prvok, ¢o je spor. [

Cvicenia

Uloha 8.5.1. Nech X je topologicky priestor a B je nejaké jeho béza. Ukdzte, ze X je
kompaktny prave vtedy, ked pre kazdé pokrytie bazovymi mnozinami existuje otvorené pod-
pokrytie.

Uloha 8.5.2. Dokézte: Ak z je hromadny bod siete (z4)dep v priestore X a y je hromadny
bod siete (yq)dep v priestore Y, tak (z,y) je hromadny bod siete ((z4,y4))acp v stfine
X xY.

Uloha 8.5.3. Nech X = {0,1}* je stiéin spocitatelne vela képii diskrétneho dvojprvkového
priestoru a nech I = (0,1) je uzavrety jednotkovy interval s obvyklou topolégiou. Polozme

o0

plo) =0 5k

n=1

a) Ukazte, ze uvedeny predpis priradi kazdému = € X prave jeden prvok ¢(z) € I, teda
naozaj dostavame zobrazenie @: X — 1.

b) Ukézte, Ze zobrazenie ¢ je spojité.

c) Ukazte, Ze zobrazenie ¢ je surjektivne. Je toto zobrazenie aj injektivne?

d) Daju sa veci dokdzané v predchadzajucich ¢astiach vyuzit na dékaz kompaktnosti priestoru
I=(0,1)7?

8.6 Kompaktné mnoziny a suciny

Tvrdenie 8.6.1. Nech (X, Tx), (Y,7y) st topologické priestory, A C X a B CY su ich
kompaktné podmnoziny. Ak O C X XY je otvorend mnozina v X XY obsahujica A X B, tak
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existuji otvorené mnoziny U € Tx, V € Ty také, Ze
AxBCUxV CO.

Dosledok 8.6.2. Nech X, Y su topologické priestory, X je kompaktny. Aky €Y a O je ot-
vorend mnoZina v X XY takd, Ze X x {y} C O, tak existuje otvorend podmnoZina V priestoru
Y takd, Ze

Xx{y}CXxVCO.

Doékaz. Staci aplikovat tvrdenie na kompaktné mnoziny X a {y}. O

V priklade sme videli, ze projekcia vo vseobecnosti nemusi byt uzavreté zobrazenie.
Ak vS8ak mame sitcin dvoch priestorov, kde jeden z nich je kompaktny, tak vieme dostat
uzavretost.

Tvrdenie 8.6.3. Nech X, Y su topologické priestory, X je kompaktny. Potom projekcia
py: X XY =Y je uzavreté zobrazenie.

Ukdzme si najprv dokaz pomocou désledku [8.6.2]

Dékaz. Nech C je uzavretd podmnoZina X x Y, chceme ukézat, ze py [C] je uzavreta resp.
7e Y \ py[C] je otvorend v Y.

Nech y ¢ py[C]. To znamend, ze X x {y} C X \ C a z dosledku mame existenciu
otvorenej mnoziny V v Y takej, ze

Xx{y}CXxVCX\C.

Potom ale mdme aj y CV C X \ py[C].
Ukézali sme, Ze pre kazdy bod patriaci do X \ py [C] existuje nejaké otvorené okolie, ktoré
celé lezi v tejto mnoZine. Teda X \ py [C] je skutocne otvorena. O

To isté tvrdenie mozeme ukazat napriklad aj pomocou sieti.

Dékaz. Checeme ukézat, Ze mnozina py[C] je uzavretd, t.j. ze pre kazdi konvergentni sief
prvkov z py [C] aj jej limita lezi v tejto mnoZine.

Nech teda (yq)aep je siet také, ze yq € py [C] pre vSetky d € D a sidasne yg — y.

Potom méame pre kazdé d € D nejaké x4 € X také, Ze (zq,yq) € C. Z kompaktnosti
priestoru X dostaneme existenciu konvergentnej podsiete (z(c))ecck-

Potom teda mame existuje nejaké x € X také, Ze xp) — x a teda aj

(Th(e)s Yn(e)) = (T,9)

v priestore X x Y.
Vidime, ze (z,y) € C a h € py[C]. O

8.7 Aplikacie kompaktnosti

8.7.1 Banach—Alaogluova veta

7 funkcionélnej analyzy viete, ze pre kazdy linearny normovany priestor X vieme definovat
jeho dudlny priestor X*, pozostavajuci zo vsetkych linedrnych spojitych funkciondlov na X.
(Niektoré zakladné fakty o dudlnych priestoroch st struéne zopakované v éasti|B.2])
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Na priestore X* sa da zaviest suprémova norma, vtedy dostaneme linearny normovany
priestor. Vieme, ze v kazdom nekonecnorozmernom LNP je jednotkova gula nekompaktna. Ak
vsak namiesto topolégie odvodenej od normy zoberieme slabi* topoldgiu, tak sa jednotkova
gula stane kompaktnou mnozinou — ¢o je vysledok, ktory byva casto ucito¢ny. Tento vysledok
je zndmy ako Banachova—Alaogluova veta, pozri napriklad [AB| Theorem 6.21], [BS, Theorem
3.2.4], [Mel, Theorem 2.6.18].

Veta 8.7.1 (Banach—Alaoglu). Nech X je linedrny normovany priestor a X* je jeho dudlny
priestor. Nech

By ={f € X[/l <1}

je jednotkovd gula v X* (vzhladom na operdtorovi normu). Potom Bx« je kompaktnd pod-
mnozina priestoru X* so slabou® topoldgiou.

Dékaz. Pracujeme s jednotkovou gulou, ktort mézeme popisat ako mnozinu
Bx- ={f € X% (Vo € X)|f(2)] < =[]}

Teda kazdé f € Bx« brat aj ako zobrazenie z X do (—|z||, ||z|]). M6Zeme teda chépat Bx~
ako podpriestor sii¢inu
LT =l fllh)-

zeX

Staci uz len ukazat, ze je to uzavrety podpriestor.
Na to stac¢i overit, ze ak mdme siet (fq)qep prvkov z By« taki, ze

(Vo € X)fa(x) = f(),

tak aj f je linedrne a mé& normu || f|] < 1. Tento fakt sa dokdze vcelku priamoéiaro — tloha
O

8.7.2 Dual k /,, nie je (;

7Z funkcionalnej analyzy vieme, ze pre kazdy linedrny normovany priestor existuje kanonické
vnorenie ¢: X < X** do druhého dualu. V pripade, Ze ¢ je izometricky izomorfizmus, priestor
X je reflexivny.

My sa Specialne chceme pozriet na priestory ¢ a £o,. Vieme, ze plati {7 = {o,. Chceme sa
pozriet na dudl priestoru £... Kanonické vlozenie nam hovori, ze £% obsahuje ¢; a pre kazdu
postupnost a € ¢; mame linedrny a spojity funkcional a* € ¢%_ definovany ako

oo
a’: T E aLTy.
k=0

Nasim cielom je ukazat, ze ¢}, obsahuje aj iné prvky, ¢o znamend, ze ¢; # ¢ a priestor ¢,
nie je reflexivny. Podari sa ndm dokonca dostat nejaké prvky z €%\ ¢1, ktoré maji navyse
nejaké dalsie zaujimavé vlastnosti. Uvedieme tu dokaz vyuzivajici kompaktnost a Banach—
Alaogluovu vetu — napokon uvadzame tu takyto vysledok préve ako ilustraciu toho, ako
moézeme niekedy pouzif kompaktnost. Fakt, ze ¢1 # £5 sa da dokazat aj inymi spésobmi,
niektoré z nich uvadzame v cviceniach.

Kedze funkciondly, ktorych existenciu ukdzeme v tvrdeniach B.7.2]a[8.7.3] rozsiruju limitu,
tieto funkcionaly nepatria do ¢; (tiloha .
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Tvrdenie 8.7.2. Eristuje linedrny a spojity funkciondl f: ls — R rozsirujici limitu, ktory
je navyse multiplikativny, t.j. pre lubovolné x,y € lo, plati

f-y) = f(x)- fy).
Dokaz pomocou sieti. Pre kazdé n € N mame ¢, : oo — R,
Pn: T > Tp.

Lahko vidno, Ze ¢, je linedrny spojity funkcionél a ||¢,| = 1. (Pri vloZeni ¢; do l je ¢pn
funkcional zodpovedajici postupnosti e(), ktora m4 na n-tom mieste jednotku a na ostatnych
miestach nuly.)

Dostévame teda postupnost (¢,)ne, ktorej vietky cleny patria do By-_. Jednotkové gula
v £%, so slabou* topolégiou je kompaktnd. Teda existuje konvergentnd podsiet (n,)den-
Nech ¢ je limita tejto siete, t.j.

() = lim on, (2)

pre kazdé = € (..
Lahko overime, ze ¢ je linedrny a multiplikativny, t.j., ze

ez +y) =) +¢y)
p(cx) = cp(x)
p(@-y) = o) p(y)
plati pre Tubovolné x,y € £, a ¢ € R. Vyplyva to z toho, ze tieto vlastnosti st splnené pre
kazdy z funkciondlov ¢, (tiloha [8.7.4). Z uzavretosti By vidime aj to, ze ||| < 1.

Treba este ukézat, Ze ¢ rozsiruje limitu. (Funkciondly ¢,, nerozsiruju limitu, takze tito
vlastnost budeme musief dokazat inak ako predoslé vlastnosti, ktoré sa jednoducho preniesli
cez limitu.) Nech © = (2,)32, je nejakd konvergentna postupnost a nech a je jej limita. Staci
si v8ak uvedomit, ze pre kazdé x € £,, mame

lim ¢, (z) = lim z, = a.
n—oo n—o0

Potom aj lubovolnd podsiet m4 td istu limitu (tvrdenie [5.3.32)), takZze dostaneme

pla) = lim o, () = a.

O

Dékaz pomocou F-limity. Nech U je Tubovolny ultrafilter na mnozine N. Potom pre kazdu
ohranic¢ent postupnost (z,)52, redlnych ¢isel existuje U-limita U-lim x,,, ktord patri do R
(dosledok [8.3.6). Takto teda dostavame zobrazenie f: ¢, — R definované ako

frxz = Ulimza,.

Pretoze U obsahuje Fréchetov filter, z dosledku dostaneme, Ze f rozSiruje limitu.
Linearitu f dostavame z vlastnosti F-limity — pozri tvrdenie [5.5.12] Z neho dostavame aj
rovnost

flz-y) =U-limz,y, = U-limz,) - U-limy,) = f(z) - f(y).

Z toho istého tvrdenia dostdvame, ze ak —1 < x,, < 1, tak aj hodnota f(z) = U-limz,
lezi v intervale (—1,1). Teda || f]] < 1. O
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Pozrieme sa este na ind vlastnost obvyklej limity — invariantnost na posun. Definujme
S: by — lo ako zobrazenie, ktoré postva celi postupnost o jeden ¢len, t.j. S(z) = y
znamena, ze

Yn = Tn+1
pre vsetky n € N.
Ak pracujeme s obvyklou limitou, tak pre kazdi konvergentni postupnost méd S(z) rov-
nakd limitu ako x. Chceme sa pozrief na to, ¢i vieme rozumne rozsirit limitu na vsetky
ohranicené postupnosti tak, aby pri tom zostala zachovand tato vlastnost.

Tvrdenie 8.7.3. Ezistuje linedrny a spojity funkciondl f: €. — R rozsirujici limitu, ktory
je navyse invariantny na posun, t.j. pre lubovolné x € lo, plati

f(Sz) = f(x).

Aj tu uvedieme dokaz pomocou sieti aj dokaz zaloZeny na U-limitdch. Na rozdiel od
predoslého dékazu — kde bol dokaz pomocou U-limity vyrazne kratsi — tu budu tieto dva
dokazy velmi podobné.

Dékaz pomocou sieti. Definujme ¢,,: £, — R ako

To+ Ty 4+ Tpo1
- .

on(z) =

Opét sa lahko overi, ze ide o linedrne funkciondly a Ze ||¢,| = 1.
Ak sa pozrieme na jednotkovi gulu priestoru £%_ v slabej* topoldgii, tak dostaneme exis-
tenciu konvergentnej podsiete (¢n,)dep, ¢ize mame nejaky prvok ¢ € By taky, ze

pla) = lim on, (2)
pre vSetky = € {o,. Opét Iahko dostaneme, Ze ¢, je linedrny funkciondl (iloha(8.7.4). Z uzav-
retosti By: méme ||| < 1.
Funkcional ¢ rozsiruje limitu. Ak totiz pre nejaké x € ¢, plati lim z,, = a, tak méme aj

n—oo

lim @, (z) = lim Tot Tt tni =a,

n—o0 n—oo n

a tl istd limitu dostaneme pre lubovolni podsiet, teda plati p(z) = a.
Este chceme overif aj invariantnost na posun. Pre lubovolné x € ¢, mame

Ipn — X0

- 2lel
— K
n

[on(Sw =) = |7

a teda plati
lim ¢, (Sz —z) =0.

n—oo

Prechodom k podsieti sa limita nezmeni, méme teda aj p(Sz —x) =0 a

p(Sz) = ¢(x)

pre ITubovolné x € £. O
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Doékaz pomocou F-limity. Nech U je volny ultrafilter na mnozine N. Pre x € ¢, polozme

To+ Ty 4+ Tp—g
- .
Kedze postupnost (2F8FF2n=1)%0 e ohranicend, tdto U-limita existuje (dosledok [8.3.6)).
Dostali sme takto teda zobrazenie f: {oc — R.
Pomerne priamociaro sme schopni overit, ze f je linedrne zobrazenie a plati ||f|| = 1

(tloha [8.7.5)).

Ak lim x, = a, tak mame aj
n—oo

f(z) = U-lim

Tot+ o1+ -+ Tn1 _ lim To+T1+ -+ Tp1 —a

n n—oo n

f(z) = U-lim

teda f rozsiruje limitu.
Pre Iubovolné x € /., mame

Lo

f(Sz) — f(x) :L{-limmn% =0

pretoze }%‘ < 2”;“ konverguje k nule. Dostali sme teda aj invariantnost na posun. [

V predoslych tvrdeniach sme ukézali existenciu rozsireni limity, ktoré st multiplikativne
resp. ktoré si invariantné na posun. Pomerne lahko sa ukaze, ze funkcional z ¢% rozsirujici
limitu nemoze mat tieto dve vlastnosti sicéasne — tiloha B.7.3

Poznamka 8.7.4. V oboch pripadoch sme podali dva dokazy, ktoré sa na seba velmi po-
dobali. Vlastne sme pre isty postupnost funkciondlov zobrali v jednom doékaz U-limitu a
v druhom pripade limitu konvergentnej podsiete.

Z istého pohladu s to dve verzie toho istého dokazu. Na mnozine vsetkych ultrafiltrov
(hlavnych aj volnych) sa zadefinovat istym sposobom topolégia, ktord stuvisi s konvergenciou
ultrafiltrov. Tato topoldgia je navyse kompaktné. Dostaneme takto Stone—Cechovu kompak-
tifikdciu diskrétneho priestoru na mnozine N. V tomto priestore sa na ultrafilter dé pozerat
ako na hromadné body (resp. limity konvergentnych podsieti) postupnosti =, = n.

Poznamka 8.7.5. Fakt, ze %\ {1 # (), sa nedd dokédzat v ZF (t.j. ak spomedzi axiém teérie
mnozin vynechdme AC.) Tento vysledok je dokdzany v [V].

Znamena to, ze pri akomkolvek dokaze na nejakom mieste budeme musiet pouzit nejaky
nekonstruktivny krok, resp. axiomu vyberu alebo nejaki jej slabsiu formu.

Cvicenia

Uloha 8.7.1. Nech (fq)4ep je siet zobrazeni fy: X — R a nech pre kazdé z € X plati
fa(z) = x. (T.j. této siet bodovo konverguje k f.) Dokazte:

a) Ak X je vektorovy priestor a vSetky fy; su linedrne zobrazenia, tak aj f je linedrne zobra-
zenie.

b) Ak X je linedrny normovany priestor a pre kazdé d € D plati
Toto mbzeme pomocou limes superior sieti vyjadrit ako

fall < M, tak aj || f]] < M.

— ||l <1li .
(Fal ”dlenled” < ngsDuprdH

Uloha 8.7.2. Ukéite, 7e ak f € 0% rozsiruje limitu, t.j. pre kazda konvergentnii postupnost
(2n)22, plati

f(x) = nh_{rgo T,

tak f(z) ¢ ¢1.
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Uloha 8.7.3. Dokézte, 7e neexistuje linedrny funkcionél f € 0%, rozsirujuci limitu, ktory je
sucasne multiplikativny aj invariantny na posun. T.j. neexistuje linedrny funkcional taky, ze
pre vSetky x,y € £, plati

f(Sz) = f(x)
f-y)=f(x)- fy)
a ktory konvergentnym postupnostiam priradi ich limitu.

Uloha 8.7.4. Vo vsetkych astiach budeme predpokladat, Ze (pd)dep je siet zobrazeni
pq: X — R, pricom tato siet bodovo konverguje k ¢: X — R.

(Vo € X) lim pa(2) = p(@).

a) Nech X je vektorovy priestor a nech vSetky (4 st linedrne zobrazenia. Potom aj limita ¢
je linedrne zobrazenie.

b) Nech S: X — X je Iubovolné zobrazenie a pre vsetky d € D a vSetky z € X mdame
wa(Sz) = @q(z). Potom plati aj

(Ve € X)p(Sz) = ¢(x).

¢) Nech teraz X = £, a pre kazdé d € D a Tubovolné x,y € £, plati wq(x)-paly) = palz-y).
Potom dostavame aj

o) - p(y) = p(z - y).

Uloha 8.7.5. Nech F je filter na mnozine N. Majme postupnost funkcii f,: X — R takd,
ze pre kazdé xz € X existuje limita

f(z) = F-lim f,(x).

T.j. f je bodovd F-limita postupnosti (f,)5% .

a) Ak X je vektorovy priestor a kazdé f, je linedrne zobrazenie, tak aj f je linedrne zobrazenie.
b) Ak X je linedrny normovany priestor a pre kazdé n mame ||f,|| < M, tak aj ||f]| < M.
¢) Nech S: X — X je lubovolné zobrazenie a pre vsetky n € N a vSetky x € X mdame
fn(Sz) = fn(z). Potom plati aj

(Vo € X)f(Sz) = f(x).

Zmeni sa nieCo, ak by sme namiesto N pracovali s nejakou inou mnozinou?
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Kapitola 9

Zovseobecnenia kompaktnosti

9.1 Lokalne kompaktné priestory

9.1.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Definicia 9.1.1. Topologicky priestor X sa nazyva lokdlne kompaking, ak kazdy bod x € X
ma nejaké kompaktné okolie v X.

Priklad 9.1.2. Je zrejmé, ze kazdy kompaktny priestor je aj lokdlne kompaktny.

Priestor (R, T¢), t.j. redlna os s obvyklou topolégiou, je priklad priestoru, ktory je lokélne
kompaktny ale nie je kompaktny. (Pre bod x mame napriklad bazu okoli {(x — e,z +¢);¢e €
R,e > 0}.)

To isté plati aj pre priestor R s obvyklou (euklidovskou) topoldgiou.

Priklad 9.1.3. Diskrétny aj indiskrétny priestor si lokalne kompaktné priestory.

V literatire sa vyskytuji viaceré definicie lokalnej kompaktnosti, nie vSetky z nich st
ekvivalentné. Nastastie pre Ts-priestory dostaneme ekvivalentné podmienky — a to je prave
pripad, kedy nas lokalna kompaktnost bude zaujimat najviac.

Tvrdenie 9.1.4. Nech X je hausdorffovsky priestor. Nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) X je lokdlne kompaking, t.j. pre kazdyg bod x € X existuje nejaké kompakiné okolie K, ;
(ii) pre kaZdy bod x € X existuje okolie U, také, Ze mnozina U, je kompaktnd v X ;
(iit) kazdy bod x € X md bdzu okoli pozostdvajicu z kompaktnijch mnozin;
(iv) kazdsj bod x € X md bdzu okoli B, taki, Ze pre kaZdé U € B, je mnozina U kompaktnd
vX.

Pripomenme, Ze v definicii bazy topoldgie sme vyzadovali, aby vsetky prvky boli otvorené
(definicia [2.2.1)). V definicii bézy okoli takuto poziadavku neméme (definicia [2.3.2)). Toto je
jeden z pripadov, kedy sa nam hodi pracovat s bazou okoli, ktorej prvky nemusia byt otvorené.

V suvislosti s podmienkami v predoslom tvrdeni mézeme zaviest takito terminolégiu:

Definicia 9.1.5. Nech X je topologicky priestor a A C X. PodmnoZina A sa nazyva relativne
kompaktnd v X, ak mnozina A je kompaktna.

S pouzitim tejto terminolégie mozeme uvedené podmienky preformulovat tak, ze kazdy
bod ma relativne kompaktné okolie resp. ze kazdy bod méa bazu okoli pozostavajicu z rela-
tivne kompaktnych mnozin.
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Niektoré z tychto implikacii by mali byt zrejmé, ak si spomenieme na fakt, ze uzavrety
podpriestor kompaktného priestoru je opat kompaktny (tvrdenie [8.1.8). A tiez sa ndm hodi
vediet, ze v Ty priestoroch to funguje aj obratene, kazdy kompaktny podpriestor je aj uzavrety

(tvrdenie [8.1.9)).
Dokaz. Implikécie = |(ii)| aj = [(i)| st trividlne.

Vidime, ze v T5 priestore je kazdd kompaktnd mnozina aj relativne kompaktna, teda
implikacia (i) = je zrejmé. Takisto aj |(iii)| =

: Toto je vlastne jedind menej trividlna cast tvrdenia. Zoberme si za 5, mno-
zinu vsetkych kompaktnych okoli bodu x. Chceme ukazat, ze pre kazda otvorenti mnozinu
U € Tx existuje podmnozina B € B, taka, ze v € B C U.

Podmienka |(i)| ndm zarucuje existenciu kompaktného okolia K bodu z. Mnozina U N K
je otvorend v kompaktnom priestore K.

Vieme, ze kazdy kompaktny T-priestor je reguldrny (dosledok . To znamena, ze
méme podla tvrdenia [6.3.3] existenciu otvorenej mnoziny V takej, Ze plati

reVNKCVNKCUNK.
Pre mnozinu W =V N K, tak mame aj
reWCWCUNK

a stcasne W je okolie bodu =z.
Pretoze W je uzavretd podmnozina v K dostavame, ze W je kompakt. Teraz ndm uz staci

polozit B = W a dostali sme existenciu mnoziny B € B, vyhovujicej uvedenym podmienkam.
O

Priklad 9.1.6. Priestor Q (s obvyklou topolégiou) nie je lokdlne kompaktny.

Uvazujme mame Tubovolné x € Q a Iubovolné okolie N > = v Q. Potom N obsahuje
(r — e,z +¢) NQ pre nejaké € > 0.

Ak teraz zoberieme Iubovolné y € (xz — e,z + ¢) \ Q (t.j. Tubovolné iraciondlne ¢fslo
v tomto intervale), tak (—oo,y — %) U(y+ %l, 00) je otvorené pokrytie N, ktoré nem4 konecné
podpokrytie.

Alternativny dokaz: Najdeme postupnost prvkov z (z — e, + ) N Q, ktord konverguje
k y. Tato postupnost nema v Q konvergentni podpostupnost. Pretoze Q je metricky priestor,
znamend to, ze N nie je kompaktnd mnozina (tvrdenie .

Z predoslého prikladu vidime, ze podpriestor lokalne kompaktného priestoru nemusi byt
lokalne kompaktny. Lokalna kompaktnost sa vSak zachovava prechodom k otvorenym aj uzav-
retym podpriestorom.

Tvrdenie 9.1.7. Uzavrety podpriestor lokdlne kompaktného Ts-priestoru je lokdlne kom-
paktny.

Dokaz. Nech C je uzavretd podmnozina v X. Uvazujme lubovolny bod = € C.
Potom existuje nejaké kompaktné okolie K bodu x v priestore X.
Mnozina C' N K je kompaktné okolie bodu = v podpriestore C. O

Tvrdenie 9.1.8. Otvoreny podpriestor lokdlne kompakiného Tr-priestoru je lokdlne kom-
pakitny.
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Dokaz. Nech X je lokdlne kompaktny T5-priestor. Nech U je otvorenda podmnozina v X.
Pre lubovolné x € U existuje kompaktné okolie K také, ze

re K CU.
Teda U je lokalne kompaktny priestor. O

Tvrdenie 9.1.9. Ak X je lokdlne kompaktny podpriestor hausdorffouvského priestoru Y, tak
existuje uzavretd mnozina C a otvorend mnozina U v'Y tak, Ze

X=0CnU.
Specidlne, X je otvorend podmnozina v priestore X .

Dékaz. Nech Y je hausdorffovsky priestor a X je lokdlne kompaktny podpriestor.
Ukéazeme, ze X je otvorend mnozina v cly X.
Pre kazdé z € X existuje otvorené okolie U v priestore X také, ze clx U je kompaktna
mnozina. Potom existuje otvorend mnozina V' v Y taka, ze

U=VnNnX.
Pre tuto mnozinu mame
cy(VNnX)NnX =cly (U)NX =clx U.

Tato mnozina je kompaktnd, ¢o znamend, Ze mnozina cly (V N X) N X je uzavretd v Y.
Stcasne tato mnozina obsahuje X NV. Z toho dostaneme, ze

cdy(XNnV)CX.
Spolu s inklaziou cly (X) NV C cly (X NV) potom mame
Ay (X)NV C X,
Teda W = cly (X) NV je okolie bodu z v podpriestore cly (X), také, ze
zeW CX.

Ukézali sme, ze pre kazdé x € X existuje otvorené okolie (v cly (X)), ktoré celé lezi v X.
To znamend, Ze mnozina X je otvorend (v cly (X)). O

Dosledok 9.1.10. Ak D je hustd podmnozina Ty-priestoru Y a D je lokdlne kompakind, tak
D je otvorend mnozina.

V priklade sme videli, ze Q s obvyklou topoldgiou nie je lokalne kompaktny priestor.
Ako iny argument mozeme pouzit désledok [9.1.10

Tvrdenie 9.1.11. Ak X je lokdlne kompaking a f: X — Y je otvorend spojitd surjekcia,
tak aj Y je lokdlne kompakiny.

Dékaz. Nech y € Y anech x € X je bod taky, ze f(x) = y.
Ak V je otvorené okolie bodu y, f~1[V] je otvorené okolie bodu x. Potom existuje kom-
paktnd mnozina K v X taka, ze v € K C f~1[V], a teda

ye K] CV.
Navyse mame x € Int K, teda aj
y = [f(z) € fInt K] C f[K].

PretoZe f je otvorené zobrazenie, mnozina f[Int K] je otvorend.
To znamend, ze f[K| je kompaktné okolie bodu y. O
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Tvrdenie 9.1.12. Nech pre kazdé i € I je X; # (0. Topologicky sicin X = [] X; je lo-
iel

kalne kompaktny prdave vtedy, ked vsetky i € I je priestor X; lokdlne kompakiny a siucasne

s vynimkou konecne vela indexov su vsetky X; kompaktné.

Dokaz. Pretoze projekcia p;: X — X; je otvorené zobrazenie (tvrdenie , z tvrdenia
dostaneme, Ze vsetky priestory X; st lokdlne kompaktné.

Nech z € X je Iubovolny prvok stuc¢inu. Potom existuje kompaktné okolie okolie W bodu
X. Z definicie suc¢inovej topoldgie mame

-1
x e ﬂ pi (U] CW
i¢F
pre niektoré bazové okolie urcené nejakou kone¢nou podmnozinou F' C [.

Pre i ¢ F potom mdme p;[W] = X;. To znamend, ze X; je kompaktny priestor.

[£]TODO 0

9.1.2 Jednobodova kompaktifikacia
Niekedy nas méze zaujimat otézka, ¢i sa dany priestor da ,zvacsit“ tak, aby sme dostali

Definicia 9.1.13. Nech X, Y su topologické priestory a c: X < Y je vlozenie. Ak Y je
kompaktny Hausdorffovsky priestor a mnozina ¢[X] je hustd v Y tak hovorime, ze dvojica
(Y, ¢) je kompaktifikdcia priestoru X.

7 toho, ¢o uz vieme o kompaktnych priestoroch, nie je tazké uvedomit si, ze kompaktifi-
kécia existuje iba pre tichonovovské priestory.

Tvrdenie 9.1.14. Nech X je topologicky priestor. Priestor X md kompaktifikdciu prdve
vtedy, ked X je Tj 1 -priestor.

Dokaz. Kazdy kompaktny Ts-priestor je normalny a kazdy jeho podpriestor je tichono-

vovsky (pozri dosledok [8.2.3)).
Ak X je tichonovovsky priestor, tak existuje vlozenie c¢: X < (0,1)4 priestoru X

do nejakej Tichonovovej kocky (veta . Ak polozime Y = ¢[X], tak Y je kompaktny
T-priestor. (Je to uzavrety podpriestor kompaktného Th-priestoru, pozri aj désledok )
Stcasne c[X] je hustd podmnozina v Y. Teda (Y, ¢) je kompaktifikdcia priestoru X. O

V tejto casti sa budeme zaoberat iba jednym Specidlnym pripadom — otézkou, kedy sa da
dostat kompaktifikdcia pridanim jediného bodu.

Ak cheeme k nejakému priestoru pridat novy bod oo tak, aby priestor X = X U {oc} bol
kompaktny Th-priestor, tak vsetky kompaktné podmnoziny v X musia byt uzavreté v .X U
{o0}. Pozrime sa najprv na takdto konstrukciu.

Tvrdenie 9.1.15. Nech (X, T) je topologicky priestor a co ¢ X. Na mnoZine X* = X U{oo}
definujeme

T =T U{X"\C;C je uzavretd kompakind podmnoZina v X }.
Potom plati:
(i) (X*,T*) je topologicky priestor.

(i) (X,T) je otvoreny podpriestor priestoru (X*,T*).
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(iii) (X*,T*) je kompaktny priestor.
(iv) X je hustd podmnoZina v X* prdve vtedy, ked X nie je kompaktny.

(v) Priestor (X*,T*) je hausdorffousky prdve vtedy, ked X je hausdorffovsky a lokdlne
kompaktny.

Doékaz. |(i)f Cheeme overit, ze T* je skutocne topoldgia.
(OD)|Mame 0 e T CT*a X*=X\0eT"
(O2)| Cheeme ukazat, ze ak U,V € T*, tak aj U NV € T*. Evidentne to plati v pripade,
ze UV €T.

Ak U € T aV = X*\ C pre nejaktt kompaktni uzavreti mnozinu, tak si staci uvedomit,
7 UNV =X*\ (C\U) amnozina C'\ U je uzavretd a kompaktn4.

Ak U = X*\ Cq, V = X*\ Cs pre nejaké kompaktné uzavreté mnoziny Ci o, tak UNV =
X*\ (C1 N C3) a mnozina C; N Csy je tiez uzavretd a kompaktna.

(O3)|Nech U; € T* pre vSetky i € I. Ak vSetky U; patria do T, tak méme aj |J U; € T,
=

a teda zjednotenie patri do 7T *s.
Nech teraz pre niektoré iy plati U;, = X*\ C, pricom C je uzavretd kompaktnad podmno-
zina X. Pre kazdé i € I sicasne vieme, ze U; N X je otvorend podmnozina v X. Ozna¢me

C; = X \ U;. Potom méme
Yui=x"\c.
icl iel
Mnozina () C; je uzavretd podmnozina v X. Navyse je to uzavretd podmnozina mnoziny C,
iel
a teda je kompaktné.

Priamo z definicie madme X € 7 C T*, teda X je otvorend mnozina v (X*, 7).

Ak méame Tubovolné otvorené pokrytie C priestoru X*, tak aspon jedna z mnozin
v pokryti musi obsahovat oo a teda byt tvaru X*\ C. Ozna¢me si {U;;i € I} systém pozos-
tévajuici zo vSetkych ostatnych mnozin z C. Potom {U; N X;¢ € I} ndm d4 otvorené pokrytie
mnoziny C' v podpriestore X Z kompaktnosti mnoziny C' potom mame existenciu nejakého
konecného podpokrytia {Ugii},...,U;, }. A teda {Ugit},...,U; } U{X*\ C} je konetné
pokrytie celého priestoru X*.

(iv)| Z definicie T* vidime, Ze nekompaktnost X je ekvivalentnd s tym, ze {oco} nie je ot-
vorend mnozina. A tito podmienku mézeme ekvivalentne preformulovat tak, ze kazdé okolie
U € T* bodu oo pretina X* \ {00} = X.

Body oo a z € X sa daju oddelit nejakymi otvorenymi okoliami v (X*, 7*). Teda
existuju U € T a kompaktnd podmnozina C' C X tak, ze U N (X*\ C) =0, t.j.

reUCC.

Teda C je kompaktné okolie bodu =x.
Ak bod z € X m4 nejaké kompaktné okolie C, znamen4 to, ze Int C' a X*\ C oddeluju
T a 0. O

Definicia 9.1.16. Ak X je lokdlne kompaktny Ts-priestor, ktory nie je kompaktny, tak
priestor (X*,T*) spolu s vlozenim id: X <— X* z predoslej vety nazyvame jednobodovd
kompaktifikdcia alebo tiez Alexandrovova kompaktifikdcia priestoru X.

Mbobzeme si stucasne uvedomit, ze ak sme chceli pridanim jedného bodu dostat kompakt-
nym priestoru, tak sme nemali in moznost ako pre topolégiu na vic¢Som priestore, nez T*
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z tvrdenia [9.1.150 CiZe jednobodové kompaktifikicia je jednoznacéne uréend — a ak by sme ju
definovali ako kompaktifikaciu, ktora vznikla pridanim jediného bodu, bola by to ekvivalentna

definicia (dloha[9.1.1)).
Dosledok 9.1.17. Kazdy lokdlne kompakiny Ts-priestor je tichonovouvsky.

Dokaz. 7 tvrdenia|9.1.15|dostavame, Ze kazdy lokalne kompaktny T5-priestor sa da vlozit do
kompaktného Th-priestoru. To znamena, ze tento priestor je tplne regularny a tichonovovsky.

(Pozri désledok ) O

Priklad 9.1.18. Priestor C'(w) z prikladu (3.2.10|je jednobodovéd kompaktifikdcia spocitatel-
ného diskrétneho priestoru.

Priklad 9.1.19. Videli sme, ze redlna os R je homeomorfné s priestorom, ktory dostaneme
z kruznice vynechanim jedného bodu (priklad . Resp. o ¢osi vseobecnejsie R™ je to isté
ako priestor, ktory dostaneme vynechanim jedného bodu z n-rozmernej sféry (priklad .

Teda kruznicu mézeme chapat ako jednobodovi kompaktifikdaciu priamky, sféru S™ mo-
zeme chapat ako jednobodoviu kompaktifikdciu priestoru R™.

Cvicenia

Uloha 9.1.1. Nech Y je kompaktny T5 priestor X je nekompaktny podpriestor v Y. Dokazte,
ze ak |[Y \ X| =1, tak Y je jednobodova kompaktifikdcia priestoru X.

9.2 Spocitatelne kompaktné a sekvencialne kompaktné
priestory

9.2.1 Spocitatelne kompaktné priestory

Definicia 9.2.1. Topologicky priestor X nazveme spocitatelne kompaktny, ak kazdé spoci-
tatelné otvorené pokrytie priestoru X ma konecné podpokrytie.

Rozdiel oproti definicii kompaktného priestoru je ten, ze existenciu konecného podpokrytie
pozadujeme iba pre spocitatelné otvorené pokrytia. (V kompaktnych priestoroch to plati pre
vSetky pokrytia.)

Priklad 9.2.2. Priestor R s obvyklou topolégiou nie spocitatelne kompaktny. Napriklad
{(=n,n);n € N} je spoéitatelné otvorené pokrytie bez koneéného podpokrytia.

Pomerne Tahko sa vieme dostat k charakterizécii spocitatelne kompaktnych priestorov
pomocou uzavretych mnozin.

Tvrdenie 9.2.3. Nech X je topologicky priestor. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:
(i) X je spocitatelne kompaktny.
(ii) KaZdy spocitatelny centrovany systém uzavretijch mnoZin md neprazdny prienik.
(iti) Ak Fo 2O Fy D ... je nerastica postupnost neprdzdnych uzavretgch mmnozin, tak ich
prienik je neprdzdny,
ﬂ F, #0.

neN

Dékaz. Ulohalo.2.11 ]
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Spocitatelne kompaktné priestory vieme charakterizovat aj pomocou hromadnych bodov
postupnosti:

Tvrdenie 9.2.4. Nech X je topologicky priestor. Priestor X je spocitatelne kompaktny prave
vtedy, ked kazdd postupnost v X md hromadny bod.

Dokaz. Ak (zp)nen je postupnost bodov v X a polozime
Fy ={xr; k > n},

tak dostaneme nerastiicu postupnost neprazdnych uzavretych mnozin. Podla tvrdenia [9.2.3
mé tato postupnost neprazdny prienik. Kazdy bod z prieniku () F), je hromadnym bodom
neN
postupnosti (x,,).
Majme pre kazdé n € N nejakd neprazdnu uzavretii mnozinu F,, pricom navyse plati
F,, O F, 41 pre kazdé n € N. Vyberme pre n € N nejaké x,, € F,,. Nech z je hromadny bod

postupnosti (z,). Potom
x € ﬂ F,,

neN
a teda mnoziny F,, maji neprazdny prienik. O

Tvrdenie 9.2.5. Uzavrety podpriestor spocitatelne kompaktného priestoru je spocitatelne
kompaktny.

Tvrdenie 9.2.6. Spojity obraz spocitatelne kompaktného priestoru je spocitatelne kompaking.

Tvrdenie 9.2.7. Ak X je spocitatelne kompaktny priestor a f: X — R je spojité zobrazenie,
tak f je ohranicené a f nadobida svoje maximum aj minimum.

Doékaz. Nech X je spocitatelne kompaktny priestor a f: X — R je spojité zobrazenie.
Mnoziny U, = f(—n, n>_1 [| pre n € N tvoria spocitatelné otvorené pokrytie priestoru X.
Teda existuje konecné podpokrytie, a teda existuje ng tak, ze

(Ve € X)[f(2)] < no.

Nech M = sup,cx f(x). Ozna¢me pre n € N, n > 1,

Fy = 4 [(—00, M — 1],

n

Vsetky mnoziny F),, st uzavreté a neprazdne. Teda podla tvrdenia [9.2.3] maji neprazdny
prienik.
Pre lubovolné

T € ﬂFn

dostaneme

(VnEN)M—%gf(x) <M,

a teda f(z) = M.
Dostali sme, Ze suprémum funkénych hodndt funkcie f sa nadobida v nejakom bode,
dokaz pre infimum je analogicky. O
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9.2.2 Sekvenciadlne kompaktné priestory
{chkompZspoc:]
Definicia 9.2.8. Topologicky priestor X nazveme sekvencidlne kompaktny, ak kazda po-

stupnost v X méa konvergentnii podpostupnost.
{chkompZspoc:'
Tvrdenie 9.2.9. Kazdy sekvencidlne kompaktny priestor je spocitatelne kompaking.

Doékaz. Nech (xy,)nen je postupnost v X. Potom existuje konvergentnd podpostupnost (2, )ken-
Kazdé limita tejto podstpostupnosti je hromadnym bodom postupnosti (z,,)nen- O

Poznamka 9.2.10. Medzi pojmami ,kompaktnost* a ,sekvencidlna kompaktnost* neplati
implikacia ani jednym smerom.

V priklade sme videli, ze existuje kompaktny priestor X a postupnost v X, kto-
r4 nemd konvergentnii podpostupnost. (Z charakterizacie kompaktnosti pomocou sieti vSak
vieme, Ze musi mat konvergentnii podsiet.)

TODO sekvencidlny kompaktny, nie je kompaktny, spocitatelne kompaktny priestor (0, ws)

Cvicenia
{chkompZspoc :ULOSPOCFIP}
Uloha 9.2.1. Dokazte tvrdenie [9.2.3]

9.3 Lindelofovské priestory

{chkompZlindel :DEFLIND}
Definicia 9.3.1. Topologicky priestor X je lindeldfovsky, ak kazdé otvorené pokrytie pries-

toru X ma spocitatelné podpokrytie.

Definicia sa teda ponasa na definiciu kompaktného priestoru — s tym, ze konecnost sme
nahradili spocitatelnostou.

Ak by sme v definicii pracovali s pokrytim z mnozinami z nejakej danej bazy, dostali by
sme ekvivalentnii podmienku — tiloha

Podobne ako pri kompaktnych priestoroch, aj pre tato trieda priestorov je uzavretd vzhla-
dom na spojité obrazy aj na uzavreté podpriestory.

Tvrdenie 9.3.2. Nech X je lindeléfovsky priestor.
(i) Ak S je uzavrety podpriestor priestoru X, tak aj S je lindeldfovsky.
(it) Ak f: X =Y je spojité surjektivne zobrazenie, tak aj Y je lindeldfovsky.

Dokazy st takmer rovnaké ako pri kompaktnych priestoroch — ponechali sme ich ako
cvicenie.

Dékaz. Ulohy a O

Velmi lahko vidime dve triedy priestorov, ktoré su lindel6fovské: Vsetky kompaktné pries-
tory a vsSetky priestory vyhovujice druhej axiéme spocitatelnosti.
ipAd21ndER2IDRKERIMPLIND}
Tvrdenie 9.3.3. Nech X je topologicky priestor.

a) Ak X je kompaktny, tak X je aj lindelofovskiy.
b) Ak X md spocitatelnid bazu topoldgie, tak X je lindeléfovsky.

Dokaz. Prvéa ¢ast tvrdeniach (o kompaktnych priestoroch) je trividlna.
Druhd ¢ast vyplyva z tlohy [0.3.1] - ak si vezmeme pokrytie C mnozinami zo spocitatelnej
bazy, tak priamo C je spocitatelné podpokrytie. O
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Priklad 9.3.4. Priestor R s obvyklou topolégiou mé spocitatelnt bazu topoldgie, teda je aj
lindelofovsky. Je to priklad lindel6fovského priestoru, ktory nie je kompaktny.

Priklad 9.3.5. Sorgenfreyova priamka R; (priklad je priklad priestoru, ktory je lin-
delofovsky ale nema spocitatelni bazu topoldgie.
Fakt, Ze R; nemd spoéitatelni bazu topoldgie, sme uz ukazali v priklade 2.9.8
Ukéazeme, ze R, je lindel6fovsky. Ako sme uz spomenuli, staci overit, ze pre kazdé pokrytie
bazovymi mnozinami existuje spocitatelné podpokrytie. Nech teda

X = U<CLZ‘, bz),
iel
pricom pre kazdé i € I mame a; < b;.
Uvazujme zodpovedajice otvorené intervaly (a;, b;). Ozna¢me

A= U(aia bz)
i€l
B=R\A

Mnoziny (a;,b;) st otvorené v R s obvyklou topolégiou. Ak uvazujeme euklidovski to-
polégiu na mnozine A, tak je to priestor so spocitatelnou bazou topolégie — kedze je to
podpriestor (R, 7;). Teda existuje spocitatelné podpokrytie C = {(a;, ,b;, );n € N} mnoziny
A. Potom

C = {(ain,bin);n € N}

je spocitatelny podsystém {(a;, b;);¢ € I}, ktory pokryva mnozinu A. (Stéle vSak neméme
pokryté prvky z mnoziny B.)
Pre kazdé = € B plati © = a; pre niektoré i € I. Vyberme nejaké racionalne ¢islo

Ty € (ai,bi) ﬁ@.

Vsimnime si, ze ak 2,y € B a x < y, tak aj r, < ry. (Ak by totiz platilo r, < r;, tak by sme
dostali y € (z,7:) C (a;,b;) C A.) Teda priradenie

T,

je injektivne zobrazenie B — Q, ¢ize mnozina B je spocitatelnd.
Ak teraz pre kazdé x € B vyberieme nejaky prvok pévodného pokrytia obsahujici z a
priddme tieto mnoziny k C’, dostali sme spocitatelné podpokrytie pokrytia {({a;,b;);i € I'}.

Priamo z definicie lindel6fovského priestoru a spocitatelne kompaktného priestoru vidime,
ze:

Tvrdenie 9.3.6. Topologicky priestor X je kompaktny prave vtedy, ked X je lindeldfovsky a
spocitatelne kompaktni.

Dékaz. Zrejmy. O
Tvrdenie 9.3.7. KazZdy reguldrny lindeldfovsky priestor je mormdiny.

Dékaz. Majme priestor (X, T), ktory je sticasne lindelofovsky a reguldrny
Nech A, B st uzavreté a disjunktné podmnoziny v X. Z regularity pre kazdé a € A mame
existenciu otvorenej mnoziny U € T takej, Ze

aceUCUCX\B.
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Takto teda dostdvame otvorené pokrytie mnoziny A. Pretoze A je lindelofovsky priestor,
existuje potom nejaké spocitatelné podpokrytie {U,;n € N}. Dostali sme teda spocitatelny
systém mnozin taky, ze

Ac|JU, a (meNT,NnB=0.
neN

Analogicky argument moézeme dostat aj pre mnozinu B a dostaneme spocitatelny systém
{Va;n € N} C T s vlastnostami

BC UV" a (Vn e NV, NA=0.
neN

Ak zoberieme zjednotenie mnozin U,,, tak dostaneme nejaké otvorené okolie mnoziny A.
Podobne mame otvorené okolie mnoziny B. My vSak chceme ukazat existenciu otvorenych
mnozin obsahujicich A a B, ktoré budi navyse disjunktné. Preto potrebujeme tieto systémy
mnozin este trochu zmodifikovat.

Polozme pre kazdé n € N

Uﬁ ::LLL\ LJ VE a VZ ::Vh\ LJ tﬁ;

k<n k<n

Teraz zoberme

v=Uu, a V=[]V
neN neN
Stéle plati A C U, B C V. (Sice sme z mnozin pokryvajicich A a B nieco vyhodili, vieme
viak, ze U, N B = V. N B = (. Teda vynechané casti lezia v prvom pripade mimo A a
v druhom pripade mimo B.)
Navyse plati aj
Uunv =40.

Ak by totiz platilo x € U NV, tak by museli existovat také n, k € N, ze
z e U, NV,
Vsimnime si vsak, ze ak k < n, tak médme
U,nV,cU, NV =0.

A ak k > n, tak plati
Unv,cu,nVv,=0.

Ukézali sme teda existenciu disjunktnych otvorenych mnozin U 2 A, V' O B. To znamen4,
ze priestor X je normalny. O

Ako dosledok dostdvame, ze kazdy regularny priestor so spocitatelnou bazou topolégie je
normalny — tvrdenie [6.5.

Tvrdenie [0.3.7] by sme mohli odvodit aj z toho, ze kazdy reguldrny lindelofovsky priestor
je parakompaktny (veta a kazdy parakompaktny priestor je normélny (veta .
Dokaz, ktory sme uviedli je vsak o cosi jednoduchsi — a navyse je pristupny aj ¢loveku, ktory
nevie ni¢ o parakompaktnych priestoroch.
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Cvicenia

Uloha 9.3.1. Nech (X, 7) je topologicky priestor a B je nejaké baza topolégie 7. Ukéite,
ze ak kazdé pokrytie priestoru X mnozinami z B méa spocitatelné podpokrytie, tak X je
lindelofovsky.

Uloha 9.3.2. Ukéite, Ze uzavrety podpriestor lindelafovského priestoru je opit lindeléfovsky.
Ukazte, ze otvoreny podpriestor lindel6fovského priestoru vo vSeobecnosti nemusi byt
lindel6fovsky.

Uloha 9.3.3. Ukéite, Ze spojity obraz lindeléfovského priestoru je lindeléfovsky priestor.

9.4 Parakompaktné priestory

Definicia 9.4.1. Nech U je pokrytie mnoziny X. Hovorime, ze V je zjemnenie pokrytia U,
ak V je tiez pokrytie mnoziny X a navyse pre kazdé V € V existuje U € U také, ze V C U.

W eV)@AU eU)V CU

Fakt, ze V je zjemnenie U oznacujeme V < U.
Hovorime, Ze V je otvorené zjemnenie, ak vSetky prvky V su otvorené. Podobne, ak vSetky
mnoziny vo V s uzavreté, ide o uzavreté zjemenenie.

Je uzitocné zdoraznit, Ze priamo v definicii zjemnenia vyzadujeme aby aj V bolo pokrytie.
Pomerne Tahko sa dé skontrolovat, Ze relacia < je tranzitivna na mnozine pokryt{ resp.
otvorenych pokryti — tiloha [9.4:2]

Priklad 9.4.2. Mozeme si vsimnut, ze ak )V je podpokrytie pokrytia U, tak V < U. (Uloha
9.4.1))

Definicia 9.4.3. Topologicky priestor X sa nazyva parakompaktny, ak je hausdorffovsky a
pre kazdé otvorené pokrytie U priestoru X existuje lokdlne konecné otvorené pokrytie V,
ktoré je zjemnenim pokrytia U.

Pripomenime, Ze lokalne konecny systém je taky, ze pre kazdy bod x existuje okolie, ktoré
pretina iba konecne vela mnozin z tohoto systému (definicia [2.4.7])
Velmi triviadlny prikladom je diskrétny priestor:

Priklad 9.4.4. Diskrétny priestor (X, Tgsc) je parakompaktny, pretoze C = {{z};z € X}
je lokalne konecné pokrytie, ktoré je zjemnenim akéhokolkovek pokrytie priestoru X.

Ako zaujimavejsie priklady parakompaktnych priestorov mézeme spomentut niektoré triedy
topologickych priestorov, ktoré uz dobre pozname. Lahko sa ukaze, ze kompaktné T,-priestory
su parakompaktné (veta [9.4.7). Neskor ukdzeme, Ze kazdy metrizovatelny priestor je para-

kompaktny (veta [9.4.10)).

Budt sa ndm hodit aj niektoré pojmy pribuzné lokélnej koneénosti.

Definicia 9.4.5. Nech U je systém podmnozin topologického priestoru X. Hovorime, ze
systém U je:
(i) diskrétny, ak pre kazdy bod z existuje okolie U > z, ktoré méd neprdzdny prienik
nanajvys s jednou mnozinou z U.
(ii) o-lokdlne konecny, ak existuju systémy U, také, ze U = |J U, a U, je lokdlne koneény
neN
pre kazdé n € N. ©
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(iii) o-diskrétny ak existuju systémy U,, také, ze U = |J U, a U, je diskrétny pre kazdé
neN
n € N.

Pozrieme sa na viaceré ekvivalentné charakterizacie parakompaktnych priestorov — napri-
klad mézeme vynechat poziadavku, Ze lokdlne konecné zjemnenie je otvorené. Alebo mdzeme
podmienku o lokdlnej kone¢nosti nahradit o-lokdlnou koneénostou. (Toto tvrdenie sa d4 néjst
napriklad v [W], Theorem 20.7].)

Veta 9.4.6. Nech X je Ts-priestor. Nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) X je parakompaking, t.j. pre kaZdé otvorené pokrytie existuje lokdlne konecné otvorené
zjemnenie.
(it) Pre kazdé otvorené pokrytie existuje o-lokdlne konecné otvorené zjemnenie.
(iii) Pre kazdé otvorené pokrytie existuje lokdlne konecné zjemnenie.
(iv) Pre kaZdé otvorené pokrytie existuje lokdlne konecné uzavreté zjemnenie.

Dokaz. ||(2) Kazdé lokélne konecéné pokrytie je aj o-lokdlne konecéné.

Nech U je nejaké otvorené pokrytie X . Podla predpokladu existuje zjemnenie

VY = JV,, kde V, st lokdlne konec¢né systémy otvorenych mnozin.
Polozime

dostaneme spocitatelné otvorené pokrytie priestoru X, t.j. X = |J W,. Ak polozime
neN

k<n

tak {A,;n € N} stile bude pokrytie, navySe je aj lokdlne koneéné. Ak dalej polozime
A={A4,NV;neN,VeV,},

tak A je lokélne konecné pokrytie priestoru X. (Systém A, = {A, NV;V € V,} je lokdlne
konec¢ny lebo V,, je lokalne koneény systém. Stcasne pre kazdé x méame nejaké Wy 5 z a toto
okolie méze pretinat iba prvky z |, ;. An, kedze A, "W}, =0 pre n > k.) Dalejz A<V <U
mame, Ze A je zjemnenie pokrytia U/.

Nech U je otvorené pokrytie priestoru X. Pre kazdé 2 € X vyberme nejaké
U, € U také, ze © € U,. Na zdklade regularity potom moézeme vybrat otvorené mnoziny V,
tak, ze

eV, CV, CU,.

Dostaneme takto otvorené pokrytie {V,;z € X}. Podla predpokladu existuje nejaké jeho
lokalne koneéné zjemnenie {A;;¢ € I}. Systém {A;;i € I} je tiez lokdlne koneény (tloha
2.4.6]). Stucasne pre kazdé ¢ € T existuje x € X tak, ze A; C V, a potom aj

A; CV, CU,.

Teda {A;;i € I} je uzavreté lokdlne kone¢né zjemnenie.
(7] Nech U je otvorené pokrytie priestoru X a nech A je nejaké jeho lokdlne

konecné uzavreté zjemnenie. Pre kazdé x € X vyberme otvorené okolie W, ktoré pretina
iba konecne vela prvkov z A. Dostali sme nové otvorené pokrytie {W,;2 € X} a vieme, Ze
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aj pre toto pokrytie existuje nejaké lokalne konecné uzavreté zjemnenie F. Pre kazdé A € A
polozme

A =X\ {FeFFnA=0} (9.1)

Pretoze systém F je lokalne konec¢ny, vSetky mnoziny A* st otvorené (désledok. Mame
tiez A* D A, a teda {A*; A € A} je otvorené pokrytie priestoru X.

Ukézeme este, ze toto pokrytie je lokdine konecné. Zoberme lubovolny bod z € X. Potom
existuje otvorené okolie T, bodu x také, ze

F.={FeF,FNT, # 0}
je konecnd mnozina. Stcasne vidime, ze
T, C|JF.
Priamo z toho, ako sme definovali A* v , dostavame, ze pre F' € F mame
ANF#£0 & A*NF £0.
Oznaéme F, = {Fi,..., F,} a polozme
Ap, ={Ace A;ANE, # 0} ={Aec A A" NF; # 0}

Kazdd mnozina Ap, je koneénd — staci si uvedomit, ze F; C W, pre nejaké x. (Pokrytie F je
zjemnenim pokrytia {Wy;z € X}.)
n

Z inklazie T,, C |J F) mame
k=1

{Ae A NT, #0} C | Ar,.
k=1

Teda T, pretina iba konecne vela mnozin z {A*; A € A}.
Teraz pre kazdé A € A vyberme Uy € U tak, ze A C Uy a polozme Cy = A* N Uj,4.
Potom

C={CpAc A}

je lokalne kone¢né otvorené pokrytie X také, ze C < U. (Pretoze C4 D A a A je pokrytie, aj
C je pokrytie. Lokdlna konecnost vyplyva z toho, ze {A*; A € A} je lokalne konecné.) O

Velmi lahko vidime, ze kazdy kompaktny hausdorffovsky priestor je parakompaktny.
Veta 9.4.7. Ak X je kompaktny Ts-priestor, tak X je parakompakini.

Dokaz. Ak U je otvorené pokrytie X, tak existuje konecné podpokrytie V. Kedze V je konecné,
tak je aj lokdlne konecné. Kedze je to podpokrytie pokrytia U, je to aj jeho zjemnenie. O

Na zdklade vety moZeme toto tvrdenie lahko rozsirit aj na lindeléfovské priestory.
Veta 9.4.8. Kazdy lindeldfovskyj Ts-priestor je parakompaktny.

7 tohoto tvrdenia dostavame aj to, ze kazdy Ts-priestor so spocéitatelnou bazou topoldgie
je parakompaktny (pozri tvrdenie [9.3.3)).

Dokaz. TLuubovolné pokrytie U ma spocitatelné podpokrytie V. Kedze pokrytie V je spocita-
telné, tak je aj o-lokalne konec¢né. O
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188 Parakompaktné priestory

Priklad 9.4.9. Sorgenfreyova priamka R; (priklad [2.2.6)) je parakompaktny priestor — kedze
to je reguldrny priestor (priklad [6.6.2)), ktory je sicasne lindelofovsky (priklad [9.3.5]).

Veta 9.4.10. Ak X je metrizovatelny priestor, tak X je parakompaktny.
Navyse plati, Ze ak U je lubovolné pokrytie X, tak existuje jeho o-diskrétne otvorené
zjemnenie V.

Dékaz. Nech U je otvorené pokrytie metrického priestoru (X, d). Bez ujmy na vSeobecnosti
moZeme predpokladat, ze () ¢ U.
Pre kazdé U € U a n € N definujme

Un = {w e Ud(e, X\ U) > o).

Pre tieto mnoziny plati U = |J U,. NavySe mame U,, C U, 41 pre kazdé n € N.
neN
Vsimnime si, ze

AU, X\ Uni1) > o — ey = oy (9.2)
Nech < je dobré usporiadanie na mnozine /. Polozme
Up = U \ | J{Vor1sV €U,V < U}
Plati U} C U a pre vSetky V' < U méame
UrNVypr =0.
Pre V < U potom na zdklade V. CV,, C V41 a U C X \ V,,41 dostaneme
AU V;) 2 Vi X\ Vi) 2 . 93)

Pre Tubovolné U # V plati niektord z nerovnosti U < V, V < U. Teda nerovnost (9.3
v skutocnosti plati pre vsetky U # V.
Ak teraz vezmeme

tak dostaneme systém otvorengch mnozin. (Tato mnozZina je vzor otvoreného intervalu v zo-
brazeni x — d(x,U}), ktoré je spojité — tvrdenie [10.1.4])
Stcasne z ([9.3]) dostaneme pre V- < U

- 1

AU Va) 2 g5

(9.4)

Mame totiz
e 2] 11
d(Un’Vn> = d(Un’Vn) B on+3 = 9n+l - on+2  9n42°

Teda systém _
V, = {Una Ue Z’l}

je diskrétny systém otvorenych mnozin, lebo pre kazdé = € X otvorend gula B(z, ﬁ) mé
prienik nanajvys s jednou mnozinou z V,,. To znamen4, ze systém

V=W

neN
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je o-diskrétny.
V je pokrytie priestoru X. Pre lubovolné x € X nech U je najmensi prvok v (U, <) taky,
Ze x € U. Potom mame z € U, pre niektoré n € N. Pre vSetky V' < U plati ¢ V. Teda
méme aj x ¢ V11 a
zeU; C 17"

V je zjemnenie pokrytia U. Na zdoévodnenie tohoto faktu stac¢i ukazat, ze
U, C U.
Skutocne, ak z € U,, tak méme d(z,U}) < 55, 2 ¢oho vyplyva aj

1

Spolu s nerovnostou (9.2) potom méme = ¢ X \ U, 4. Teda
x € Un+1 cU.

Ukéazali sme, ze kazdé otvorené pokrytie priestoru X ma o-diskrétne zjemnenie. Samoz-
rejme, o-diskrétne pokrytie je stcasne aj o-lokalne koneéné. Kazdy metrizovatelny priestor je
normalny (priklad [6.5.4), ¢ize je aj regularny. Teda na zaklade vety je v tomto pripade
existencia o-lokalne kone¢ného otvoreného zjemnenia pre kazdé otvorené pokrytie ekviva-
lentné s parakompaktnostou. O

Priklad 9.4.11. Implikicia dokédzana vo vete [9.4.10| plati iba jednym smerom. Vieme, ze
Sorgenfreyova priamka R, je parakompaktny priestor (priklad [9.4.9)). Ale priestor R; nie je
metrizovatelny (priklad [2.9.15]).

Nasim dalsim cielom je ukézat, ze kazdy parakompaktny priestor je normalny. Opét sa
moze hodit ¢ast dokazu sformulovat ako samostatné tvrdenie. V nasledujicej leme ukazeme,
7e za istych podmienok vieme oddelit uzavreté mnoziny v parakompaktnom priestore — pozri
aj [El Lemma 5.1.4].

Lema 9.4.12. Nech X je parakompaktny priestor a A, B C X su uzavreté podmnoziny. Ak
pre kazdé y € B existuji otvorené mnoziny Uy, V, také, ze AC Uy, y eV, aU, NV, =0.
Potom existuji otvorené mnoziny U, V tak, Ze

ACUBCVaUNV =0.

Dokaz. Systém
U={VyyeBtu{X\B}

tvori otvorené pokrytie priestoru X. Potom existuje lokdlne konecéné otvorené zjemnenie
V < U. Polozme
W={W eV;WnB # 0}.

Kazdé W € W lezi vnutri nejakého prvku Y. Je zrejmé, Ze nemoze byt vottri X \ B. To
znamena, ze mame W C V,, pre nejaké y € B. Potom dostavame, ze WNU, = (), ¢o znamen4,
ze W C X\ Uy a aj

WCX\U, CX\A,

t.j.
WnA=0.
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Teraz polozme
v=Jw= | w
Wew
Mnozina V je otvorena a plati B C V.

Sticasne mame
v=w={J W
wew wew
(Tu vyuzivame, ze ide o uzéver lokdlne konecného systému mnozin — pozri vetu M)
Teda V je uzavretd mnozina taka, ze V N A = (. Ak polozime U = X \ V, tak mdme

ACX\V=U.

Veta 9.4.13. Kazdy parakompaktny priestor je normdlny (a teda aj Ty).

Dékaz. Nech X je parakompaktny priestor. Nech A, B st uzavreté mnoziny, ktoré si dis-
junktné, t.j.
ANB=10.

Uvazujme Tubovolny bod a € A. Pretoze X je Ts-priestor, pre kazdé y € B existuji
otvorené mnoziny oddelujice a a y. Ak teda aplikujeme lemu [9.4.12] na uzavreté mnoziny
{a} a B, dostaneme existenciu disjunktnych otvorenych mnozin U,, V, takych, ze a € Uy, a
B CV,.

Teraz pouzijeme lemu [0.4.12] eSte raz, tentokrét pre uzavreté mnoziny A, B priom vy-
uzivame otvorené mnoziny U,, V,, ktoré sme dostali v predoslom kroku. Z lemy dostaneme
existenciu otvorenych mnozin U, V takych, Ze

ACUBCVaUNV=0.

Podarilo sa nam oddelit lubovolné disjunktné uzavreté mnoziny, teda X je normalny
priestor. (Sti¢asne je to hausdorffovsky priestor, dostdvame teda aj to, ze X je Tj.) O
Priklad 9.4.14. TODO w; je normalny a nie je parakompaktny
Tvrdenie 9.4.15. Kazdy uzavrety podpriestor parakompaktného priestoru je parakompaktny.

Dokaz. Nech (X, T) je parakompaktny priestor a C je uzavretd podmnozina X.

Nech C = {V;;i € I} je otvorené pokrytie podpriestoru C. Pre kazdd mnozinu V; € C
vyberme nejaké U; € T tak, ze

Vi=U;NnC.
Potom
U={U;iel}U{X\C}

je otvorené pokrytie priestoru X. Pre U existuje nejaké lokalne konecné zjemnenie V.

Systém

w={vnc,vev}

je pokrytie mnoziny C, ktoré je lokdlne konecnym zjemnenim pokrytia C. O
Poznamka 9.4.16. Podpriestor parakompaktného priestoru vo vseobecnosti nemusi byt
parakompaktny. Neplati to ani pre otvorené podpriestory.

Tvrdenie vieme o trochu zosilnit:

Tvrdenie 9.4.17. Ak X je parakompakiny priestor a A je Fy-mnozZina v X, tak A s rela-
tivnou topologiou je parakompakitny priestor.

Doékaz. TODO O

190



a:DEFROZKJED}

KAPITOLA 9. ZOVSEOBECNENIA KOMPAKTNOSTI 191

9.4.1 Rozklad jednotky

Definicia 9.4.18. Systém {fs;s € S} spojitych zobrazeni X — (0,1) sa nazyva rozklad
jednotky, ak plati:
(i) Pre kazdé = € X je mnozina

Sy ={s €S8, fs(x) #0}

spocitatelna.
(ii) Pre kazdé = € X plati

seS

Poznamka 9.4.19. V predoslej definicii v rovnosti sice vystupuje stcet mnoziny redl-
nych ¢isel, o ktorej nemame zarucené, ze je spocitatelna. Treba si vSak uvedomit, ze:
e Maéame iba spocitatelne vela nenulovych hodnét. Ak nulové hodnoty ignorujeme, tak
mozeme (definitoricky) polozit

Zfs(x) = Z fs(x)a

seS SES,y

takze teraz uz sCitujeme iba spocitatelne vela realnych ¢isel.

o Ide o stucet nezapornych redlnych cisel. Pre rady s nezdpornymi ¢lenmi vysledna suma
(ak je kone¢nd) nezavisi od usporiadania. TakZe nie je problém ani v tom, Ze nemédme
Specifikovani nejaki konkrétnu enumeraciu spocitatelnej mnoziny S,.

e Navyse velmi casto budeme pracovat iba s rozkladmi jednotky, kde S, je konecnd
mnozina. (Tam uz nie st nijaké problémy s tym, ¢i je stCet definovany a ¢i zavisi na
usporiadani séitancov.)

Definicia 9.4.20. Aj f: X — R je funkcia, tak mnozinu

supp(f) = {z € X; f(x) # 0}
nazyvame nosi¢ funkcie f.

Definicia 9.4.21. Rozklad jednotky {fs;s € S} v X sa nazyva lokdlne konecny rozklad
jednotky, ak systém {supp(fs);s € S} je lokdlne koneény.

Ukéazeme teraz, ako sivisi parakompaktnost s existenciou rozkladu jednotky. Pre zjedno-
dusenie zapisu dokazu sa hodi Cast argumentu, ktory pouzijeme v dokaze, sformulovat ako
samostatni lemu.

Lema 9.4.22. Nech X je requldrny parakompaktny priestor. Potom pre kaZdé otvorené po-
krytie {U;;i € I} priestoru X existuje lokdlne konecné uzavreté zjemnenie {F;;i € I} také,
ze pre vsetky i € I plati F; C U;.

O existencii lokélne kone¢ného uzavretého zjemnenia uz vieme z vety [9.4.6] Tu sa snazime
vytvorit zjemnenie, ktoré ma navyse tu isti indexovi mnozinu I.

Dékaz. Nech U = {U;;i € I} je otvorené pokrytie priestoru X. Podla vety existuje
nejaké lokdlne koneéné uzavreté zjemnenie A = {Ag; k € K} pokrytia U.
Pre kazdé k € K si zvolme nejaké i(k) € I také, ze Ay C U;. Polozme potom

Fy = J{Ak;k € K,i(k) = i}.
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Kazda mnozina Fj je uzavretd, pretoze je to zjednotenie nejakého lokalne kone¢ného systému
uzavretych mnozin (dosledok [2.4.9).

Mame |J F; = |J Ax = X, teda {F};i € I} je pokrytie.

iel kEK

Stcasne evidentne plati F; C U;. (Z toho vidime aj to, Ze ide o zjemnenie pokrytia U.)

Navyse systém {F;;i € I} je aj lokdlne konecény. Pre kazdé x € X totiz existuje okolie W
tak, ze mnozine {k € K; Ay N W # (0} je kone¢nd. Pretoze kazdému k sme priradili jediné
i(k) € I, dostavame aj to, Ze mnozina

i e, E;NW # 0} = {i(k);k € K, A, "W # 0}
je konec¢na. O

Veta 9.4.23. Nech X je Ts-priestor. X je parakompaktny prdve vtedy, ked pre kazZdé otvorené
pokrytie U priestoru X ezistuje lokdlne konecny rozklad jednotky taky, Ze

{supp(fs);s € S} <U

Podmienka o tom, ze mnoziny uréené rozkladom jednotky {fs;s € S} tvoria zjemnenie
pokrytia U, sa niekedy zvykne pomenovat aj tak, ze tento rozklad jednotky je podriadeny
pokrytiu U.

Dokaz. Zrejmy. (Ak U je otvorené pokrytie a { fq; s € S} je rozklad jednotky podriadeny
pokrytiu U, tak {supp(fs);s € S} je zjemnenie U.)

Nech X je parakompaktny priestor a A je nejaké jeho otvorené pokrytie. Potom
existuje otvorené lokdlne konecné zjemnenie

u:{Ui;iGI}

pokrytia U.
Podla lemy [9.4.22| potom existuje nejaké uzavreté lokdlne konecéné zjemnenie {Fj;i € I}
také, ze pre vsSetky i € I mame
F, CU;.

Priestor X je normélny, a teda podla Urysohnovej lemy (veta [6.5.8) mame pre kazdé i € I
funkciu g;: R — (0, 1) takd, ze

gilr, =1 a  gilx\v, =0.

To znamend, Ze systém {supp(g;);i € I} je lokdlne konecny. (Pre kazdé i € I mame
supp(g;) C U; a vieme, ze U = {U;;i € I} je lokdlne kone¢ny systém.)
Moézeme teda definovat
g(@) = g:(x)

iel
a dostaneme tak spojiti funkeiu g: X — R (iloha .
Navyse pre kazdé x € X mame g(z) # 0. (Staci si uvedomit, ze existuje ¢ € I také, ze
x € F;. To znamen4, ze g;(z) = 1.)
Ak teraz polozime @
gi\x
o) = @)
pre ¢ € I, dostaneme lokalne koneény rozklad jednotky podriadeny pokrytiu U, a teda aj
pokrytiu A.

{supp(fi);i € I} = {supp(gs);i € [} <U < A
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Cvicenia
Uloha 9.4.1. Ukéite, Ze ak U je podpokrytie pokrytia V, tak U < V.

Uloha 9.4.2. Ukéite, Ze ak U, V, W st pokrytia priestoru X, tak plati:
i U=<u
(ii) AkU < VaV<W,takU < W.

Uloha 9.4.3. Ukézte, 7e zjednotenie koneéne vela lokalne koneénych systémov je opét lokdlne
konecény systém.

Uloha 9.4.4. Dokézte: Nech C je pokrytie priestoru X. Pre lubovolné A C X polozme
A= J{cec;cnA#0}.

Potom plati A C A’.
Specidlne, ak A je pokrytie priestoru X, tak aj {A’; A € A} je pokrytie priestoru X.

Uloha 9.4.5. Dokazte: Ak Y = {U;;i € I} aj V = {Vi; k € K} st lokdlne koneéné systémy,
tak aj
(U;NViie ke K}

je lokélne konecny systém.

Uloha 9.4.6. Dokaite:

a) Ak X je kompaktny priestor a S je lokdlne kone¢ny systém v X pricom () ¢ S, tak S je
konecny.

b) Ak X je lindel6fovsky priestor a S je lokdlne koneény systém v X pricom () ¢ S, tak S je
spocitatelny.

¢) Ak X je spocitatelne kompaktny priestor a S je lokdlne kone¢ny systém v X pricom 0 ¢ S,
tak S je konecny.

Uloha 9.4.7. Nech X je topologicky priestor a {fi: X = R;i € I} je systém spojitych
zobrazeni taky, Ze systém {supp(f;);¢ € I} je lokdlne konecny.
Dokazte, ze
fl@) =Y fi(z)
il
je spojitd funkcia f: X — R. (Malo by byt zrejmé, Ze uvedeny predpis skutoc¢ne definuje
funkciu na mnozine X — pozri aj poznadmku [9.4.19] Hint: Pouzite tvrdenie )
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Kapitola 10

Metrické priestory

Na tejto prednéaske sa metrickymi priestormi nebudeme detailne zaoberat. Azda vSak nezas-
kodi mat na jednom mieste pozbierané niektoré vysledky o metrickych priestoroch, ktoré sa
v minulosti vyskytli na réznych predmetoch. Okrem toho v tejto kapitole spomenieme aj nie-
ktoré veci o pseudometrickych priestoroch. Stcasne to moze posluzit ako pripravna kapitola,
ak sa niekedy budeme chciet zaoberat aj uniformnymi priestormi.

10.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Definiciu metriky sme uz viackrat pouzivali a uviedli sme ju takmer na zaciatku tychto pozna-
mok — definicia Tu si ju pripomenieme — a sticasne zavedieme pojem pseudometrického
priestoru, ktory budeme na viacerych miestach vyuzivat.

Casto sa budeme na metricky priestor pozerat tak, ze zabudneme na metriku a budeme
si vsimat iba topolégiu. Alebo obrétene,

Definicia 10.1.1. Nech (X, T) je topologicky priestor. Hovorime, Ze X je
e metrizovatelny priestor, ak existuje metrika d na X tak, ze 7 = Ty.
o pseudometrizovatelny priestor, ak existuje pseudometrika d na X tak, ze T = Tg.

Definicia 10.1.2. Vzdialenost bodu x od mnoziny A definujeme v metrickom priestore ako
d(z, A) = inf{d(z,a);a € A}.
Poznamka 10.1.3. TODO A =10
Tvrdenie 10.1.4. Nech (X,d) je metricky priestor a A C X. Potom funkcia f: X — R
definovand ako
f(z) =d(z, A)
je spojitd.
Doékaz. Staci ukazat, ze pre lubovolné x,y € X plati
[f(z) = f(y)| = |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) (10.1)
Pre Tubovolné a € A plati d(x,a) < d(y, a) + d(z,y). Potom pre infimum mame
. < .
inf d(z,a) < d(z,y) + inf d(y, a)
d(w, 4) < d(z,y) + d(y, 4)
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Dostali sme teda

Zo symetrie dostavame aj

a celkovom mame

Tym sme ukazali nerovnost ((10.1)). O

Uvedme tu aj jeden vysledok o postupnosti funkcii s hodnotami v metrickych priestoroch,
ktory potrebujeme na inych miestach. Je to tvrdenie, ktoré hovori, ze rovnomernda limita
spojitych funkcii je opat spojita. E|
Definicia 10.1.5. Nech X je topologicky priestor a (Y, d) je metricky priestor. Nech (f,)5
je postupnost funkcii z X do Y. Hovorime, Ze tato postupnost rovnomerne konverguje k fun-

keii f: X — Y ak pre kazdé e > 0 existuje ng € n také, ze |f,(x) — f(z)| < € plati pre vSetky
n > ng a pre lubovolné x € X.

(Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng) (Vo € X)d(fn(x), f(z)) < e.

Thto definiciu mbézeme porovnat s bodovou konvergenciu, t.j. s podmienkou, ze pre kazdé
z € X plati

n— oo

Tato podmienku mézeme prepisat nasledovnym spdsobom — kde je poradie kvantifikatorov
iné ako pri rovnomernej konvergencii:

(Vo € X)(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)d(frn(x), f(z)) < e.

Tvrdenie 10.1.6. Nech X je topologicky priestor a (Y,d) je metricky priestor. Nech pre
kazdé n € N je f,: X =Y spojitd funkcia. Ak postupnost funkcii f,, rovnomerne konverguje
k funkcii f: X =Y, tak aj funkcie [ je spojitd.

Dokaz. Nech z € X, dokdzme spojitost v bode z.
Majme dané nejaké € > 0. Na zdklade rovnomernej konvergencie existuje ng také, ze

d(fno (2), f(2)) <

~ Win

plati pre kazdé x € X . Sticasne zo spojitosti zobrazenia f dostaneme existenciu okolia U € O,

takého, ze

d(fny(2), f(y)) <

w| ™

pre vSetky y € U.
Spolu teda dostavame pre Tubovolné y € U plati

9 9 9

d(f(z)vf(y» S d(f(z)vfno(z)) + d(fno(z)af(y)) + d(fno(y)a f(y)) < g + 5 + g =¢&.

Tym sme ukézali spojitost funkcie f. O

1Rozmyslal som, kam ddm uniform limit theorem. Do kapitoly o spojitych funkcidch? Vyuzivam ho v dé-
kaze Tietzeho vety.
Engelking to méa v kapitole o spojitosti pre funkcie do R a v kapitole o metrickych priestoroch pre pre funkcie
do metrickych priestorov. [El Theorem 1.4.7, Theorem 4.2.19].
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196 Uplnost a totalna ohranienost

10.2 Uplnost a totilna ohrani¢enost

10.3 Kompaktnost v metrickych priestoroch

Viaceré zovseobecnenia kompaktnosti st ekvivalentné pre metrické priestory:
hMetricKomp: TVRKOMPEKVE}
Tvrdenie 10.3.1. Nech (X, d) je metricky priestor. Nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(i) X je kompaktny.
(ii) X je sekvencidlne kompaktng.
(iii) X je spocitatelne kompaktny.

Dokaz. TODO

10.4 Sucin metrickych priestorov

{chmetric:TVRSUCIN}
Tvrdenie 10.4.1. Nech pre kazdé n € N mdme metricky priestor (X,,d,). Potom existuje

metrika d na mnozine X = [],cy Xn takd, Ze topoldgia urcend touto metrikou je siucinovd
toplégia.

Dékaz. Predpokladdme navySe, Ze di(z,y) < 1.

Ay =Y dk(mk, y)

2
k=0

2® - 2 & pre kazdé n € N plati 2 — 2, O
chmetric:DOSSUCINMETRIZ}
Daésledok 10.4.2. Sucin spocitatelne vela metrizovatelnych priestorov je metrizovatelny.
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Kapitola 11

Prehlad kontraprikladov

{chkontra:CHKONTRA}
11.1 Priestory, ktoré sme pouzivali ako kontrapriklady

11.1.1 Sorgenfreyova priamka

Sorgenfreyovu priamku R; sme definovali v priklade
Priestor R;:
o M4 spoditatelnt bazu okoli v kazdom bode — priklad
o Nemé spocitatelni bazu topoldgie — priklad
o Je separabilny — priklad

o Nie je metrizovatelny — priklad [2.9.15
e Je to normélny Th-priestor a stcasne priestor R; x R; nie je normalny — priklad

11.2 Kontrapriklady pre r6zne typy vlastnosti

11.2.1 Separabilné priestory a axiémy spocitatelnosti

Priestor, ktory mé spocitatelni bazu topoldgie (t.]. spitia druhd axiému spocitatelnosti) je
aj separabilny. A tiez spltia druht axiému spoéitatelnosti (t.j. m4 spoéitatelntit bézu okoli
v kazdom bode). Ani jedna z tychto dvoch implikéci{ sa nedd obratit.

TODO

Priestory vyhovujice prvej axiéme spocitatelnosti, ktoré nie st separabilné (a teda kazdy
takyto priestor je stiCasne priestorom, ktory nevyhovuje druhej axiéme spocitatelnosti):

el so suprémovou normou (priklad

11.2.2 Axiémy oddelitelnosti

11.2.3 Postupnosti nAm nestacia

Videli sme viacero vlastnosti, ktoré funguju pre siete — ale vo vseobecnosti pre postupnosti
platit nemusia. (Casto funguji pre postupnosti, ak mame navyse predpoklad o metrizovatel-
nosti alebo aspoii prvii axiému spocitatelnosti.)
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11.2.4 Kompaktnost a pribuzné pojmy
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Dodatok A
Tedria mnozin

A.1 Nulolégia

Napriek tomu, ze vela veci je pomerne trividlnych pre prazdnu mnozinu, na chvilu sa pri
niektorych zastavme.

A.1.1 Prienik mnozin
Prienik systému mnozin definujeme takto:

Definicia A.1.1. Ak I # () a A; je mnoZina pre kazdé i € I, tak

() Ai = {; (Vi € )z € A;}

iel

V prieniku lezia teda tie prvky, ktoré patria do kazdej mnoziny z daného systému.
Vsimnime si, Ze prienik sme definovali iba pre I # 0, t.j. iba pre neprdzdne systémy.
V podstate t4 ist4 definicia, povedand trochu inak, je Ze ak S # (), tak definujeme

(S ={z;(¥S € S)z € 5}.

Poznamka A.1.2. Co by sa stalo, ak by sme uvedent definiciu pouzili pre I = (). Na prvky

patriace do [ A4; by sme potom nekladli Ziadne podmienky}'| ¢ize by sme dostali mnozinu
il

vSetkych mnozin. Z tedrie mnozin vieme, ze mnozina vSetkych mnozin neexistuje (Russellov

paradox).

Niektori autori pouzivaji konvenciu, ze ak vSetky mnoziny st podmnoziny nejakej zaklad-
nej mnoziny X, tak klada (0 = X. Jedna nevyhoda tejto konvencie je, ze vysledok zavisi
nie iba od zadaného systému, ale aj od zékladnej mnoziny X. Ak by sme sa teda drzali tejto
konvencie, museli by sme daf pozor na to, aby bolo vzdy jasné co je nasa zdkladnd mnozina
X. (Podobny typ konstrukcie je doplnok mnoziny, s ktorym ste sa urcite tiez stretli — Casto sa
pouziva doplnok mnoziny definovany ako A° = X \ C, pri¢om pracujeme v nejakej zakladnej
mnozine X. Teda doplnok tiez zévisi od toho, v akej mnoZine pracujeme.)

My sa budeme drzat konvencie uvedenej v definicii [AT.1] t.j. prdzdny prienik nedefinu-
jeme. Nevyhoda je, Ze si musime dat pozor na podmienku I # (); mdme takto vSak definiciu,
ktora zavisi iba od systému, z ktorého robime prienik, nepotrebujeme dodato¢ni informéciu

L(Vz € 0)P(x) je pravda vidy, bez ohladu na to ako vyzera vyrokova formula P(z).
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200 Axiéma vyberu a Zornova lema

v podobe zékladnej mnoziny X. A tiez takdto definicia mozno vyzerd o c¢osi prirodzenejsie,
kedze prienik prazdneho systému nemusime definovat ako Specidlny pripad.

Mobzete si rozmysliet, ze pri zjednoteni ziadne podobné problémy nenastani a dostavame

vtedy J0 = 0.

A.1.2 Karteziansky sicin

Pripomenme, ako sme definovali karteziansky stcin pre nekonecné systémy mnozin:

Definicia A.1.3. Ak pre kazdé i € I mame mnozinu A;, tak ich kartezidnsky sucin definu-
jeme ako
[T4i=1{f1—=JA:(VieDf() e A},
iel i€l
t.j. ako mnozinu vSetkych zobrazeni z I do |J A; takych, ze f(i) patri do A; pre vSetky
i€l
1€l
Takato definicia stic¢inu zodpoved4a nasej intuicii, Ze rozsirujeme pojem usporiadanej n-tice
z konecne vela na nekonecne vela siradnic.

Poznamka A.1.4. Tato definicia sthlasi s tym, ze by malo ist o nejaké rozsirenie kartezian-

skeho sti¢inu dvoch mnozin resp. koneéného poctu mnozin. Ak méme zobrazenie f € [] A,

il
tak mame vlastne uréend jeho i-tu stradnicu ako f (7). Navyse i-ta siradnica je nejaky prvok
z A;. A obratene, ak si vyberieme pre kazdé ¢ € I jeden konkrétny prvok z A;, tak to urcuje
prave jednu funkcie f z kartezianskeho sti¢inu. Teda na takéto funkcie sa skutocne dé pozerat
ako na ,usporiadané I-tice“ — pre kazdé i € I ndm f(i) vracia i-tu stradnicu.

Oplati sa mozno pripomentt, ze kartezidnsky stcin neprazdnych mnozin bude opét ne-
prazdny — toto je vlastne ekvivalentna formulacia axiémy vyberu.

Poznamka A.1.5. Podme sa aj v tomto pripade pozriet na to, ¢o sa stane ako I = (.
V takomto pripade sa pozerame na zobrazenia () — (). Takéto zobrazenie existuje préave
jedno konkrétne prazdne zobrazenie (). Toto zobrazenie spliia, ze pre Iubovolné i € 0 je
funkénd hodnota prvkom A;; kedZe poziadavka, Ze nejakd podmienka mé platit pre kazdy
prvok z prazdnej mnoziny je pravdiva trividlne.

Struéne: Prazdny siéin je jednoprvkovd mnozina. (Konkrétne mnozina {0}.)

A.2 Axiéma vyberu a Zornova lema

Zornova lema sa dé povazovat za Standardni techniku, ktord je v mnohych oblastiach ma-
tematiky casto pouzivand a je dodlezité mat ju zvladnuti. Ak by ste si potrebovali pozriet
(alebo aj samostatne vyskdsat) na nejakych prikladoch pouzitie ZL, tak moZzem odporudit
napriklad [KT], Chapter 14]. Viacero prikladov pouzitia ZL najdete aj v mojom texte [S]
k predmetu Aplikécie tedrie mnozin.

Veta A.2.1 (Zornova lema). Nech (P, <) je diastoéne usporiadand mnoZina takd, Ze kaZdy
retazec v P md horné ohranicenie. Potom existuje mazimdlny prook v (P, <).

2Kazdé zobrazenie ) — () musi byt podmnozinou @ x , teda jediny mozny kandidat je @. Este potom treba
skontrolovat, ¢i 0 spliia podmienku z definicie zobrazenia, t.j. ¢i plati (Vz € 0)(3ly € 0)(z,y) € 0. Lubovolné
tvrdenie tvaru (Va € 0)P(z) je pravdivé — bez ohladu na to ako vyzerd vyrokova funkcia P(z).
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K dokazu poznamendm, Ze sa ¢asto robi pomocou transfinitnej indukcie. (Ak prepokla-
ddme, ze (P, <) nemé maximdalny prvok, tak pre kazdy prvok p € P existuje prvok od neho
vacsi. Ak zacneme s nejaky prvkom, tak kym sa to dd mézeme k nemu postupne pridavat
dalsie prvky, ktoré st nad vSetkymi doteraz pouzitymi prvkami a takto zostrojime retazec
bez horného ohradnicenia. Ak chceme tento postup poriadne formélne zapisat a zdovodnit,
tak budeme potrebovat robit indukciu dlhsiu nez indukciu na prirodzenych ¢islach.)

Existuji aj dokazy, ktoré sa vyhybaji pouzitiu transfinitnej indukcie a ordindlov. Odkazy
na literattru, v ktorej sa daju takéto dokazy najst, si spomenuté pri dokaze Zornovej lemy
v texte [S]].

A.3 Dobre usporiadané mnoziny a ordinalne cisla

Uvedieme tu stru¢ny prehlad niektorych zakladnych faktov o dobre usporiadanych mnozinach
a ordinalnych ¢islach. Viac detailov a aj odkazy na dalsiu literattiru sa daju najst napriklad
v [SL, [Z]].

Ordindaly budt pre nas uzitoné najma pri vytvoreni niektorych kontraprikladov — pred-
naska sa da sledovat aj bez znalosti o ordindloch. NavysSe sa budem snazit niektoré veci
vysvetlit tak, aby stacilo vediet ¢o st dobre usporiadané mnoziny a poznat ich vlastnosti.

A.3.1 Dobre usporiadané mnoziny

Dobre usporiadané mnoziny sa daju z istého pohladu popisat tak, ze st to mnoziny, na
ktorych ,funguje dokaz indukciou.“

Definicia A.3.1. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnozina. Hovorime, ze X je dobre
usporiadand mmnozina, ak kazda neprazdne podmnozina A mnoziny X mé najmensi prvok.

Priklad A.3.2. Jednoduché priklady dobre usporiadanych mnozin si kone¢né linedrne mno-
ziny a (N, <).

Ak by sme chceli o Cosi komplikovanejsi priklad, tak sa mdzeme pozriet na dve kdpie
mnoziny (N, <) usporiadané ,za sebou.

To isté vieme urobit s Iubovolnymi dvoma dobre usporiadanymi mnozinami — vytvorit
nové usporiadanie tak, ze vezmem najprv jednu z nich a za nu zaradim vsSetky prvky tej
druhej. Takymto spdsobom opét dostaneme dobre usporiadanti mnozinu. Tato konstrukcia
sa da este dalej zovseobecnif.

Definicia A.3.3. Ak (X, <) je dobre usporiadand mnoZina a a € X, tak budeme pouZivat
oznacenie
X, ={ze X;z <a}.

Mnozinu X, niekedy tiez nazyvame pociatocny usek urceny prvkom a.

Veta A.3.4. Nech (X, <) je dobre usporiadand mnozZina. Nech A C X je takd mnoZina, Ze
pre lubovolné a € X plati
X, CA=a€ A (A1)

Potom A =X.

Toto vlastne hovori, ze mam k dispozicii nejaki formu dokazu indukciou. Ak totiz chcem
dokézat nejaku vlastnost pre vSetky prvky z X a ako A si ozna¢ime mnozinu prvkov s touto
vlastnostou, tak podmienku mozeme Citat takto: ,Ak tato vlastnost plati pre vSetky
prvky mensie ako a, tak plati aj pre a.“ Pri dokaze matematickou indukciou na prirodzenych
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202 Skoro disjunktné systémy

¢islach sme zvyknuti na to, ze takyto fakt implikuje platnost nejakého tvrdenia pre vsetky
prirodzené cisla. Z takéhoto pohladu je to teda rozsirenie indukcie aj na iné mnoziny.

Treba si vSak uvedomit, ze sa to trochu 1i8i od indukcie na N. Tam s vynimkou nuly uz
vsetky ostatné prvky boli také, Ze existuje prvok tesne pred nimi. V dobre usporiadanych
mnozinach sa moéze stat, ze mnozina X, nema najvacsi prvok. Teda na rozdiel od prirodzenych
¢isel si pri dokaze indukéného kroku nemoézem zobraf spomedzi prvkov pred a-ckom najvacsi
prvok b a povedat, ze a = b+ 1.

Pomocou axiémy vyberu (resp. Zornovej lemy) sa d4 dokdzat nasledujici vysledok.

Veta A.3.5 (Princip dobrého usporiadania). Pre lubovolni mnoZinu X existuje reldcia <
na X takd, Ze (X, <) je dobre usporiadand mnoZina.

Tato veta hovori, ze na kazdej mnozine mame dobré usporiadanie. Inak povedané, na
kazdej mnozine sa da pouzivat dokaz indukciou

Pri niektorych tvahach bude pre nas ddélezity nasledujici fakt, ktory hovori, ze dobré
usporiadanie na nejakej mnozine sa da zobrat ,najkratSie mozné“ z pohladu kardinality.

Poznamka A.3.6. Ak X je nejakd mnozina, tak existuje dobré usporiadanie < na X také, Ze
pre kazdé a € A m4 pociatocny tsek urdeny prvkom a, t.j. X, = {2 € A;x < a} kardinalitu
ostro mensiu ako celé X.

(Va € X)|X.| < | X].

Dokaz. Majme nejaké dobré usporiadanie < na mnozine X. (Na zdklade principu dobr=ho
usporiadania vieme, Ze asporni jedno dobré usporiadanie na mnozine X existuje.)
Oznac¢me
A={aec X;|Xo| =[X]},

kde X, oznacduje podiatoény tsek pri usporiadani <. Ak A = (), tak usporiadanie < m4
poZadovani vlastnost, pre vSetky pociatoéné tseky mame | X,| < |X|.
Ak A # (), tak zoberme m = min A Potom plati
‘Xm| = |X |a

teda existuje bijekcia f: X — X,,. Ak prenesieme usporiadanie z X,, na X touto bijekciou,
t.j. polozime
2y & f(@)<fy)

tak dostaneme dobré usporiadanie na X, ktoré splita uvedent podmienku. O

A.3.2 Ordinaly

TODO oznacenie On pre triedu vSetkych ordindlnych ¢isel

A.3.3 Prvy nespocitatelny ordinal

A.4 Skoro disjunktné systémy
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Dodatok B

Funkcionalna analyza

B.1 Linearne normované priestory

Pre jednoduchost tu uvedieme tvrdenia o linedrnych normovanych priestoroch nad R. (Uve-
dené tvrdenia by vyzerali rovnako alebo velmi podobne pre linedrne normované priestory nad

C.)

Definicia B.1.1. Nech X je vektorovy priestor X nad polom R a ||: |- — XR je funkcia
spiﬁajflca podmienky:
(i) ||z|| > 0 pre Iubovolné = € X také, Ze x # 0;
(ii) |lez|] = |¢| - ||z|| pre lubovolné ¢ € R, = € X;;
(iii) ||z + | < ||=]| + ||ly]| pre lubovolné z,y € X.
Potom dvojicu (X, ||-||) nazyvame linedrny normovany priestor a funkciu ||-|| nazyvame
norma na X.

Struc¢ne: Norma je funkcia, ktora spliia trojuholnikovii nerovnost a je kladne homogénna.
Ak mame normu na X a polozime

d(z,y) = llz = yl|,

tak dostaneme metriku. Topoldgia uréend touto metrikou sa nazyva aj topologia odvodena
od normy ||-]|. Pomocou tejto topoldgie (resp. metriky) dostavame vSetky topologické pojmy
pre linedrny normovany priestor X. (T.j. vieme ako na X chépat otvorené mnoziny, spojitost,
konvergenciu, kompaktnost, atd.)

Spomenime aspon niektoré zname priklady linedrnych normovanych priestorov.

B.2 Dualny priestor

Definicia B.2.1. Ak X je normovany priestor, tak jeho dudlny priestor X* je mnozina
vsetkych linedrnych spojitych funkciondlov X — R.

Na X* mame prirodzeni struktdru vektorového priestoru. Ak X* uvazujeme s normou

[fIF = sup{[f(2)]; [|=[] <1},

dostavame Banachov priestor.
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204 Kanonické vloZenie

B.3 Kanonické vlozenie

Ak sa pozerame na dudlny priestor X* k X, tak pre kazdy bod X mame zobrazenie z*: X* —
R definované ako

¥ f = f(ax).
O tomto zobrazeni sa lahko overi, Ze je linedrne. Ak X* vezmeme so suprémovou normou,
tak x* je spojité.
Pomocou Hahn-Banachovej vety sa dé ukazaft, ze pre kazdé x € X existuje f € X* také,
ze |fll=1a f(z) =|z||. Z toho dostdvame

™| = ll=]].

Tiez z tohoto vysledku vidime, ze pre Tubovolné =,y € X také, ze r # y mame f € X*
s vlastnostou f(x) # f(y). Teda systém {f: X — R; f € X*} oddeluje body.

B.4 Slaba topolégia

Kedze sme sa v ramci tohoto textu naucili pomerne vela o inicidlych topolégidch, pre nas
bude najpriamociarejsi sposob ako zadefinovat slabt a slabi* topoldgiu, ked ich zavedieme
ako inicidlne topologia.

Slaba topoldgia je najhrubsia topoldgia, pre ktoru s spojité vSetky zobrazenia f: X — R
patriace do dudlneho priestoru, t.j. vsetky linedrne spojité funkcionédly na X.

Definicia B.4.1. Nech X je linedrny normovany priestor. Topolégiu na X, ktoré je inicidlna
vzhladom na systém zobrazeni X*.

Kedze ide o inicidlnu topolédgiu, vieme popisat konvergenciu v tejto topolégii — dostaneme
konvergenciu hodnot pre kazdé f € X*. T.j. pre lubovolni siet (z4)dep v (X, T) méme

xg =z (VfeX)f(xq) = flz).

Samozrejme, to isté plati aj pre postupnosti. Pre Iubovolny filter na M a zobrazenie g: M —
X mame
h=Flimg< (Vfe X*)foh=F-limfog.

(Pre siete sme konvergenciu v inicidlnej topolégii popisali vo vete [5.3.23} pre filter vo vete
5.6.10})

B.5 Slaba* topolégia

Vieme, ze pre kazdé z € X je zobrazenie z*: X* — R spojité vzhladom na operdtorovi
normu na X*. Zoberme teraz na X* najhrubsiu topolégiu, pri ktorej budt tieto zobrazenie
spojité.

Definicia B.5.1. Nech X je linedrny normovany priestor. Topologiu na X*, ktora je inicidlna
vzhladom na zobrazenia {z*;x € X} nazyvame slabd* topoldgia. Oznacime ju Tp,».

Opét vieme popisat konvergenciu v tomto priestore. Pre siete (postupnosti) plati

fa—= fe (Vee X)falx) = fla).
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Je zrejmé, ze ak f # g, tak pre nejaké x € X mdme f(z) # g(x), ¢o je to isté ako
x*(f) # x*(g). Vidime teda, Ze systém zobrazeni {z*: X* — R;x € X} oddeluje body.
Podla tvrdenia [4.5.10| mdme potom vloZenie do si¢inu viacerych képii R a (X, Ty« ) modZzeme

prirodzene stotoznit s podpriestorom st¢inu RX = ] R.
zeX

(z*): (X", T ) = RX
x*:x e f(x)
Takyto pohlad je naozaj vcelku prirodzeny, ked prvky z R¥ si zobrazenia X — R. Tu sme
vlastne teda len zobrali podpriestor pozostavajici z linearnych a spojitych zobrazeni.
Jedna z uzitoénych vlastnosti slabej* topoldgie je, ze jednotkova gula v X* je pri tejto

topolégii kompaktnd (Banach—Alaogluova veta — veta [8.7.1)). Niektoré aplikicie tejto vety
mozete najst v Castil|8.7.2
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