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Polia De�nícia a príklady

De�nícia po©a

De�nícia

Nech F je mnoºina, + a · sú binárne operácie na F . Hovoríme, ºe
trojica (F ,+, ·) je pole, ak

(i) (F ,+) je komutatívna grupa, jej neutrálny prvok budeme
ozna£ova´ 0;

(ii) (F \ {0}, ·) je komutatívna grupa, jej neutrálny prvok budeme
ozna£ova´ 1;

(iii) pre ©ubovo©né a, b, c ∈ F platí

a(b + c) = ab + ac ,

(a+ b)c = ac + bc.

(Túto vlastnos´ nazývame distributívnos´.)
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Polia De�nícia a príklady

De�nícia po©a

Ozna£enie:
▶ Inverzný prvok v grupe (F ,+) ozna£ujeme −a;
▶ Inverzný prvok v grupe (F \ {0}, ·) ozna£ujeme a−1.
▶ Namiesto b + (−c) pí²eme b − c .
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Polia De�nícia a príklady

Príklady polí

▶ racionálne £ísla (Q,+, ·)
▶ reálne £ísla (R,+, ·)
▶ komplexné £ísla (C,+, ·)
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Polia De�nícia a príklady

De�nícia po©a

(i) pre v²etky a, b, c ∈ F platí a+ (b + c) = (a+ b) + c ,

(ii) pre v²etky a, b ∈ F platí a+ b = b + a,

(iii) existuje prvok 0 ∈ F taký, ºe pre kaºdé a ∈ F sa a+ 0 = a,

(iv) ku kaºdému a ∈ F existuje b ∈ F tak, ºe a+ b = 0,

(v) pre v²etky a, b, c ∈ F platí a · (b · c) = (a · b) · c ,
(vi) pre v²etky a, b ∈ F platí a · b = b · a,
(vii) existuje prvok 1 ∈ F taký, ºe 1 ̸= 0 a pre kaºdé a ∈ F sa

a · 1 = a,

(viii) ku kaºdému a ∈ F , a ̸= 0 existuje b ∈ F tak, ºe a · b = 1,

(ix) pre v²etky a, b, c ∈ F sa a · (b + c) = a · b + a · c .
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Polia Základné vlastnosti

Vlastnosti polí

Tvrdenie

Nech (F ,+, ·) je pole. Potom pre a, b, c ∈ F platí

(i) a · 0 = 0, 0 · a = 0,

(ii) a · b = b · a,

(iii) 1 · a = a · 1 = a,

(iv) (−a) · b = −a · b,

(v) (−a) · (−b) = a · b,

(vi) a · b = 0 ⇒ a = 0 ∨ b = 0,

(vii) a · b = a · c ∧ a ̸= 0 ⇒ b = c ,

(viii) a · a = a ⇒ a = 0 ∨ a = 1.
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Zp je pole

Po£ítanie v Zn

De�nícia

Nech n ∈ N, n ≥ 2. Mnoºinu Zn de�nujeme ako
Zn := {0, 1, . . . , n − 1}. (Teda mnoºina Zn obsahuje v²etky moºné
zvy²ky po delení £íslom n.)
Na mnoºine Zn zavedieme operácie ⊕ a ⊙ predpisom

a⊕ b = (a+ b)mod n,

a⊙ b = (ab)mod n,

kde operácia mod ozna£uje zvy²ok po delení £íslom n.

Polia



Zp je pole

Po£ítanie v Z7

2⊕ 4 = 6

3⊕ 6 = 2

2⊙ 3 = 6

2⊙ 4 = 1

2−1 = 4

3⊙ (4⊕ 2)⊕ 5⊙ (3⊕ 6) = 3⊙ 6⊕ 5⊙ 2 = 4⊕ 3 = 0

3 · (4+ 2) + 5 · (3+ 6) = 3 · 6+ 5 · 9 = 18+ 45 = 63 = 9 · 7+ 0
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Zp je pole

Vlastnosti prvo£ísel

De�nícia

�íslo n ∈ N, n > 1, nazývame zloºeným £íslom, ak n = m · k pre
nejaké m, k ∈ N také, ºe 1 < m, k < n.
Ak n ∈ N, n > 1, nie je zloºené, tak ho nazývame prvo£íslo.

�íslo 1 nepovaºujeme ani za prvo£íslo ani za zloºené £íslo.

p | mn ⇒ p | m ∨ p | n
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Zp je pole

Zp je pole

Veta

Ak p je prvo£íslo, tak (Zp,⊕,⊙) je pole.

Pre zloºené £ísla nedostaneme pole. (Pre£o?)
Tu nepotrebujeme vyuºíva´, ºe p je prvo£íslo:
▶ (Zp,⊕) je komutatívna grupa
▶ asociatívnos´ a komutatívnos´ násobenia;
▶ neutrálny prvok pre násobenie;
▶ distributívnos´;
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Zp je pole

Distributívnos´, asociatívnos´, komutatívnos´

Distributívnos´, obe asociatívnosti, obe komutatívnosti � základná
idea je rovnaká:

a · (b + c) = ab + ac

(a · (b + c))mod p = (ab + ac)mod p

a⊙ (b ⊕ c) = (a⊙ b)⊕ (a⊙ c)

Pre£o platí a⊙ (b ⊕ c) = (a · (b + c))mod p a
(a⊙ b)⊕ (a⊙ c) = (ab + ac)mod p?
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Zp je pole

Distributívnos´, asociatívnos´, komutatívnos´

a+ (b + c) = (a+ b) + c

(a+ (b + c))mod p = ((a+ b) + c)mod p

a⊕ (b ⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c

a · b = b · a
(a · b)mod p = (b · a)mod p

a⊙ b = b ⊙ a
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Zp je pole

Zp je pole

E²te chýba:
▶ ⊙ je binárna operácia na Zp \ {0};
▶ existuje multiplikatívny inverz;
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Zp je pole

Binárna operácia na Zp \ {0}

a ̸= 0 ∧ b ̸= 0 ⇒ a⊙ b ̸= 0

a⊙ b = 0 ⇒ a = 0 ∨ b = 0

p | ab ⇒ p | a ∨ p | b
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Zp je pole

Krátenie v Zp

Pre a, k, l ∈ Zp také, ºe a ̸= 0 platí

a⊙ k = a⊙ l ⇒ k = l .

p | a · (k − l) ⇒ p | a ∨ p | k − l
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Zp je pole

Inverzný prvok v Zp

a⊙ 1 = . . .

a⊙ 2 = . . .

...

a⊙ (p − 1) = . . .

Vpravo sa vyskytnú v²etky prvky zo Zp, teda aj jednotka.
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Zp je pole

Bézoutova identita a Euklidov algoritmus

Iný dôkaz � najprv dokáza´, ºe pre gcd(a, b) = 1 existujú u, v ∈ Z
také, ºe

ax + by = 1.

(�peciálny prípad Bézoutovej identity.)
Potom pre a ∈ {1, 2, . . . , p − 1} máme gcd(a, p) = 1, a teda

ax + yp = 1

a⊙ (x mod p) = 1
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Zp je pole

Bézoutova identita a Euklidov algoritmus

Napríklad: gcd(2, 11) = gcd(3, 11) = gcd(4, 11) = gcd(5, 11) = 1

6 · 2− 1 · 11 = 1

(−5) · 2+ 1 · 11 = 1

4 · 3− 1 · 11 = 1

3 · 4− 1 · 11 = 1

(−2) · 5+ 1 · 11 = 1

9 · 5− 4 · 11 = 1
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Zp je pole

Malá Fermatova veta

Ak p je prvo£íslo, tak v Zp platí:

a ̸= 0 ⇒ ap−1 = 1

a ̸= 0 ⇒ a−1 = ap−2

Obvyklá formulácia: Ak a ∈ Z a p ∤ a, tak

ap−1 ≡ 1 (mod p)

ap ≡ a (mod p)

(V druhej formulácii uº môºeme vynecha´ podmienku p ∤ a.)
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Zp je pole

Malá Fermatova veta

Napríklad pre p = 11, a = 2 dostaneme (v Z11)

23 = 8

24 = 5

25 = −1

210 = (25)2 = 1
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Zp je pole

Malá Fermatova veta

Pre p = 11, a = 3 dostaneme (v Z11)

32 = −2

34 = 4

35 = 4⊙ 3 = 1

310 = 1
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Zp je pole

H©adanie inverzného prvku v Zp

▶ Vyskú²aním v²etkých moºností.
▶ Efektívnej²í postup je roz²írený Euklidov algoritmus.
▶ Ak d = gcd(a, b), tak Euklidovým algoritmom vieme nájs´ celé

£ísla x , y ∈ Z také, ºe

ax + by = d .

▶ Aj malá Fermatova veta nám dáva moºnos´, ako po£íta´
multiplikatívny inverz v Zp.
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