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Polia Definicia a priklady

Definicia pola

Definicia
Nech F je mnozina, + a - st binarne operacie na F. Hovorime, Ze
trojica (F,+, ) je pole, ak

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme
oznacovat 0;

(if) (F\ {0},-) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme
oznacovat 1;

(iii) pre Tubovolné a, b, c € F plati

a(b+ c) = ab+ ac,
(a+ b)c = ac + bc.

(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)



Polia Definicia a priklady

Definicia pola

Oznacenie:
» Inverzny prvok v grupe (F,+) oznaCujeme —a;
> Inverzny prvok v grupe (F \ {0},-) oznacujeme a=*.
» Namiesto b+ (—c) piseme b — c.



Definicia a priklady

Priklady poli

» racionalne &isla (Q, +, -)
> realne Cisla (R, +, )
» komplexné &isla (C,+, )



Polia Definicia a priklady

Definicia pola

(i) pre vsetky a,b,c € F platia+ (b+¢) =(a+ b) + ¢,
(ii) pre vsetky a,b € F platia+ b= b+ a,
(i) existuje prvok 0 € F taky, ze pre kazdé a€ Fsaa+ 0= a,

(v) pre vietky a,b,c € F platia-(b-c)=(a-b)-c,

(vi

(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 # 0 a pre kazdé a € F sa
a-1=a,

(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, ze a- b =1,

(ix) pre vsetky a,b,c € Fsaa-(b+c)=a-b+a-c.

)
)
)
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a+ b =10,
)
)

pre vietky a,b € F platia-b=b" a,



Polia Zakladné vlastnosti

Vlastnosti poli

Tvrdenie
Nech (F,+,") je pole. Potom pre a,b,c € F plati

(i) 2-0=0,0-a=0,

(i) a-b=>b-a,
(i) 1-a=a-1=a,
(iv) (—a)-b=—a-b,

(v) (~a)-(~b) = a- b,
(vi)ja-b=0=a=0V b=0,
(vii) a-b=a-cNa#0=b=c,

(vii) a-a=a=a=0Va=1.



Zp je pole

Pocitanie v Z,

Definicia

Nech n € N, n > 2. Mnozinu Z, definujeme ako
Zn:=1{0,1,...,n—1}. (Teda mnozina Z, obsahuje vsetky mozné
zvysky po deleni &islom n.)

Na mnozine Z, zavedieme operacie ® a ® predpisom

a® b= (a+ b)mod n,
a® b= (ab) mod n,

kde operacia mod oznacuje zvysok po deleni €islom n.



Zp je pole
Pocitanie v Z7

204=56
3p6=2
203=56
204=1
27l =4

30(402)B50(3®6)=3060502=403=0
3.(442)+5-(346)=3-64+5-9=184+45=63=9-7+0



Zp je pole

Vlastnosti prvocisel

Definicia

Cislo n € N, n > 1, nazyvame zlozenym ¢islom, ak n = m - k pre
nejaké m, k € N také, ze 1 < m, k < n.

Ak n € N, n > 1, nie je zlozené, tak ho nazyvame prvocisio.
Cislo 1 nepovazujeme ani za prvocislo ani za zlozené &islo.

plmn=p|mVp|n



Veta
Ak p je prvoéislo, tak (Zp,®, ®) je pole.

Pre zlozené &isla nedostaneme pole. (Preco?)
Tu nepotrebujeme vyuzivat, ze p je prvocislo:
» (Zp,®) je komutativna grupa
» asociativnost a komutativnost nasobenia;
» neutralny prvok pre nasobenie;
» distributivnost;



Zp je pole

Distributivnost, asociativnost, komutativnost

Distributivnost, obe asociativnosti, obe komutativnosti — zakladna
idea je rovnaka:

a-(b+c)=ab+ac
(a-(b+c)) mod p = (ab+ ac) mod p
ao(bdc)=(a0b)®(a®c)

Preco platia® (b®c)=(a-(b+c))modp a
(a®b)®(a®c)=(ab+ ac) mod p?



Zp je pole

Distributivnost, asociativnost, komutativnost

at+(b+c)=(a+b)+c
(a+(b+c))modp=((a+ b)+c)modp
ad(bdc)=(adb)dc

a-b=>b-a
(a-b)modp=(b-a)modp
aOb=b0Ga



Este chyba:
» © je binarna operacia na Z,, \ {0};
> existuje multiplikativny inverz;



Zp je pole

Binarna operacia na Z, \ {0}

a#Z0Ab#0=2a0b#0
aOb=0=a=0Vvb=0
plab=plavp]|b



Zp je pole
Kratenie v Z,

Pre a, k,| € Z, také, ze a # 0 plati

a®Ok=a0ol = k=1

pla-(k=Il)=plavplk—1I



Zp je pole

Inverzny prvok v Z,

acl=...
a®2=...

a@(p—l).:...

Vpravo sa vyskytna vietky prvky zo Z,, teda aj jednotka.



Zp je pole

Bézoutova identita a Euklidov algoritmus

Iny dékaz — najprv dokazat, ze pre gcd(a, b) = 1 existuji u,v € Z
take, ze
ax + by = 1.
(Specialny pripad Bézoutovej identity.)
Potom pre a € {1,2,...,p— 1} mame gcd(a,p) =1, a teda

ax+yp=1
a®(xmodp)=1



Zp je pole

Bézoutova identita a Euklidov algoritmus

Napriklad: ged(2,11) = ged(3,11) = ged(4,11) = ged(5,11) =1

6-2-1-11=1
(-5)-241-11=1
4.3-1-11=1
3.4-1-11=1

(-2)-5+1-11=1
9-5-4-11=1



Zp je pole

Malad Fermatova veta

Ak p je prvocislo, tak v Z, plati:

a0=a"1=1
a#0=al=a"2

Obvykla formulacia: Ak a € Z a p 1 a, tak

a?1=1 (mod p)
a»=a (mod p)

(V druhej formulacii uz mézeme vynechat podmienku p 1 a.)



Zp je pole

Malad Fermatova veta

Napriklad pre p = 11, a = 2 dostaneme (v Z;)

2% =38
24 =5
%=1
210 — (25)2 =1



Zp je pole
Malad Fermatova veta

Pre p = 11, a = 3 dostaneme (v Z11)

P=-2

34 =

3 =403=1
310=1



Zp je pole

Hladanie inverzného prvku v Z,

v

Vyskasanim vsetkych moznosti.

Efektivnejsi postup je rozsireny Euklidov algoritmus.

Ak d = gcd(a, b), tak Euklidovym algoritmom vieme najst celé
Cisla x,y € Z také, ze

ax + by =d.

Aj mald Fermatova veta ndm dava moznost, ako pocitat
multiplikativny inverz v Zp.
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