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De�nícia determinantu

De�nícia determinantu

De�nícia
Nech A je matica typu n × n nad po©om F , A = ||aij ||.
Determinant matice A je

|A| =
∑
φ∈Sn

(−1)i(φ)a1φ(1)a2φ(2) . . . anφ(n). (1)

Sn=mnoºina v²etkých permutácií {1, 2, . . . , n}
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De�nícia determinantu

Determinant matice 2× 2 a 3× 3

|A| =
∑
φ∈Sn

(−1)i(φ)a1φ(1)a2φ(2) . . . anφ(n)

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31
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De�nícia determinantu

Determinant matice 3× 3

|A| = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

− − −
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De�nícia determinantu

De�nícia determinantu

▶ V de�nícii vystupuje n! s£ítancov.
▶ V²etky sú sú£iny také, ºe z kaºdého riadku a z kaºdého st¨pca

sme vybrali práve jeden prvok.
▶ Kaºdý takýto sú£in je vynásobený znamienkom, ktoré závisí od

po£tu inverzií.
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Vlastnosti determinantov

Determinant transponovanej matice

Veta
Nech A je matica typu n × n. Potom

|A| = |AT |.
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Vlastnosti determinantov Laplaceov rozvoj

Algebraický doplnok

|A| =
∑
φ∈Sn

(−1)i(φ)a1φ(1)a2φ(2) . . . anφ(n)

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin

Výraz Aij nazývame algebraický doplnok prvku aij .
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Vlastnosti determinantov Laplaceov rozvoj

Algebraický doplnok

Veta
Pre algebraický doplnok prvku ars ²tvorcovej matice A platí

Ars = (−1)r+s |Mrs |.

▶ Dokáºeme pre prípad r = s = n.
▶ Pri výmene susedných riadkov £i st¨pcov sa zmení znamienko.
▶ Potrebujeme (n − r − 1) + (n − s − 1) = 2(n − 1)− (r + s)

výmen, aby sme previedli ná² prípad na situáciu r = s = n.
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Vlastnosti determinantov Laplaceov rozvoj

Laplaceov rozvoj

Dôsledok (Laplaceov rozvoj determinantu)

Nech A je matica typu n × n. Potom

|A| = (−1)i+1ai1|Mi1|+ (−1)i+2ai2|Mi2|+ . . .+ (−1)i+nain|Min|
|A| = (−1)j+1a1j |M1j |+ (−1)j+2a2j |M2j |+ . . .+ (−1)j+nanj |Mnj |

Prvú rovnos´ uvedenú v predchádzajúcom dôsledku nazývame
Laplaceov rozvoj determinantu matice A pod©a i-teho riadku, druhú
Laplaceov rozvoj pod©a j-teho st¨pca.
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Vlastnosti determinantov Laplaceov rozvoj

Znamienka v Laplaceovom rozvoji

(−1)i+j

+ − + − +
− + − + −
+ − + − +
− + − + −
+ − + − +
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

ERO a determinant

Veta
Ak maticu B získame z A vynásobením k-teho riadku skalárom
c ∈ F , tak

|B| = c |A|.

Dôsledok
Ak matica A má nulový riadok, tak |A| = 0.

Dôsledok
Pre maticu A ∈ Mn,n(F ) a c ∈ F platí

|cA| = cn|A|.
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Rovnaké riadky

Veta
Ak má matica A dva rovnaké riadky, tak |A| = 0.

Dôkaz: Matematická indukcia + Laplaceov rozvoj
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Sú£et riadkov (multilineárnos´)

Veta
Nech matice A a B sú matice typu n × n, ktoré sa lí²ia len v k-tom
riadku. Potom |A|+ |B| = |C |, kde cij = aij = bij pre i ̸= k a
ckj = akj + bkj .

D(α⃗1, . . . , α⃗i−1, cα⃗i , α⃗i+1, . . . , α⃗n) = cD(α⃗1, . . . , α⃗i−1, α⃗i , α⃗i+1, . . . , α⃗n)

D(α⃗1, . . . , α⃗i−1, α⃗i + β⃗i , α⃗i+1, . . . , α⃗n) = D(α⃗1, . . . , α⃗i−1, α⃗i , α⃗i+1, . . . , α⃗n)

+ D(α⃗1, . . . , α⃗i−1, β⃗i , α⃗i+1, . . . , α⃗n)
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Pripo£ítanie násobku

Veta
Ak matica B vznikne z A pripo£ítaním c-násobku niektorého riadku
k inému (pri£om c ∈ F ), tak |B| = |A|.
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Výmena riadkov

Veta
Ak matica B vznikne z A vzájomnou výmenou dvoch riadkov, tak
|B| = −|A|. (Výmena 2 riadkov matice mení znamienko
determinantu.)
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

ERO

Ak B dostanem z A:
▶ Pripo£ítanie násobku iného riadku: |B| = |A|
▶ c-násobok i-teho riadku: |B| = c |A|
▶ Výmena riadkov: |B| = −|A|.
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Horná trojuholníková matica

Veta
Ak A je horná trojuholníková matica (pod hlavnou diagonálou má
nuly), tak determinant matice A sa rovná sú£inu prvkov na
diagonále.

|A| = a11a22 · · · ann

Dôsledok
Determinant diagonálnej matice sa rovná sú£inu diagonálnych
prvkov. ∣∣∣∣∣∣∣

d1
. . .

dn

∣∣∣∣∣∣∣ = d1d2 . . . dn
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Horná trojuholníková matica

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
d1

. . .
dn

∣∣∣∣∣∣∣ = d1d2 . . . dn
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Vlastnosti determinantov Riadkové úpravy

Regulárna matica

Veta
Nech A je ²tvorcová matica typu n× n. Matica A je regulárna práve
vtedy, ke¤ |A| ≠ 0.
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Vlastnosti determinantov Determinant sú£inu matíc

Determinant sú£inu matíc

Veta
Nech A, B sú dve matice typu n × n nad po©om F . Potom platí

|AB| = |A| · |B|.

det(AB) = det(A) det(B)
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Vyuºitie determinantov Výpo£et inverznej matice

Výpo£et inverznej matice

Veta
Ak A je regulárna matica typu n × n, tak

A−1 =
1
|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


kde Aij ozna£uje algebraický doplnok prvku aij .

A−1 =
adjA

|A|
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Vyuºitie determinantov Výpo£et inverznej matice

Výpo£et inverznej matice

A−1 =
1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12
−a21 a11

)
=

1
|A|

(
a22 −a12
−a21 a11

)
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Vyuºitie determinantov Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo

▶ Sústava s maticou A typu n × n, ktorá je regulárna.
▶ Ako Ai ozna£me maticu, kde sme i-ty st¨pec nahradili pravými

stranami.

xi =
|Ai |
|A|
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