1 Polia

Mnozina F' s bindrnymi operaciami + a - tvori pole, ak:

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 0;
(ii) (F ~{0},-) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 1;
(iii) pre Iubovolné a,b,c € F plati

a(b+ ¢) = ab + ac,
(a+b)e = ac+ be.
(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)
Ekvivalentne mdzeme tito definiciu prepisat pomocou takychto podmienok:
(i) pre vsetky a,b,c € F plati a+ (b+¢) = (a+b) +¢,
(ii) pre vsetky a,b € F plati a +b = b+ a,
(iii) existuje prvok 0 € F taky, Ze pre kazdé a € F sa a + 0 = a,
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a + b =0,
v)

(vi) pre vSetky a,be€ F platia-b=10-a,

)
)

pre vSetky a,b,c € F platia-(b-¢) = (a-b) - ¢,

(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 # 0 a pre kazdé a € Fsaa-1=a,

(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, ze a-b =1,
(ix) pre vSetky a,b,c€ Fsaa-(b+c)=a-b+a-c.

Uloha 1.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym s¢itovanim a nisobenim
pole?

a) F={a+ib;a € R,beR,b>0}

b) F={a+ibja € Q,be Q}

c) F={a+ibja€Zbel}

d) F={a+b/2;acQ,becQ}

e) F={a+b/5;acQ,bcQ}

f) ' = {a + /3ib;a € Q,b € Q}

g) F'={a+ J550,b€Q}

h*) F = {a+bv2+cV3+dyV6;a,b,c,d € Q} (Hint: Mozno pomoze prepisat si tiito mnozinu
do tvaru F' = {a + by/3;a,b € F'}, kde F' = {a + b\v/2;a,b € Q}.)

i*) F={a+b/2+cV3;a,b,c € Q}

i) F={a+bV5;0a € QbeQ}

Pri tlohe o F' = {a + bv/2;a,b € Q} méze byt uzitocné zamysliet sa najprv nad tym, ¢i
vieme zdovodnit, Ze pre a,b € Q plati:

a+bv/2=0 & a=b=0.

(Platilo by to aj bez predpokladu, ze a, b st raciondlne?)
TieZ si mdzeme uvedomit, Ze potom pre a,b,a’,b’ € Q uz Iahko dostaneme

a+bvV2=d +VV2 2N a=ad ANb=V.



Uloha 1.2. Na Q x Q definujeme operacie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac + 3bd, ad + be),
b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac+ 2bd, ad + bc).
c) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — 5bd, ad + bc).
Je potom (Q x Q,+, ) pole?

Uloha 1.3. V poli Zs5 vyratajte 271 @ 4, (-2)@4,271®3a-4037L
Uloha 1.4. V Zjs vyrétajte 22, (2714, 20 (4713, 402713, (-1)° 0 (403712
Uloha 1.5. V Iubovolnom poli F plati:

a+b=a+c=b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd
—(—a)=a
-0=0
—(a+b) = (—a) + (~b)
(a—b)c=ac—bc
140
a-a=1<a=1Va=-1
A=V sa=bVa=-b
a-(b1+...4by)=a-by+...+a-b,

Uloha 1.6. Na mnozine Rt vSetkych kladnych redlnych &isel zadefinujme operdcie @ a @
tak, Ze x®y = -y a Oy = x¥. Ktoré z axiém pola splita (RT, @, ®)? (Pri¢om z -y oznacuje
obvyklé ndsobenie a z¥ obvyklé umocnovanie.)

Uloha 1.7. Nech F je pole a a € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, ze fa(b) =a+0.
Je fo bijekcia? Ak dno, ako vyzerd zobrazenie f;° 12 Comu sa rovné f, o fy?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a - b. Je to bijekcia?

Uloha 1.8. Nech na mnozine M = {0,1} st opericie + a - dané tabulkami

+]0 1 o 1
0j0 1 0[0 0
110 1)1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M\{0}, -) st komutativne grupy a ze plati distributivny zdkon (a+b)c =
ac+ be. Je (M, +,-) pole?

Uloha 1.9. Zistite, & (R, +, *), kde 4 je obvyklé s¢itovanie redlnych éisel a pre kazdé a, b € R
a * b= —2ab, je pole.

Uloha 1.10*. Pre ktoré prvky a pola Z; m4 rieSenie rovnica 22 = a? Kolko je takych prvkov
% pOh Zlog?

Uloha 1.11*. Dokéite, Ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = a™+ (T) xa™ b4 (ZL) xa™2b2 4.+ (m"jl)abm_l—l—bm.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: Y_," o () x a™~*b*.)

b) V poli Z, plati: (a & b)? = aP & bP.

Uloha 1.12*. Pomocou tlohy dokézte matematickou indukciou vzhladom na a, ze v Z,
plati rovnost a” = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej Fermatovej
vety.)



Uloha 1.13. Nech F je konecné pole a plati |F| = n. Ukazte, ze potom pre kazdy prvok
a € F~ {0} plat{ a1 = 1. (Tymto sme stiasne ziskali aj iné odvodenie malej Fermatovej
vety.)

Uloha 1.14. Majme Stvorprvkovi mnozinu F = {0,1,a,b} a bindrne operécie +, - na tejto
mnozine. Ak viete, ze (F,+,-) je pole, tak dopliite zvySok zadanych tabuliek:

+][0 1 a b |01 ab
00 1T ad 0[0 000
1 0 10 1 a b
a 0 a
b 0 b

T.j. v tabulkdch méame zadané, ze 0 +x = x a x + © = 0 pre vsetky x € F. A tiez to, ze
0-z=0al-z=1pre vsetky z € F.

Zdbdvoduite, preco vas vysledok je jedind moznost, ako sa tieto tabulky daja doplnit. (To,
¢i na konci naozaj vyslo pole, overovat nemusite.)

Poznamka. Jeden z dévodov, preco som pridal takyto priklad, je ukéazat, Ze existuje aj
stvorprvkové pole. (Z koneénych poli ste sa zatial stretli s polami, ktoré maji prvociselny
pocet prvkov. Neskor sa na Algebre 3 dozviete, Ze existuju aj iné koneéné polia a aj to ako
vsetky také polia vyzeraji. Z toho, ¢o sa naucite tam, sa Stvorprkové pole bude dat dostat
ovela jednoduchsie — tu vlastne mame zadant tabulku sc¢itovania a nasobenia, ale nevieme,
preco sme ich zobrali akurat takéto.)
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