Baza a dimenzia

Vektory dy, ..., d, tvoria bazu vektorového priestoru V', ak sa linedrne nezdvislé a generuji
cely priestor. Ekvivalentna podmienka: Kazdy vektor 5 € V sa da jednoznacne vyjadrit ako
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(T.j. mame jednoznacnost vyjadrenia lubovolného vektora v tvare linedrnej kombindcie béa-
zovych vektorov.)

Lubovolné dve bazy vektorového priestoru maji rovnaky pocet prvkov. Pocet prvkov bazy
priestoru V nazyvame dimenzia priestoru V. Oznacujeme dim(V) alebo d(V).

Ak @y,...,d, € V adim(V) = n, tak tieto podmienky st ekvivalentné:

e dy,...,d, je baza priestoru V.

e Vektory ajy,...,d, su linedrne nezavislé.

o Plati [a@1,...,d,] =V, t.j. tieto vektory generuji cely priestor.
Inak povedané: Ak uz viem, ze mam ,spravny pocet vektorov* — tolko, kolko je dimenzia
celého priestoru — tak vlastne sta¢i overif jednu z dvoch podmienok, ktoré sa vyskytuja
v definicii bazy. T4 druha je potom splnend ,zadarmo*.

Uloha 1. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (1a2,3)7 (17_2,3)7 (1a2a_3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)

¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)

Uloha 2. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
c) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 3. N4jdite dimenziu zadanych podpriestorov priestoru R%. Néjdite pre kazdy z nich
aspon jednu bazu.

a) S1 = {(x1, 72,73, 24) € RY: 21 + 29 + 23 + 24 = 0}

b) So = {(z1, 22, x3,24) € RY 21 4+ 22 + 3 + 24 = 0,21 + T2 — T3 + 224 = 0}

c) Sz = {(w1,72,23,24) € RY 21 + 20 +23+24 = 0,21 + 22— 23 +224 = 0,21 + 223 — 24 = 0}

Uloha 4. Uréte dimenziu podpriestoru [, g,ﬁ’], ak @ = (1,3,2,1), g = (4,9,5,4) a § =
(3,7,4,3) v R,

Uloha 5. Ako P, ozna¢me priestor vietkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,) =
n+lazel,z—1,...(x—1)" je bdza tohoto priestoru.

Uloha 6. Ak sa to dé, dopliite dané vektory na bézu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R3,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z3.

Uloha 7. Méame dané vektory @; = (1,1,2,0), @ = (0,0, 3,1) v priestore Z3. Kolko existuje
moZnosti na vyber vektorov as,dy € Zz tak, aby tieto Styri vektory tvorili bazu?

Ijlgha 8. Ak kazdy z vektorov 51, e Ek je linedrnou kombindciou vektorov ay, ..., &.,, tak
d([B1, .-, Bk]) < d([d1, ..., dn]).

Uloha 9. Overte, 7¢ mnozina S = {f: R — R : (Ja,b € R)(Vz € R)f(x) = azx + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].



Uloha 10. Zistite, ¢i S = {f: R — R;f(z) = az® 4 bz + ¢,a,b,c € R} je vektorovy
podpriestor priestoru redlnych funkcii. Ak dno, najdite, g1, g2, g3 € S také, ze S = [g1, 92, g3

Uloha 11. Pre zadané vektorové priestory nad polom R ukazte, Ze nie st kone¢norozmerné.
a) RR, t.j. priestor vetkych zobrazeni R — R.
b) RN, t.j. priestor vietkych postupnosti redlnych ¢isel.

Uloha 12. Nech M # () je nejakd mnozina a F je pole. Uvazujme vektorovy priestor FM =
{f: M — F} nad polom F'. (Teda prvky V su vSetky zobrazenia z M do F'.)

Vedeli by ste najst nejakit podmienku na mnozinu M, ktord zabezpeci, Ze tento priestor
je nekonec¢norozmerny?

Uloha 13*. a) Nech p1, . .., px s navzdjom rozne prvocisla. Ukézte, Ze ¢isla Inpy, Inpa, . .., In pg
su linedrne nezavislé ako prvky vektorového priestoru R nad polom Q.
b) Ukézte, Zze vektorovy priestor R nad polom Q je nekoneénorozmern}’lﬂ

1Ked budeme vediet nejaké veci o linedrnych izomorfizmoch a tiez o spoéitatelnych a nespoditatelnych
mnozindch, tak by sme mali byt schopni najst jednoduchsie zdévodnenie, Ze ide o nekonec¢norozmerny priestor.
D4 sa to vsak zdévodnit aj takymto spésobom — budeme tu potrebovat vyuzit nejaké veci o prvocislach.



