Jadro a obraz
Ak f:V — W je linedrne zobrazenie, tak plati

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(V),
kde

Ker f = {Z e V; f(Z) :6}>
Im f = {f(z); 7€V}

Uloha 1. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W nad polom F'. Dokazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&); & € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1[T] = {@ € V : f(@) € T} je podpries-
tor vektorového priestoru V.

Uloha 2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W nad polom F'. Dokézte, ze Ker f je podpriestor priestoru V a Im f je podpriestor
priestoru W.

Uloha 3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W nad polom F'. Dokazte, ze:

a) Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {0}.

b) Zobrazenie f je surjektivne prave vtedy, ked Im f = W.

Uloha 4. N4jdite bazu obrazu a bézu jadra linedrneho zobrazenia f: (Zs)* — (Zs)* s danou
maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 2314
0124 1421 4321
2012 4203 3412

Uloha 5. Néjdite bazu a dimenziu Ker f aj Im f pre dané linedrne zobrazenie. Rozhodnite,
¢i toto zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne.

a) f: R* =5 R3, f(x1,70,73,74) = (¥1 + T2 + T3 + 24, 272 + T3 + 14,479 + 273 + 274).

b) F: Maa(R) = Mao(R), f: (25) = (274 1470)

c) f: Myp(R) = Myo(R), f(A) = A— AT

d) f: V=V, kde V = {az? + bz + ¢;a,b,c € R} je podpriestor R a f: p(x) — p'(z). (T.j.
f priradi polynému p(x) jeho derivéciu. )

oW

Uloha 6. Definujme linedrne zobrazenie f: R* — R2 ako f(z1, 20,23, 24) = (321 + 22 +
2x3 — x4,2x1 + 4o + 23 — x4) a oznaéme Uy = Ker f.

Dalej definujme linedrne zobrazenie g: R? — R* ako g(y1,%2) = (y1 — y2,y1 — 3y2, 2y1 —
8ya2,3y1 — 27y2) a oznacme Uy = Im g.

Vidime, ze U, aj U, st podpriestory R*.

Néjdite bazy priestorov Uy, Us, Uy NUs a Uy + Us.

Nech f: V — V je linedrne zobrazenie. Ako f? budeme oznacovat f o f. Dokazte
a) Ker f2 D Ker f,
b) Imf2 C Im f,
c) f2=0« Kerf DImf.



Uloha 7. Nech V1,2,3 st vektorové priestory, f: Vi3 — Va a g: Vo — V3 sti linedrne zobrazenia.

a) Dokézte, ze plati
Ker(f) C Ker(go f).

b) Ukdzte na konkrétnom priklade, ze vo vSeobecnosti nemusi platit Ker(f) = Ker(go f).
c) Co by ste vedeli povedat o pripade, ked g je injektivne?
Uloha 8. Néjdite Ker T4, Im Ta, kde T : M3 2(R) = M3 2(R) je dané predpisom
Tu(X) = AX — XA

1 2 .
pre A = (0 3>,t.3.,

1 2 1 2
non- (3 Nx-x(l2)
Nech A je lubovolnd matica typu n x n nad polom F. Ozna¢me Ty(X) = AX — X A.
a) Ukdzte, ze Ta: My o (F) — M, (F) je linedrne zobrazenie.

b) Je T4 injektivne?
c¢) Je T4 surjektivne?
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