1 Binarne operacie

Uloha 1.1. VypiSte vietky mozné bindrne operacie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutrdlny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 1.2. Dokézte, Ze ak o je bindrna operdcia na mnozine A a o je asociativna, tak
lubovolné uzatvorkovanie vyrazu a o b o c o d predstavuje ten isty prvokE|

Uloha 1.3. Na R definujme bindrnu operaciu * predpisom z 3y = x - y* (kde - je naso-
benie redlnych éisel). Ma tato operdcia neutrdlny prvok? Ak md, najdite ho. Je operdcia *
asociativna? Je komutativna?

Uloha 1.4. Pre dve redlne &sla a, b definujme

a+b

b=
a * 5

t.j. vysledkom je ich priemer. Je to bindrna operacia na R? Je tdto operacia komutativna?
Je asociativna? M4 neutralny prvok?

Uloha 1.5*. Ak viete, ze ide o tabulku asociativnej bindrnej operacie, dopliite chybajtce
vysledky (ak sa to d4).
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2 Grupy

(G, ) je grupa, ak * je bindrna opericia na G a dalej plati: Bindrna opericia * je asociativna
(A)). V G existuje neutrdlny prvok pre tito operdciu . Pre kazdy prvok z G existuje
inverzny prvok .

(Va,b,c € G)ax (bxc) = (ax*xb)xc (A)
(FeeG)(Vae Glaxe=exa=¢e (N)
MaeG)(FeGaxb=bxa=ce )

O komutativnej grupe (abelovskej grupe) hovorime, ak operécia * je navyse komutativna.
(Va,be Glaxb=bxa (K)

Uloha 2.1. Ktoré z uvedengch mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tdto grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym nasobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym ndsobenim)

C) (R N {0}7 ')’ d) (Cv+)7 e) ((cv ')7 f) (C \ {0}7 )

g) (R? +) (so stitovanim definovanym po zlozkdch)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) R s operaciou *, axb=ab+a+b

IMéme tu na mysli uzitvorkovania bez vimeny poradia, ktoré uz jednoznac¢ne uréuju vysledok opericie.
Aspon bez dékazu spomeniem, Ze to isté plati aj pre lubovolny pocet prvkov. Pocet uzatvorkovani vyrazu s n
prvkami je n-té Catalanove ¢islo.



j) R~ {—1} s operdciou *, axb=ab+a+b

k) Mnozina vSetkych parnych celych ¢éisel vzhladom na séitovanie.

1) MnozZina vsetkych nepérnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.

m) (Zs,®)

(Pozri aj tilohu [2.2] - této tloha st v postate inak sformulované Casti i) a j).)

Uloha 2.2. Je (R, %), kde a *b = ab+ a+ b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

V tlohach a vidime priklady grip, ktoré nie st komutativne.

Uloha 2.3. Tvoria vietky permutdcie na konecénej mnozine M s operdciou skladania zo-
brazeni grupu? Je tato grupa komutativna? Urobte tabulku grupovej opericie v pripade
M ={1,2,3}.

Tabulka grupy (Ss,0

~

id  (373) (33%1) (133) (33%) (313)
id id (213) (331) (133) (231) (513)
(573) | (313) 1d  (373) (33%) (133) (331)
g ldih g w Al dib gi
(132) (132) (312) (231) id (321) (2'13)
(237) | (331) (331) (133) (3%3) (313) i
(373) [ (313) (133) (573) (33%) id  (33%)

Uloha 2.4. Nech G je mnozina vietkych funkcif fap: R = R, ktoré st tvaru f, ,(z) = ax+0b
pre nejaké redlne ¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operdciou skladania zobrazeni
grupu? Je mnozina { f,4;a,b € R,a # 0} s operaciou skladania zobrazeni grupa? Dostaneme
grupu, ak vezmeme len také a,b € R, ze a = 17 V tych pripadoch, ked dostaneme grupu, je
tato grupa komutativna?

Uloha 2.5. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(z) = a o x je bijekcia.

Uloha 2.6. Nech (G, o) je grupa. Dokézte, ze zobrazenie f: G — G definované ako f(z) =
271 je bijekcia.
Uloha 2.7*. Nech G je neprézdna mnoZina a o je asociativna bindrna operécia na G. Potom
G je grupa préave vtedy, ked pre lubovolné a,b € G maji rovnice

aoxr=1b

yoa==>o
rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuji z,y € G, ktoré spliiaji tieto dve
rovnosti.)

Uloha 2.8*. Nech G je koneéna mnoZina a o je bindrna operacia na G taka, e plati asocia-
tivny zdkon a zdkony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 2.9*. Dokézte, ze v konecnej grupe, ktord méa parny pocet prvkov, existuje prvok
rozny od neutralneho prvku taky, ze aoa = e.

Uloha 2.10. Nech koneénd mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operdciou * komutativnu
grupu a e je jej neutralny prvok. Dokdzte, ze (ay * az * - -+ * a,)? = e.

Uloha 2.11. Nech * je bindrna opericia na mnozine A, takd, ze pre kazdé a,b, c € A plati
ax(bxc) = (axc)*ba+ mi neutrdlny prvok. Dokdzte, Ze operdcia * je komutativna a
asociativna.



Uloha 2.12. Nech (G, o) je grupa. Dokéite, 7e ak z oz = z, tak z = e.

Uloha 2.13. Overte, 7e G x H spolu s operéciou * definovanou ako
(a,b) * (a',b') = (axg ', bxg b)

tvori grupu pre Iubovolné grupy (G, *g) a (H,*g).

Uloha 2.14. Zistite, ¢i (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b),(c,d) € Rt x R definujeme
(a,0)0(c,d) = (2ac,b + d), je grupa. (MozZete sa zamysliet aj nad tym, ¢i vdm rieSenie tejto
tlohy nezjednodusi, ak uz poznéte vysledok z tlohy [2.13])

Uloha 2.15. Nech G = R x (R ~ {0}). Definujme na tejto mnozine binirnu operaciu *
predpisom (a,b) * (¢,d) = (a + be, bd). Je to skutocéne bindrna operécia? Je (G, *) grupa? Je
to komutativna grupa?

V stvislosti s tilohami[2.:4]a sa mozete zamysliet aj nad tym, ¢i tieto dve grupy nejako
nazvajom suvisia.

[ [albfc[d]

Uloha 2.16. Dopliite nasledujtcu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

Qoo

Uloha 2.17. Ak pre kazdy prvok z grupy (G, o) plati zox = e, tak tito grupa je komutativna.

Uloha 2.18. Je mnozina Q s operéciou < definovanou ako a <b = ab — a grupa? Je tato
operacia komutativna? M4 lavy neutralny prvok? M4 pravy neutralny prvok?

Uloha 2.19. Nech * je asociativna bindrna opericia na mnozine M, ktord mé neutralny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati z * x = z a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak x = e.

Uloha 2.20*. Nech * je bindrna operdcia na mnozine G, ktoré
a) je asociativna,
b) mé Tavy neutrdlny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vo € Glexx = x
¢) pre kazdy prvok x € G existuje y € G také, ze y x x = e (kde e oznacuje prvok z Casti b)
t.j.
VMreG)(FyeGy*z=ce¢

(struéne mozeme povedat, ze ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok vzhladom na

e).

Dokézte, ze potom (G, *) je grupa.

Uloha 2.21. Nech G je kone¢nd grupa, |G| = n. Neutrdlny prvok tejto grupy ozna¢me e a
jej prvky oznafme ako aq,...,a, (t.j. G ={a1,...,an}).

a) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati G = {aay, ..., aa,}.

b) Predpokladajme, ze G je navySe aj komutativna grupa. Ukazte, Ze pre lubovolné a € G
plati a™ = e.

(Pozndmka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale treba
pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako dosledok Lagrangeovej vety.)

Do istej miery podobnymi tivahami ako v predoslej tlohe sa da prist aj na takéto tvrdenie:



Uloha 2.22. Nech G je konecnd n-prvkovd mnozina, jej prvky oznacme ako ay,...,a, (t.j.
G = {a1,...,a,}). Nech dalej * je bindrna operdcia na G, ktord mé neutralny prvok e, je
asociativna, komutativna a platia pre nu zdkony o krateni.

a) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati G = {aay, ..., aa,}.

b) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati a™ = e.

(Pozndmka: Z rovnosti a™ = e vieme vy¢itat to, Ze ku e existuje inverzny prvok.)



1 Polia

Mnozina F' s bindrnymi operaciami + a - tvori pole, ak:

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 0;
(ii) (F ~{0},-) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 1;
(iii) pre Iubovolné a,b,c € F plati

a(b+ ¢) = ab + ac,
(a+b)e = ac+ be.
(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)
Ekvivalentne mdzeme tito definiciu prepisat pomocou takychto podmienok:
(i) pre vsetky a,b,c € F plati a+ (b+¢) = (a+b) +¢,
(ii) pre vsetky a,b € F plati a +b = b+ a,
(iii) existuje prvok 0 € F taky, Ze pre kazdé a € F sa a + 0 = a,
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a + b =0,
v)

(vi) pre vSetky a,be€ F platia-b=10-a,

)
)

pre vSetky a,b,c € F platia-(b-¢) = (a-b) - ¢,

(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 # 0 a pre kazdé a € Fsaa-1=a,

(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, ze a-b =1,
(ix) pre vSetky a,b,c€ Fsaa-(b+c)=a-b+a-c.

Uloha 1.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym s¢itovanim a nisobenim
pole?

a) F={a+ib;a € R,beR,b>0}

b) F={a+ibja € Q,be Q}

c) F={a+ibja€Zbel}

d) F={a+b/2;acQ,becQ}

e) F={a+b/5;acQ,bcQ}

f) ' = {a + /3ib;a € Q,b € Q}

g) F'={a+ J550,b€Q}

h*) F = {a+bv2+cV3+dyV6;a,b,c,d € Q} (Hint: Mozno pomoze prepisat si tiito mnozinu
do tvaru F' = {a + by/3;a,b € F'}, kde F' = {a + b\v/2;a,b € Q}.)

i*) F={a+b/2+cV3;a,b,c € Q}

i) F={a+bV5;0a € QbeQ}

Pri tlohe o F' = {a + bv/2;a,b € Q} méze byt uzitocné zamysliet sa najprv nad tym, ¢i
vieme zdovodnit, Ze pre a,b € Q plati:

a+bv/2=0 & a=b=0.

(Platilo by to aj bez predpokladu, ze a, b st raciondlne?)
TieZ si mdzeme uvedomit, Ze potom pre a,b,a’,b’ € Q uz Iahko dostaneme

a+bvV2=d +VV2 2N a=ad ANb=V.



Uloha 1.2. Na Q x Q definujeme operacie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac + 3bd, ad + be),
b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac+ 2bd, ad + bc).
c) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — 5bd, ad + bc).
Je potom (Q x Q,+, ) pole?

Uloha 1.3. V poli Zs5 vyratajte 271 @ 4, (-2)@4,271®3a-4037L
Uloha 1.4. V Zjs vyrétajte 22, (2714, 20 (4713, 402713, (-1)° 0 (403712
Uloha 1.5. V Iubovolnom poli F plati:

a+b=a+c=b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd
—(—a)=a
-0=0
—(a+b) = (—a) + (~b)
(a—b)c=ac—bc
140
a-a=1<a=1Va=-1
A=V sa=bVa=-b
a-(b1+...4by)=a-by+...+a-b,

Uloha 1.6. Na mnozine Rt vSetkych kladnych redlnych &isel zadefinujme operdcie @ a @
tak, Ze x®y = -y a Oy = x¥. Ktoré z axiém pola splita (RT, @, ®)? (Pri¢om z -y oznacuje
obvyklé ndsobenie a z¥ obvyklé umocnovanie.)

Uloha 1.7. Nech F je pole a a € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, ze fa(b) =a+0.
Je fo bijekcia? Ak dno, ako vyzerd zobrazenie f;° 12 Comu sa rovné f, o fy?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a - b. Je to bijekcia?

Uloha 1.8. Nech na mnozine M = {0,1} st opericie + a - dané tabulkami

+]0 1 o 1
0j0 1 0[0 0
110 1)1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M\{0}, -) st komutativne grupy a ze plati distributivny zdkon (a+b)c =
ac+ be. Je (M, +,-) pole?

Uloha 1.9. Zistite, & (R, +, *), kde 4 je obvyklé s¢itovanie redlnych éisel a pre kazdé a, b € R
a * b= —2ab, je pole.

Uloha 1.10*. Pre ktoré prvky a pola Z; m4 rieSenie rovnica 22 = a? Kolko je takych prvkov
% pOh Zlog?

Uloha 1.11*. Dokéite, Ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = a™+ (T) xa™ b4 (ZL) xa™2b2 4.+ (m"jl)abm_l—l—bm.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: Y_," o () x a™~*b*.)

b) V poli Z, plati: (a & b)? = aP & bP.

Uloha 1.12*. Pomocou tlohy dokézte matematickou indukciou vzhladom na a, ze v Z,
plati rovnost a” = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej Fermatovej
vety.)



Uloha 1.13. Nech F je konecné pole a plati |F| = n. Ukazte, ze potom pre kazdy prvok
a € F~ {0} plat{ a1 = 1. (Tymto sme stiasne ziskali aj iné odvodenie malej Fermatovej
vety.)

Uloha 1.14. Majme Stvorprvkovi mnozinu F = {0,1,a,b} a bindrne operécie +, - na tejto
mnozine. Ak viete, ze (F,+,-) je pole, tak dopliite zvySok zadanych tabuliek:

+][0 1 a b |01 ab
00 1T ad 0[0 000
1 0 10 1 a b
a 0 a
b 0 b

T.j. v tabulkdch méame zadané, ze 0 +x = x a x + © = 0 pre vsetky x € F. A tiez to, ze
0-z=0al-z=1pre vsetky z € F.

Zdbdvoduite, preco vas vysledok je jedind moznost, ako sa tieto tabulky daja doplnit. (To,
¢i na konci naozaj vyslo pole, overovat nemusite.)

Poznamka. Jeden z dévodov, preco som pridal takyto priklad, je ukéazat, Ze existuje aj
stvorprvkové pole. (Z koneénych poli ste sa zatial stretli s polami, ktoré maji prvociselny
pocet prvkov. Neskor sa na Algebre 3 dozviete, Ze existuju aj iné koneéné polia a aj to ako
vsetky také polia vyzeraji. Z toho, ¢o sa naucite tam, sa Stvorprkové pole bude dat dostat
ovela jednoduchsie — tu vlastne mame zadant tabulku sc¢itovania a nasobenia, ale nevieme,
preco sme ich zobrali akurat takéto.)



1 Vektorové priestory

Definicia 1.1. Nech F je pole a V' # () je mnozina. Nech + je binidrna operacia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', a@ € V' je priradeny prvok c¢-a € V, pricom plati pre lubovolné ¢,d € F'
aa,pgeV:

(i) (c+d)-@=c-d+d-a,
(iv) (c-d)-a=c-(d-q),
(v) 1-d=a

Potom hovorime, ze V' je vektorovy priestor nad polom F.

Oznadenie: 0 = nulovy vektor, —% = opaény vektor

Priklady vektorovych priestorov, ktoré pozndme z prednasky: F™ (usporiadané n-ties) aj
FM (zobrazenia z M do F) st vektorové priestory nad polom F.
Uloha 1.2. Kolko prvkov ma vektorovy priestor (Zs)"? Comu sa v tomto priestore rovng
a+a+a?
Uloha 1.3. Nech V je mnozina vietkych postupnosti redlnych ¢isel. Pre postupnosti a =

(an)s2y a b= (b,)52, definujeme a +b = (an, +b,)22, ac-a=(c-ay)>;. Overte, ze V' s

tymito operdciami tvori vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 1.4. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skaldrom
definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 1.5. Overte, 7e R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C je
vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z?

Uloha 1.6. Zistite, ¢i RxR s operaciami + a - definovanymi tak, Ze (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d)
pre lubovolné (a,b), (¢,d) € Rx R a r - (a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R, je vektorovy
priestor nad R.

Uloha 1.7. Zistite, ¢ (RT,®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme z ® y = zv,
cOr=z°prex,y CRT, ccR.

2 Podpriestory

Ak V je vektorovy priestor nad polom F', S # ) a S C V, tak S je vektorovijm podpriestorom
priestoru V', ak

(i) pre Iubovolné 0‘2,5 € S plati & + ,6_” es,
(ii) pre lubovolné @ € S a ¢ € F plati cd € S.

Kritérium vektorového podpriestoru: Namiesto uvedenych dvoch podmienok staci overit,
ze pre lubovolné ¢,d € F a @, € V plati

afesS =  ca+dfeSs. (1)

(A dalsia ekvivalentnd charakterizicia podpriestorov je uvedend v tlohe )
Podpriestor vektorového priestoru tiez tvori vektorovy priestor.
Kazdy podpriestor obsahuje nulovy vektor.



Ijloha 2.1. Ktoré z tjchto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?
M {(.131,%‘2,373) ERB 1 GZ}

\/\/

b (131,£E2,CC3)€R ,ZEl—O}

c) :{(xl,zg,xg)€R3;x1:0\/x2:0}
d) = {((El,.’bg, 3) S R3;3$1 + 4z, = 1}
e) Z{(.’L‘l,!EQ, 3) €R3;7l‘1—l‘2:0}

f) {(.Z‘l,xg, 3) S R3;x1 + X0 = J,‘3}

A
iiz:fzz:

{(x17582, x3) € R3;|Qj‘1‘ — \x2|}
{(I1a$27$3) S Rs;xl +IE2 —+ T3 Z 0}

—-

_

{( 171'2,$3) € R3; ;200 = —X9 = .’Eg}
{(w1,22,23) € R3; 21 + 29 + 23 =0}
= {($1,$273§3) S R?’,-Tl + 29 + 323 = 0,371 + 220 + 23 = 0}

5

Uloha 2.2. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru redlnych fun-
keif RR?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

c) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1))f(z) = f(1 — x)

e) ohranicené funkcie f: R - R

f) spojité funkcie f: R — R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecna xlingo flx)

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje kone¢nd alebo nekonecénd 11520 f(x).

Uloha 2.3. Overte, &

a) mnozina vSetkych polyndémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupiia najviac n,

¢) mnozina vsetkych polynémov parneho stupiia,

d) mnozina vsetkych polynémov stupiia prave n

su vektorové priestory. Sc¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

Uloha 2.4. Dokéte, ze mnozina vsetkych funkeif f: R — R, ktoré st tvaru a+b cos z+csin z
pre nejaké a, b, c € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vetkych redlnych funkcii RE.

Uloha 2.5. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V nad polom F. Ukézte, Ze
S UT je podpriestor priestoru V' prave vtedy, ked S C T alebo T C S.

Uloha 2.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S # () Je podmnozina V. Ukazte,
ze S je podpriestor V prave vtedy, ked pre Tubovolné ¢ € F' a a, ﬁ € S plati ca + 6 es.



1 Linearne kombinacie, linearny obal
Linearny obal je definovany ako mnozina vsetkych linedrnych kombinacii danych vektorov:
[@1, da, ..., 0, = {c181 + cada+ -+ cpdn;c; € Fprei=1,2... n}

Je uzitoc¢né si uvedomit, ze:

o Linedrny obal [d1,da,...,d,] je najmensi podpriestor daného vektorového priestoru,
ktory obsahuje vektory a1, da, ..., dy.
o Teda ak S je podpriestor taky, ze &y, da,...,d, € S, tak [@1,ds,...,d,] C S. (Toto

je vlastne trochu inak sformulovany fakt, Ze podpriestory st uzavreté vzhladom na
linedrne kombindcie.)
e Vektor 3 je linedrna kombinacia vektorov ai, ds, ..., &, prave vtedy, ked

-

[06170[2, e ,Oén] = [a17a27 e ,O[n,ﬁ].
Cize pridanie alebo odobratie linedrnej kombinécie neovplyvni linedrny obal.

I‘Jlo_ha 1.1. Nech a, 5 , j st lubovolné vektory z vektorového priestoru V nad polom R. Potom
[07751’7] = [&+ﬁa&_577]

Uloha 1.2. Nech M = {(z,y,2) € R 2z + 3y + 5z = 0}. Ukéite, ze M je vektorovy
podpriestor R? a néjdite vektory, ktoré ho generuju.

2 Linearna nezavislost

Linearne zavislé vektory: Existuja cy,co,...,c, € F, ktoré nie st vsetky nulové a plati pre
ne:
01&1 + 62&2 + -+ Cn&n =0.

Linearne nezavislé vektory:
Cl&l+CQ&2+"‘+Cn&n:O = co=ca=...=c¢, =0

Nie je zlé si uvedomit, ako to je s linedrnou zavislostou a nezavislostou, ak mame jeden
vektor resp. dva vektory.

Uloha 2.1. Mnozina {@} je linedrne nezévisld prave vtedy, ked @ # 0. Dva vektory &, 3 st
linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F' tak,
ze c. = 5), alebo jeden z nich je 0.

Ak vektory &, § st linedrne nezévislé, tak &, 5,7 st linedrne zavislé prave vtedy, ked 7 je
linedrna kombinécia vektorov &, 3.

Uloha 2.2. Zistite, ¢ dané vektory si linedrne zvislé v prislusnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R?,

b) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5), (1,127,3) v R3,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z}

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

V niektorych castiach nasledujicej tlohy budeme vyuzivat fakt, ze polyném sa rovna
nule prave vtedy, ked vsetky koeficienty su nulovéﬂ (Ale mali by sme ju vediet vyriesit aj
bez neho.)

Thttps://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1349
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Uloha 2.3. Zistite, & st nasledujice funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore viet-
kych funkcii z R do R:

a) r+1, 22, 23,

b) 1, z + a, 2% + bx + ¢ (a, b, c mozu byt lubovolné redlne ¢isla),

¢*) 1, cosz, cos?(%),

d) z, z(x — 1), z(z — 1)(x — 2),

e) 1, cosz, cos 2z.

Uloha 2.4. Ak @, E , ¥ st linedrne nezavislé vo vektorovom priestore V' nad polom R, tak
aj &+ f, d+ 7, + 7 st linedrne nezavislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z5?)

Uloha 2.5*. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, Ze v tomto priestore
sa 1, V2 a /3 linedrne nezavislé.

Uloha 2.6. Ukaite, Ze vo vektorovom priestore R nad Q (z predoglej tilohy) st linedrne
nezavislé vektory 1 + 3v2a2— 2.

Uloha 2.7*. St 1, v/2, v/3, V6 linedrne nezévislé vo vektorovom priestore R nad polom Q?
(Hint: Ulohu moze o nie¢o zjednodusit, ak sa pozriete na 1 a v/3 ako prvky priestoru R nad

polom Q(v/2) = {a + bv/3;a,b € Q}.)

Uloha 2.8. Nech &, E ,7 su Iubovolné vektory. Zistite, ¢i s tieto systémy vektorov linedrne
zavislé:

a) a,fB,d+p,79,b) ap,0,c)a,d g9, d a+p+5,d+p,d+79,6+7.

Uloha 2.9. Nech vektory @y, ...,d, st linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. St aj vektory &y, a1 +2ds,...,d1+2ds+. . .+nd, linedrne nezavislé?



Baza a dimenzia

Vektory dy, ..., d, tvoria bazu vektorového priestoru V', ak sa linedrne nezdvislé a generuji
cely priestor. Ekvivalentna podmienka: Kazdy vektor 5 € V sa da jednoznacne vyjadrit ako

—

Bzcl&l+"'+cn&n~

(T.j. mame jednoznacnost vyjadrenia lubovolného vektora v tvare linedrnej kombindcie béa-
zovych vektorov.)

Lubovolné dve bazy vektorového priestoru maji rovnaky pocet prvkov. Pocet prvkov bazy
priestoru V nazyvame dimenzia priestoru V. Oznacujeme dim(V) alebo d(V).

Ak @y,...,d, € V adim(V) = n, tak tieto podmienky st ekvivalentné:

e dy,...,d, je baza priestoru V.

e Vektory ajy,...,d, su linedrne nezavislé.

o Plati [a@1,...,d,] =V, t.j. tieto vektory generuji cely priestor.
Inak povedané: Ak uz viem, ze mam ,spravny pocet vektorov* — tolko, kolko je dimenzia
celého priestoru — tak vlastne sta¢i overif jednu z dvoch podmienok, ktoré sa vyskytuja
v definicii bazy. T4 druha je potom splnend ,zadarmo*.

Uloha 1. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (1a2,3)7 (17_2,3)7 (1a2a_3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)

¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)

Uloha 2. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
c) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 3. N4jdite dimenziu zadanych podpriestorov priestoru R%. Néjdite pre kazdy z nich
aspon jednu bazu.

a) S1 = {(x1, 72,73, 24) € RY: 21 + 29 + 23 + 24 = 0}

b) So = {(z1, 22, x3,24) € RY 21 4+ 22 + 3 + 24 = 0,21 + T2 — T3 + 224 = 0}

c) Sz = {(w1,72,23,24) € RY 21 + 20 +23+24 = 0,21 + 22— 23 +224 = 0,21 + 223 — 24 = 0}

Uloha 4. Uréte dimenziu podpriestoru [, g,ﬁ’], ak @ = (1,3,2,1), g = (4,9,5,4) a § =
(3,7,4,3) v R,

Uloha 5. Ako P, ozna¢me priestor vietkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,) =
n+lazel,z—1,...(x—1)" je bdza tohoto priestoru.

Uloha 6. Ak sa to dé, dopliite dané vektory na bézu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R3,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z3.

Uloha 7. Méame dané vektory @; = (1,1,2,0), @ = (0,0, 3,1) v priestore Z3. Kolko existuje
moZnosti na vyber vektorov as,dy € Zz tak, aby tieto Styri vektory tvorili bazu?

Ijlgha 8. Ak kazdy z vektorov 51, e Ek je linedrnou kombindciou vektorov ay, ..., &.,, tak
d([B1, .-, Bk]) < d([d1, ..., dn]).

Uloha 9. Overte, 7¢ mnozina S = {f: R — R : (Ja,b € R)(Vz € R)f(x) = azx + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].



Uloha 10. Zistite, ¢i S = {f: R — R;f(z) = az® 4 bz + ¢,a,b,c € R} je vektorovy
podpriestor priestoru redlnych funkcii. Ak dno, najdite, g1, g2, g3 € S také, ze S = [g1, 92, g3

Uloha 11. Pre zadané vektorové priestory nad polom R ukazte, Ze nie st kone¢norozmerné.
a) RR, t.j. priestor vetkych zobrazeni R — R.
b) RN, t.j. priestor vietkych postupnosti redlnych ¢isel.

Uloha 12. Nech M # () je nejakd mnozina a F je pole. Uvazujme vektorovy priestor FM =
{f: M — F} nad polom F'. (Teda prvky V su vSetky zobrazenia z M do F'.)

Vedeli by ste najst nejakit podmienku na mnozinu M, ktord zabezpeci, Ze tento priestor
je nekonec¢norozmerny?

Uloha 13*. a) Nech p1, . .., px s navzdjom rozne prvocisla. Ukézte, Ze ¢isla Inpy, Inpa, . .., In pg
su linedrne nezavislé ako prvky vektorového priestoru R nad polom Q.
b) Ukézte, Zze vektorovy priestor R nad polom Q je nekoneénorozmern}’lﬂ

1Ked budeme vediet nejaké veci o linedrnych izomorfizmoch a tiez o spoéitatelnych a nespoditatelnych
mnozindch, tak by sme mali byt schopni najst jednoduchsie zdévodnenie, Ze ide o nekonec¢norozmerny priestor.
D4 sa to vsak zdévodnit aj takymto spésobom — budeme tu potrebovat vyuzit nejaké veci o prvocislach.



Riadkova ekvivalencia, iprava na redukovany tvar

Elementarne riadkové operacie:
e vymena 2 riadkov matice,
e vynasobenie niektorého riadku matice nenulovym prvkom c pola F',
e pripocitanie nasobku niektorého riadku k inému riadku.
Redukovany trojuholnikovy tvar:
o Vedici (=prvy nenulovy) prvok kazdého riadku matice je 1.
« Kazdy stipec obsahujici vedici prvok niektorého riadku mé prvky v ostatnych riadkoch
nulové.
e Nulové riadky lezia pod nenulovymi riadkami.
e vedtce jednotky st usporiadané ,zlava doprava‘.

0 0*0*0* *
0 0 0 0 [1] » 0 = *
0 0 0 0 0 0 [1] =« *
0 ...0 0 0 0 0 0 0 ... 0
0 ... 0 0 0 0 0 0 0 ... 0

Ak je matica v redukovanom tvare, tak jej nenulové riadky su linedrne nezavislé.

Matice A a B su riadkovo ekvivalentné préve vety, ked

e A aj B su riadkovo ekvivalentné s tou istou redukovanou trojuholnikovou maticou;

e V4 = Vg (t.j. ich riadky generuju rovnaky podpriestor).

Vicsina tloh, ktoré su tu, sa da riesit pouzitim elementarnych riadkovych operacii alebo
tpravou na redukovany tvar. (Samozrejme, nie je to jedind moznost ako ich riesit.)

V nasledujucich ulohéch, ak nie je uvedené inak, uvazujeme matice nad polom R.

Uloha 1. Njdite redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s nasledujicimi
maticami a) nad polom R b) nad polom Zs

113 2341
i) (i) (13
341 411 4123

Uloha 2. Ak sa to d4, dopliite dané vektory na bdzu vektorového priestoru (Zs)*:
a) (1,2,0,0), (3,4,0,1)

b) (1,2,3,4), (1,1,1,1), (3,2,1,0)

c) (2,3,4,1), (3,2,4,1), (0,2,3,2)

d) (1,3,1,4), (3,0,4,3), (2.3,1,1)

Uloha 3. Ak sa to d4, dopliite dané vektory na bazu priestoru
S = [(1 0,0,0,1), (0,1,0 0,2),(0,0,1,0,1),(0,0,0,1,3)] C (Zs)°.
a) @ (1 2,1,1,4) =(2,4,2,1,0)

b) d; = (1,1,2,4,2), d> = (3,3,2,2,0)

c) ay =(1,3,2,0,4), 62 =(2,1,4,0,3)

d) a (12331)07 (23003)

Uloha 4. Zistite, ¢ nasledujice matice tvoria bazu vektorového priestoru vietkych matic
typu 2 x 2 nad polom R:

a) (63), (88), (£2), (§3) b)(33),(33).(41).(53)
Uloha 5. Zistite, ktoré z danych vektorov patria do podpriestoru [(1,4, 1,0), (2,3, =2, —3), (0,
priestoru R*: a) (4,11, -3, -3), b) (1,0,11,12), ¢) (3,0,4,1), d) (1, ~1,2, —2).

Uloha 6. Zistite, ¢i [51,52} C [H1,72,73] vo vektorovom priestore R* nad polom R, ak
’71 = (1a 1a5a 1)7 ’72 = (170727 1)a 5;3 = (2a 1,0, 1)7 61 = (17 1757 1) a 62 = (_17 17 _6a _2)

2,-5,-6)]



Uloha 7. Zistite hodnosti matic

10-12 3 1
12345 005 0 1 0
0-1380
00 230 00 01— 0
0000 7 7

Uloha 8. Upravte dant maticu nad polom R na redukovany trojuholnfkovy tvar a urcte
hodnost matice
3-1325

43—
1305 0 —1

152722 5-32 3 4 26110 0 0 88—

22 -1-1 1-3.50-7 515225 —1 —4 43

75 1 4 1 39115 0 —1 481

Uloha 9. Uréte hodnost danej matice v zavislosti od parametra ¢ € R
1 ¢ —12 3 2 ¢ 2¢c 2c+1 0 2c+1 0
A:<2—1 c 5) (1—13—c> (2c712c> (407120)

110 -61 23 01 c c ¢ c c ¢

—
O RO

=9 2-13-24 13 5 —1
(4—25 1 7) 2-1-3 4
o 2-11 8 2 51 -17

7TT7 9 1

Uloha 10. Zistite, ¢ priestor [(2,4,4,2,4),(3,1,1,2,2),(4,3,3,2,0)] je podpriestor priestoru
[(1,1,0,1,4),(2,1,3,3,1),(3,2,1,1,3)] a) nad @, b) nad Zs, c) nad Z.

Uloha 11. Zistite, ktoré z danych matic si navzajom riadkovo ekvivalentné:

(231) (131) (031) (301) (101) (321)
233)(2a3)(203)(032)(011) (421
124)\312/\112/\103/\213/\101

Uloha 12. Nijdite bézu daného podpriestoru a uréite jeho dimenziu:

a) [(1,1,0,—1),(0,1,2,1),(1,0,1,—1), (1,1, =6, —3), (—1,—5,1,0)] v R%;
b) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,-2,1,0)] v R?

¢) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z2

d) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z2.

Uloha 13. Zistite, pre aké hodnoty parametra ¢ si dané vektory linedrne zavislé
a) (—1,0,—1), (2,1,2), (1,1,¢) v R3;

b) (1,1,3), (2,1,2), (c,0,—c) v R3;

c) (2,0,-1), (3,2,0), (1,-2,¢) v R3.

Uloha 14*. Uréite hodnost matice:

11 .1 1
ai az ... Gp An41
2 2 2 2
ay Gz .o Qp Qpyg
al ay ... a.;L, a2.+1
ak viete, Ze aq,...,an41 SU navzajom rozne redlne Cisla (t.j. a; # a; pre vSetky i # j).

Pri riefeni tejto tlohy mézete pouzit fakt, ze elementdrne stipcové operdcie nemenia
hodnost, resp. to, ze h(A) = h(AT). (Tento fakt dokdZeme neskor.) Ale mala by sa dat
vyriesit aj bez pouzitia tejto veci.

Uloha 15. Zistite hodnost matice

b b b—a
A=|a—-b -b a
a+b b 0

v zdvislosti od hodnét parametrov a,b € R. (Opat, ak sa vdm to bude hodit, mdzete pouzit
fakt, ze h(A) = h(AT).)



1 Linearne zobrazenia

Zobrazenie f: V — W je linedrne prave vtedy, ked pre Tubovolné &, E € V alubovolné c € F
plati:

Ekvivalentna podmienka:
(Ye,d € F)(V&, 5 € V) f(cd + df) = cf() + df (B).

Dalsia ekvivalentnd podmienka je v tilohe Sucasne vieme aj to, ze linedrne zobrazenie
zachovava linedrne kombinacie:

f(cl&l —+ -+ CnO_Zn) = le(O_Zl) + ...+ Cnf(o_zn)

Zakladna veta o linearnych zobrazeniach: Linedrne zobrazenie je jednoznac¢ne urcené ob-
razmi bazovych vektorov.

Z obrazov bazovych vektorov dq,...,d, vieme zistit aj to, ¢i linearne zobrazenie je:

o injektivne; to je prave vtedy, ked f(&1),..., f(@y) st linedrne nezavislé.

o sujektivne; f(&i),..., f(d,) generuja W, t.j. [f(d1),..., f(@)] =W.

« bijektivne (t.j. izomorfizmus) prave vtedy, ked f(&),..., f(&,) je béza priestoru W.
Ijlgha 1.1. Ukazte, ze f: V. — W je linedrne prive vtedy, ked pre lubovolné¢ ¢ € F' a
a,B €V plati f(ca + B) = cf(a@) + f(B).

Uloha 1.2. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Ak &q,...,d, si linedrne zdvislé vektory, tak aj f(&1),..., f(@y,) su linedrne
zavislé vektory.

Uloha 1.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do vektoro-
vého priestoru W nad polom F'. Dokéazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&); & € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1[T] = {@ € V : f(@) € T} je podpries-
tor vektorového priestoru V.

2 Sdcin matic
Ak A je typu m x a B je typu x k, tak stiéin C = AB m4 rozmery m X k a
n
Cij ‘= ailblj + aZ-ngj + ...+ ambnj = Z aitbt]‘.
t=1

Suc¢in matic vo vSeobecnosti nie je komutativny. Platia v8ak tieto vlastnosti (za predpo-
kladu, Ze matice maji také rozmery, aby sa dali ndsobit):
I,A=Al,=A
A(BC) = (AB)C
(A+ B)C = AC + BC
C(A+B)=CA+CB
(Teda plati asociativnost aj distributivnost. Ndsobenie jednotkovou maticou nemeni maticu.)
Aj takyto pohlad na stcin je uzito¢ny: Riadky matice AB st linedrne kombinécie riadkov
matice B; pricom riadky matice A urcuji koeficienty tychto linedrnych kombinAci.



Uloha 2.1. Vypoditajte A% +2AB + B2, A2 + 2BA + B2, A> + AB+ BA + B?, (A+ B)?,
ak A= (§1) B=(37)

Uloha 2.2. Vyratajte EA a AE pre A = ( g El) aa) E = ((1)(1)(1)) b) E = (%Jg8>
—1-2 1 001 001

001 10 -3 . o P | .
c) E = ((1J ! 8) d) E= (8(1) 0 ) Vedeli by ste ndjst riadkovi/stlpcovit operdciu, pomocou
ktorej dostaneme z matice A maticu FA resp. AE? (Viac sa o sivise nidsobenia matic a
elementdrnych riadkovych/stlpcovych sa d4 ndjst v texte.).

Uloha 2.3. Dokéite:
a) (AB)T = BT AT
b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A™ pre kazdé n € N je symetrickd matica.
Uloha 2.4. Pre tvorcovii maticu C' typu n x n budeme vyraz Tr(C) = . cpr = €11+ o2 +
-+ + cpp nazyvat stopa matice C. =

Ukézte, 7e ak A, B st matice typu n xn nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A4) = Tr(AT)
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Iubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zdévodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodatocného predpokladu, matica A je symetricka?

Uloha 2.5. Dokézte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenie: Ak A, B st §tvorcové matice typu
nxna A?> = B? tak A = B alebo A = —B.

Uloha 2.6. Nech C = AB, kde A, B st matice. Mus{ potom platit Ve C V4? Musi platit
Ve C Vp? Musi platit V4 C Vi, Vg C Vie? (Svoje tvrdenie zddvodnite, t.j. dokdzte, alebo
najdite kontrapriklad.)

Uloha 2.7. Nech A, B sii matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokézte, ze h(AB) <
h(A). Dokézte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 2.8. Nech A4, B st matice nad polom F typu m X n resp. n x k. Dokézte, ze h(AB) <
h(B). Dokéazte, ze ak m = n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(DB).

Uloha 2.9*. Nech A, B € My, o (F). Dokazte: Matice A, B st riadkovo ekvivalentné prave
vtedy, ked existuje reguldrna matica R € My, ., (F') taka, ze B = RA.

Uloha 2.10*. Nech A je §tvorcovéa matica (nad nejakym polom F). Dokézte: Matica A je
reguldrna prave vtedy, ked A sa dé dostat ako sic¢in nejakych matic elementarnych riadkovych
operacii. (T.j. A= E1Es...E}), kde kazd4d z matic Eq, Es, ..., E}, zodpoveda nejakej ERO.)

3 Matica linearneho zobrazenia

Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F* je matica typu n x k nad polom F, ktorej i-ty
riadok je vektor f(€;), t.j. obraz i-teho vektora zo Standardnej bézy.
Sucin matic a skladanie linedrnych zobrazeni — pozor na poradie:

AgOf = Af : Ag

Obraz vektora a sudéin:
fla)=a- A



Uloha 3.1. Nijdite maticu linedrneho zobrazenia f: 73 — 72, ktoré spliia uvedené pod-
mienky. (Ak takych matic existuje viacero, najdite aspon jednu. Ak takd matica neexistuje,
zdovodnite to.)

a) f(1,2,3) = (1,2), f(2,1,3) = (1,1), f(3,1,2) = (4,1)

b) f(2’3’3) = (172)7 f(17173) = (3’4)7 f(07274) = (0’3)

C) f(2,3, 1) = (1,2), f(4,1,3) = (3,4), f4,1,4) = (2,4)

d) f(1,2,3) =(2,1), f(2,3,1) = (0,1), f(3,4,4) = (3,1)

e) f(2,1,3) = (1,1), £(3,3,1) = (0,3), f(4,1,0) = (4,4)

f) f(4,1,4) = (0,1), f(2,1,3) =(3,1), f(2,4,2) = (2,1)

g) f(3,4,1) =(1,3), f(1,3,1) = (2,0), f(1,2,1) = (3,1), f(3,3,4) = (2,2)
h) f(1,4,2) = (0,1), f(?),l7 1) = (1,4)

Uloha 3.2. Néjdite maticu linedrneho zobrazenia f: R? — R*, pre ktoré plati
a) (2,0,3)=(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(3,1,2) =(1,-1,1,-1),
b) f(25073) = (1a25 _17 1)a f(4a 175) = (4?57 _27 1)a f(za _174) = (_17 17 _1a2)7

0

Ijlgha 3.3. Ukazte, ze f: V. — W je linedrne prave vtedy, ked pre Iubovolné ¢ € F a
a,p €V plati f(cd + B) = cf(a@) + f(B).

Uloha 3.4. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: (Z7)?> — (Z7)? a napiste jeho predpis.
a) f(1,1) = (0,1), f(6,1) = (3,2)

Uloha 3.5. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: R* — R* takého, ze:

a) f(1,2,3,1) = (1,3,1,0), f(2,1,3,0) = (0,1,3,1), f(3,2,1,0) = (1,0,3,0), f(2,2,3,4) =
(3,1,0,4)

b) f(1,2,3,4) = (0,0,0,0), f(2,1,3,1) = (1,0,3,1), f(0,1,2,0) = (2,0,1,0), f(1,0,3,1) =

(2,1,3,1)
¢) £(0,1,1,1) = (1,0,0,0), f(1,0,1,1) = (0,1,0,0), f(1,1,0,1) = (0,0,1,0), f(1,1,1,0) =
(0,0,0,1)

Uloha 3.6. Kolko existuje linedrnych zobrazeni spiﬁajﬁcich zadané podmienky? Kolko z nich
je injektivnych? Kolko je surjektivnych?

a) f: Zg % Zgl’ f(1737 1) = (1’ 17 173)7 f(27 1’ 3) = 07 173’ 4)7 f(27 170) = 1)47 07 0);
b) f:Z3 — 73, £(1,0,3,1) = (0,1,3), f(2,1,3,1) = (1,1,3), f(1,1,4,1) = (2,2,1);
C) f' Zg % ng f(]'70’ 37 1) = (07 1’ )’ f(27 1737 1) = (17 173)’ f(l’ ]'707 0) = (1’07 0)7

I Tento priklad je kompletne vyrieseny v texte na webe.



1 Inverzna matica

Uloha 1.1. Dokéite, 7e ak A, B sii regularne §tvorcové matice rovnakych rozmerov nad tym
istym polom F', tak plati:

a) (A1)t = A,

b) (A-B)"t = Bl AL ¢) (AT)"1 = (41T

Uloha 1.2. N4jdite inverznt maticu k danym maticiam nad R:

3LV (931Y (301 (L0 1y 321 1vV2 V6 Voslodlcr:
( )( 1%)( (1)%)((1)81>(2,13>(101> 8(1)\{§ ysledky:

=N
BlEale oW
=
W
=N

( -4 <;;;> 35_9<é05><2%é> L0 (12 o
4 (i m-w ) (,a2)(f e )1 ) (3——5)(01¢g>
-1 3 -1 5 -3 286 -30 3 -13 3 b-1-1 o0 1
Uloha 1.3. Zistite, ¢ je zadand matica nad polom Zs reguldrna; ak dno, ndjdite inverzni:
3 1 1 3 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1
1 4 0 1 01 3 4 1 2 4 3 1 2 3 3
2 1 1 4113 1 2 1113 1 2 31’3 1 4 3]’
3 2 2 1 1 1 4 2 1 3 1 3 1 3 2 4

4 0 0 3 0 2 4 4 0 4 3 3 0 0 1 3
, 2 41 1 0 0 2 4 34 00 4 0 3 3
Visledky: |39 1 1|1 2 3 4|1 0 0 3 |4 4 2 2

3 01 3 30 11 0 3 40 0 3 40
Uloha 1.4. Nech f: (Zs)* — (Zs)* je linedrne zobrazenie také, ze f(1,2,3,1) = (2,0,1,0),
£(0,2,3,1) = (1,2,0,3), £(1,0,3,4) = (3,2,1,0), f(4,1,3,2) = (2,3,1,1). Néjdite maticu

zobrazenia f~1.

je reguldrna a) nad Zs b) nad Zs, ak 4no, ndjdite inverzni.

)

11
Uloha 1.5. Zistite,¢i |1 0
0 1

Uloha 1.6. Zistite, ¢i pre dané matice A, B nad polom Zs existuje matica X nad tym istym
polom taka, ze AX = B. Zistite, ¢i je X maticami A, B jednoznacne urc¢ena. Ak taka matica
existuje, tak aspon jednu takt maticu najdite.

111 11 3
a)A=|0 3 1|,B=[2 0 1
3 2 3 02 3
01 3 2 1 0
b)A=[2 1 0o|,B=|0 3 1
13 1 1 3 4
12 1 03 3
)A=(2 2 3|,B=(1 4 0
2 3 0 3.0 3
1 20 0 4 2
)A=(3 1 0],B=(0 2 1].
1 4 4 41 3
110 111
e)A=[0 1 3|,B=(0 3 1
2 4 1 3 23
11 3 2 1 2
fla=(0 1 1|,B=[1 1 4
2 3 2 310



Uloha 1.7. Vypoéitajte A~'B a B! A. Skuste to urobit bez vipoétu A~! resp. B~1.
12 1
A= (%8%) B = (o 1 —1)

12 0-1 2
Ako skusku spravnosti mozete vyskusat, ¢i po vyndsobeni vysledku zlava maticou A (resp.

B) dostanete maticu B (resp. A).

2 Izomorfizmy

Uloha 2.1. Zistite, & pre zadané podpriesto ry S, T plati S =T, t.j. ¢i st izomorfné.
a) S=1[(1,2,3,0),(3,1,3,1),(1,2,1,2)], T = [(1, 1, 3, )(, ,0),(3,-1,1,2)]

b) S =1(1,3,2,2),(1,2,0,3),(1,0,2,-1)], T = [ 1,1,1,0),(1 7—3 —1 —2) (1,2,2,1)]
c)S=1(1,1,0,3),(1,-1,2,— 1),(1,2 -1,5)], T = [(3, 71,2),( ,0),(1,2,-3,-1)]

Uloha 2.2*. a) Ukdzte, ze ak V je koneénorozmerny vektorovy priestor nad polom Q, tak
V' je spocitatelnd mnozina
b) Ukézte, Ze vektorovy priestor R nad polom Q je nekone¢norozmerny.

IT4to tloha sa d4 riesit, ak uz z injch predmetov poznite zdkladné veci o spoéitatelnych mnozinéch.



1 Suastavy

Dimenzia priestoru rieseni homogénnej stustavy:

d(S) =n—h(A)
Uloha 1.1. N4jdite vSetky rieSenia danych ststav rovnic nad polom R:
o 1+ 2o =1
I To +2l’3 31’4 _— 1 T, 4 o9+ T3 —4
T —xr3 +xry =-3
_ Tot+ax3+x4 =-—3
xr1 +3xo —3x4 =1 ta b xy t 9
— 3 4 5 =
Trxa +3r3 +x4 =3 wad s =—1
2r =5y 43z +t =5 r 42y 44z =3t =0
3r =Ty 43z -t =-1 3z +b5y +6z —4t =0
5x -9y 46z +2t =7 dr +dby -2z +3t =0
4dr -6y 43z +t = 3z +8y 424z —-19t =0
r +4y -2z 48 =12
Y -7z +2t =-4
52 -t =7
z 43t =-5

5 sustavu urcenu maticou:

24112 12324
33321 23113
14211 43132
42032 34321

Uloha 1.3. Rieste v R sistavu uréend maticou:
3 -2 1 |11 :1’,721_21I§ 12-3]1 1-21]0 14 -3]0
11 =37 170 “1]-2 -13-2]3 41 —1]2 1-3-1]0
11 -4 -3 10 21 17 05-54 12 4]0 21 —4]0
NS Lo 3 4 20 6 8 134 2
Riesenie: a) nemd rieSenie, b) (1,2,3) ¢) (t — £, + £,1), d) (3%, 35, —17), ©) (5, 5t, 1)

enu maticou:

101 12131 12
011 212312 23
312 311111 11
036 065313 04

Uloha 1.5. Nijdite redlne &sla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(x) = ax?® + bx + ¢ prechadzal
bodmi (1,2), (—1,6) a (2,3).

e
B OOt
CT:CH»—AON
N O U O

Uloha 1.6. Néjdite hodnotu parametra b € R, pre ktori mé dans ststava riesenie. Pre ttto
hodnotu aj vyjadrite mnozinu rieseni.

T +4l’2 731’34’2334 =2

2rx1 + Txo — 4z + 44 =3

—x1 — DbTo +Dr3 —2x4 =0

3x1 + 10xy — bxg + 624 =4

Uloha 1.7. Zistite pre aké hodnoty parametra a € R systém
r4+y+T7z2=-7
20+ 3y + 172 = —16

z+2y+ (a®> +1)z = 3a

a) mé prave jedno rieSenie; b) ma nekonecne vela rieSeni; ¢) nemd Zziadne riesenie.



Uloha 1.8. V zivislosti od parametra a € R rieste systém dany maticou:
) al]a? b) all]ad®
a lal 1 lal 1

.9. Ako vyzeraju, v zavislosti od parametra p, rieSenia sustavy danej maticou:
1
1
1
1

2 Sucty podpriestorov

d(S) +d(T) = d(S +T) +d(SNT)

Uloha 2.1. N4jdite nejakt homogénnu ststavu rovnic so 4 nezndmymi nad R, ktorej rieSenim
je dany podpriestor:

a) S =1[(1,4,0,1),(1,0,3,-3),(0,2,0,1)]

b) §=1[(1,-1,1,-2),(1,1,0,-1),(3,1,1, —4)]

Uloha 2.2. Zistite d(U), d(V), d(U + V), dUNV), bdzu U +V abizu UNV
a) v R% pre U = [(2,5)], V = [(1, 3)]
V=1[(2,1,4),(-2,1,4)]

b) v R? pre U = [(1,2,3),(-1,2,3)], V =[(2,1
c) v R* pre U = [(1,0,1,0),(1,0,0,1)], V =[(1,1,1,0),(1,0,1,1)]
) v R* pre U =[(1,2,3,4),(1,1,1,1), (4,3,2,1)], V = [(1,1,0,0), (0,0, 1,1), (1,0,0,0)]

d 4) 1,1
[a)1,1,2,0; b)2,2,3,1; ¢)2,2,4,0; d)2,3,4,1]
Uloha 2.3. Nech T = [(1,3,2),(2,1,3),(3,4,0)] je podpriestor (Zs)?. Existuje podpriestor
S taky, ze (Zs)® = T @ S? Ak 4no, najdite ho! Je tento podpriestor jednoznacne uréeny?

Uloha 2.4. Pre dané podpriestory S, T' priestoru V néjdite bézu a dimenziu S N 7T. Viete
zistit aj comu sa rovna dimenzia S + T'7

a) S =[(2,0, 3 1),(1,-1,0, O)] =1(1,-1,-1,0),(0,2,4,1)] vo V = R*

b) S =[(1,0,1,-2), (1, ,—1,3)], T=1(1,2,0,1),(2,3,1,1),(2,-1,-1,1)] vo V = R*

c)c) S —[( 110),( ,1 3—2),(1,0,1,0,0)]aT:[(171,0,0 3),(1,0,1,1,1),(0,1,1,—-1,0)]
voV =R5

Vysledky: a) dim(S) = dim(T) = 2, dim(SN7T) = 1, dim(S +T) = 3; b) dim(S) = 2,
dim(T) =3, dim(SNT) =1, dim(S + T) = 4; ¢) dim(S) = 3, dim(7) = 3, dim(SNT) =1,
dim(S +T) = 5.

Uloha 2.5. Nech S # T st dva podpriestory vektorového priestoru F3 nad polom F a
d(S) =2, d(T) = 2. Dokézte, ze d(SNT) > 1

Uloha 2.6. Ak méme zadané podpriestory
W1 = {(xvyv'z) € Rs;x'i_y_ z = 0}7
Wy = {(z,y,2) € R*;3z +y — 22 = 0},
Ws = {(2,y,2) € R% 2 — Ty + 32 = 0},
najdite dim(W; N Wa N W3) a dim(W; + Wa), dim(W; + Ws), dim(Ws + Ws).
Uloha 2.7. UkéZte na priklade, Ze vo vSeobecnosti sa d(S7 + Sz 4+ S3) nemusi rovna
d(S1) + d(Sg) + d(Sg) — d(51 n SQ) — d(51 n 53) — d(SQ n 53) + d(Sl NSy N 53)

1Takdto rovnost by bola analégiou rovnosti pre pocet prvkov zjednotenia: |A1 U Az U Az| = |A1] + |A2| +
|A3‘ — ‘Al ﬂA2| — |A1 ﬂAg‘ — ‘AQ N A3| + |A1 ﬂAg ﬂAgl.



Jadro a obraz
Ak f:V — W je linedrne zobrazenie, tak plati

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(V),
kde

Ker f = {Z e V; f(Z) :6}>
Im f = {f(z); 7€V}

Uloha 1. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W nad polom F'. Dokazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&); & € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1[T] = {@ € V : f(@) € T} je podpries-
tor vektorového priestoru V.

Uloha 2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W nad polom F'. Dokézte, ze Ker f je podpriestor priestoru V a Im f je podpriestor
priestoru W.

Uloha 3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W nad polom F'. Dokazte, ze:

a) Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {0}.

b) Zobrazenie f je surjektivne prave vtedy, ked Im f = W.

Uloha 4. N4jdite bazu obrazu a bézu jadra linedrneho zobrazenia f: (Zs)* — (Zs)* s danou
maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 2314
0124 1421 4321
2012 4203 3412

Uloha 5. Néjdite bazu a dimenziu Ker f aj Im f pre dané linedrne zobrazenie. Rozhodnite,
¢i toto zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne.

a) f: R* =5 R3, f(x1,70,73,74) = (¥1 + T2 + T3 + 24, 272 + T3 + 14,479 + 273 + 274).

b) F: Maa(R) = Mao(R), f: (25) = (274 1470)

c) f: Myp(R) = Myo(R), f(A) = A— AT

d) f: V=V, kde V = {az? + bz + ¢;a,b,c € R} je podpriestor R a f: p(x) — p'(z). (T.j.
f priradi polynému p(x) jeho derivéciu. )

oW

Uloha 6. Definujme linedrne zobrazenie f: R* — R2 ako f(z1, 20,23, 24) = (321 + 22 +
2x3 — x4,2x1 + 4o + 23 — x4) a oznaéme Uy = Ker f.

Dalej definujme linedrne zobrazenie g: R? — R* ako g(y1,%2) = (y1 — y2,y1 — 3y2, 2y1 —
8ya2,3y1 — 27y2) a oznacme Uy = Im g.

Vidime, ze U, aj U, st podpriestory R*.

Néjdite bazy priestorov Uy, Us, Uy NUs a Uy + Us.

Nech f: V — V je linedrne zobrazenie. Ako f? budeme oznacovat f o f. Dokazte
a) Ker f2 D Ker f,
b) Imf2 C Im f,
c) f2=0« Kerf DImf.



Uloha 7. Nech V1,2,3 st vektorové priestory, f: Vi3 — Va a g: Vo — V3 sti linedrne zobrazenia.

a) Dokézte, ze plati
Ker(f) C Ker(go f).

b) Ukdzte na konkrétnom priklade, ze vo vSeobecnosti nemusi platit Ker(f) = Ker(go f).
c) Co by ste vedeli povedat o pripade, ked g je injektivne?
Uloha 8. Néjdite Ker T4, Im Ta, kde T : M3 2(R) = M3 2(R) je dané predpisom
Tu(X) = AX — XA

1 2 .
pre A = (0 3>,t.3.,

1 2 1 2
non- (3 Nx-x(l2)
Nech A je lubovolnd matica typu n x n nad polom F. Ozna¢me Ty(X) = AX — X A.
a) Ukdzte, ze Ta: My o (F) — M, (F) je linedrne zobrazenie.

b) Je T4 injektivne?
c¢) Je T4 surjektivne?



Determinanty

. —2 3 —3-1||-23 —2-1| =23 —1-1
Uloha 1. Vypoditajte determinanty: | § 72 % 2 P21 L
1 -1-1-2/l0 1 1 -1llo 1 —1-1

Ak existuje inverznd matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zaruky): 0,—8, 8.

Uloha 2. Uréte determinanty danych matic. Viete na zéklade vysledku ur¢it ich hodnost
pre niektoré hodnoty ¢ € R?

1 2c-1 1 1c—-1 2c¢c+1 0
c=21 0 c—21 0 2 -1 2¢
c 1 0 01 ¢ 11 1
21 0 ...0
12 1 0 ..0
= 01 2 1 ..0
Uloha 3*. D, =|.. . . . —9
0.0 1 21
0O.. 0 0 12
at+b ab 0 0 .. O
1 a+b ab 0 ... 0
“ 0 1 at+bab ... 0
Utha 4*. Dn = . . . . . :?
6 .. 0 1 atb ab
0 0 0 1 a+b
- n 1l 1..1
Uloha 5*. Dy =|! ™ ! 1| =?
1 ...1 1n

Uloha 6*. Vypoditajte determinant matice typu n x n

T a a ..o Qa

a x a ..o Qa
D, = =7

a ... a xT a

a ... a a T

(Teda ide o maticu, kde diagondlne prvky si rovné x a vSetky prvky mimo diagondly sa
rovné a.)

oy

. 113 .1

Uloha 7*. D, = | | =7
ii. 1 n

Uloha 8*. Néjdite determinant matice A, typu n X n, ktorej prvky su urcené predpisom
a;; = min{i, j}, t.j. napriklad

— ==
NN
W W N~
> W N =

L1 111
A2=(1 2) Az=|1 2 2 Ay =
1 2 3

Uloha 9. Nech A je matica typu 7 x 7, ktorej prvky st nepéarne celé &sla. Ukézte, ze |A] je
celé ¢islo a dalej, ze | A| je celoiselny ndsobok ¢isla 64.

Uloha 10. Ak A, B st §tvorcové matice a matica AB je reguldrna, tak obe matice A, B st
reguldrne. (Mdzete sa zamysliet nad tym, ¢ to viete zdévodnit s pomocou determinantov a
aj nad rieSenim bez nich. Takisto sa mozete skusit zamysliet nad tym, Co sa stane ak matice
nie su Stvorcové.)

Uloha 11*. Majme regulirnu maticu A a ststavu tvaru Az7 = b”. Oznac¢me ako A; maticu,
ktord vznikne ak v matici A nahradime -ty stlpec pravymi stranami.



a) Vedeli by ste vymysliet vhodni maticu tak aby platilo A - B; = A;7?
b) Ak ste nasli taki maticu, vedeli by ste pomocou nej odvodit Cramerovo pravidlo?

Uloha 12. Ak viete, ze 195, 403 a 247 st nasobky &sla 13, viete ukézat (bez toho, aby ste

. ooy o~ - |195] . ve . s
ho museli vyratat), Ze aj ’ 403 ‘ je celoc¢iselny nasobok 13?7

Uloha 13. Nech A je matica 4 x 4, ktord obsahuje iba &sla +1. Ukazte, ze |A] je celodiselny
nasobok 8.

Uloha 14. Vypoéitajte determinant

cosa  sina
—sina  cos«

Uloha 15. Ukéazte, ze ak a, b, c,d € R, tak

a> (a+1)? (a+2)? (a+3)2

v (b+1)2 (b+2)% (b+3)? _0
2 (c+1)? (c+2)? (c+3)?
d> (d+1)* (d+2)* (d+3)?

Uloha 16. Ukézte, 7e
x? (x+1)2 (z+2)?
(r+1)2 (z+2)? (v+3)?*=-8
(z4+2)* (z+3)? (z+4)

pre Iubovolné x € R.

Uloha 17. Vypoditajte determinant matice | o ’ab | Pouzite stucin

I

na odvodenie identity (a? + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?. (Fibonacciho identita)



	Binárne operácie
	Grupy
	Polia
	Vektorové priestory
	Podpriestory
	Lineárne kombinácie, lineárny obal
	Lineárna nezávislosť
	Lineárne zobrazenia
	Súčin matíc
	Matica lineárneho zobrazenia
	Inverzná matica
	Rôzne
	Sústavy
	Súčty podpriestorov
	Jadro a obraz

