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Podobnost s diagonalnou maticou Vlastné cisla

Podobnost s diagondlnou maticou

PAP~1 =D
d 0 0
0 0
D = . . = diag(dl, d2, s dn)
0 0 dn
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Mocnina matice

AV = p~1diag(di?, &%, ..., d}*°)P

D?> D3
e = p1 (/+D+7+?+ )P = P71 .diag(e®,...,e%). P
At — p~1 . diag(e™?t,... e%t) - P

f'(t) = Af(t)
(e™) = P(eP') P! = PDeP' Pt = PDPT1 PePt P! = Ae™
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Podobnost s diagondlnou maticou

PAP~1 =D
PA = DP
a1 a
A=D| :
_,I‘l O_Zn
a1A chdy
dnA dnéin
&iA = d;d,;

Podobnost s diagonalnou maticou



Podobnost s diagonalnou maticou Vlastné cisla

Vlastné ¢isla

Definicia

Nech A je stvorcova matica nad polom F. Prvok ¢ € F nazveme
vlastnym Cislom matice A, ak existuje nenulovy vektor & € F" taky,
Ze @A = ca.

Nenulovy vektor @ € F" nazyvame vlastnym vektorom matice A, ak
existuje ¢ € F (¢ moze byt aj 0) také, ze AA = ca.
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Vlastné ¢isla

Definicia
Ak & je nenulovy vektor a pre ¢ € F plati @A = cd, hovorime, aj,
ze (vlastny) vektor @ prislicha ku vlastnému Cislu ¢, alebo ze

(vlastné) Cislo ¢ prislucha ku vlastnému vektoru &.
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Vlastné ¢isla

1. c je vlastné Cislo matice A
2. Existuje nenulovy vektor @ taky, ze @A = ca

3. Existuje nenulovy vektor & taky, ze @A = d(cl) (I je identicka
matica)

4. Existuje nenulovy vektor & taky, ze d(A — cl) = 0

5. Jadro zobrazenia s maticou A — ¢/ je netrividlne (t.j. toto
zobrazenie nie je injektivne, t.j. matica A — ¢/ je singularna).

6. Determinant matice A — ¢/ je nulovy.
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Charakteristicky polyném

Definicia
charakteristicky polyném

cha(x) = |A—x/|

GA—c)=0=(A-c)T =0"
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Vlastné ¢isla

Priklad

1 2
2~(o 1)
1—x 2

0 4 — x
=(1-x)(4—x)—0-2=14—5x+x?

cha(x) =|A—xl| = ’

Vlastné vektory k 1: [(-3,2)]
Vlastné vektory k 4: [(0,1)]
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Vlastné ¢isla

Priklad
1 -3 3
A=10 1 =2
0 0 1
cha(x) = (1 — x)3

Vlastné vektory k 1: [(0,0,1)]
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Béza z vlastnych vektorov

Veta

Nech A = ||ajj|| je $tvorcova matica typu n x n nad polom F.
Potom A je podobna s diagonilnou maticou préve vtedy, ked
spomedzi vlastnych vektorov vieme vybrat bazu.
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Rbézne vlastné ¢isla

Lema

Nech A = ||ajj|| je Stvorcova matica typu n x n nad polom F a
vlastné Cisla ¢y, . .., c, matice A sii navzajom rézne prvky pola F,
Qi,...,0k st vlastné vektory po rade prisliichajiice cy, . .., ck.
Potom sii vektory A, ..., dy linedrne nezavislé.

(Struéne: Réznym vlastnym ¢islam zodpovedajii linedrne nezavislé
vlastné vektory.)

Désledok
Nech A = ||ajj|| je Stvorcova matica typu n x n nad pofom F a
vlastné Cisla ¢y, . .., c, matice A si navzajom rézne prvky pola F

(tj. A méd n navzdjom réznych vlastnych &isiel z pola F). Potom A
Jje podobnia s diagonalnou maticou.
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Charakteristicky polyném

Lema
Nech A, B sii stvorcové matice typu n x n nad polom F. Ak A a B
st podobné, tak cha(x) = chg(x).

Désledok

Pre maticu A = ||ajj|| - $tvorcova matica typu n x n nad polom F
polozme Tr(A) = a11 + ax + -+ + apn - tJ. Tr(A) je sicet prvkov
na diagonéle matice A. Ak si matice A, B podobné, tak

Tr(A) = Tr(B).

Hodnota Tr(A) sa nazyva stopa matice A.
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Koeficienty charakteristického polynému

dip] — X a2 . din
ani ayy — X . azn
xa(x)=1A—=xl| = _
anl e dnn—1 dnn — X

(=1)"x" 4+ (=1)" Yays + - + ann)x" L + ...
= (—=1)"x 4+ (=) Tr(A)x" 1 + ...

(a11 — x) -+ (ann — x)

Podobnost s diagonalnou maticou



Podobnost s diagonalnou maticou Nutné a postacujice podmienky

Koeficienty charakteristického polynému

.

xa(x) = enx" + cp1x
cn = (-1)"
Cn,1:( ) 1Tr( )_311‘|‘“'+3nn

co = det(A)
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Symetrické matice — veta o hlavnych osiach

Ortogonélna podobnost

Ortogonalna matica je definovana ako matica P spliiajica
podmienku PT = p~1

Matice A a B s ortogondlne podobné, ak existuje ortogonalna
matica P taka, ze

B = PAP™! = PAPT.
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Ortogonalne matice

Ortogonalne matice:
PPT =pPTP =1
» Ekvivalentne: Riadky (stlpce) si ortonormalne vektory.

» Neskér: Zachovavaja skalarny sicin.
» Teda zachovévaji aj velkost, kolmost, uhly.
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Schurova veta

Veta (Schurova veta)

Nech A = ||ajj|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom R. Nech
vsetky vlastné ¢isla matice A si z pola R. Potom existuje horna

trojuholnikovd matica T, ktora je ortogonalne podobna s maticou
A.
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Vlastné ¢isla symetrickej matice

Veta
Nech A = ||ajj|| je stvorcova symetricka matica typu n x n nad
polom R, potom vietky vlastné &isla matice A si z pola R.
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Veta o hlavnych osiach

Veta (o hlavnych osiach)

Nech A = ||ajj|| je Stvorcova symetricka matica typu n x n nad
polom R, potom A je ortogonélne podobna s diagonalnou maticou.
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Ortogonélna podobnost

Priklad
1 4 -2
A=[a 1 2
-2 -2 =2
112 1 1
VANENC -3 0 0 5 —»» 0
A= -L L 2 0 -3 0 1 1 4
V2 3% 31 0 0 6 32 3y2 3\/15
0 35 ~3 5 35 3
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Spektralny rozklad

d 0 0
d o
A=l ... an|® @
.. 0 &n
0 0 d,
did
=@ ...od|
dnd,
A= did] @+ drd] do + --- + dpa] d, (1)
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

Veta (Cayley-Hamilton)

Nech A je stvorcovd matica nad polom F. Potom A je korefiom
svojho charakteristického polynému, presnejsie ak je

cha(x) = (—=1)"x" + cp_1x" 1 + -+ + ¢ tak

(=1)"A" + cp_1 A" - ol = [0 pxcn-
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Cayley-Hamiltonova veta

A1 A ... Am 10 0
Ao Axn ... Ap 01 ... 0
Ain Aon ... Am 00 ... 1
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

adj(A—xl) =adj(B) = Cou1x" 1+ -+ Cix+ G
Oznaéme si cha(x) = |B| = (—1)"x" + cp1x" L+ 4+ ax +

1B -1 = (—1)"Ix" 4+ cpy - IX" P o I+ ool
=B-adj(B) = (A—xI) - (Coyx" ' + - + Cix + G)
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Cayley-Hamiltonova veta

Co/
C1/

C2/

Cn_ll
a nakoniec
(1)

AGy

AG - G
AG — G
ACn—l - Cn—2

—Ln-1
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Cayley-Hamiltonova veta

ol = AG

aA = A’C - AG

A’ = AG - A%
1AL = AC,_ — ATTIC, L,
a nakoniec
(-1)"A" = —A"C,;

Po séitani lavych a pravych stran tychto rovnic dostaneme

ChA(A) =0.
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