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Podobnos´ s diagonálnou maticou Vlastné £ísla

Podobnos´ s diagonálnou maticou

PAP−1 = D

D =


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 . . . 0 dn

 = diag(d1, d2, . . . , dn)
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Mocnina matice

A100 = P−1 diag(d100

1 , d100

2 , . . . , d100

n )P

eA = P−1(I + D +
D2

2!
+

D3

3!
+ . . . )P = P−1 · diag(ed1 , . . . , edn) · P

eAt = P−1 · diag(ed1t , . . . , ednt) · P
f ′(t) = Af (t)

(eAt)′ = P(eDt)′P−1 = PDeDtP−1 = PDP−1PeDtP−1 = AeAt
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Podobnos´ s diagonálnou maticou

PAP−1 = D

PA = DPα⃗1

...
α⃗n

A = D

α⃗1

...
α⃗n


α⃗1A

...
α⃗nA

 =

d1α⃗1

...
dnα⃗n


α⃗iA = di α⃗i .
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Vlastné £ísla

De�nícia
Nech A je ²tvorcová matica nad po©om F . Prvok c ∈ F nazveme
vlastným £íslom matice A, ak existuje nenulový vektor α⃗ ∈ F n taký,
ºe α⃗A = cα⃗.
Nenulový vektor α⃗ ∈ F n nazývame vlastným vektorom matice A, ak
existuje c ∈ F (c môºe by´ aj 0) také, ºe α⃗A = cα⃗.
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Vlastné £ísla

De�nícia
Ak α⃗ je nenulový vektor a pre c ∈ F platí α⃗A = cα⃗, hovoríme, aj,
ºe (vlastný) vektor α⃗ prislúcha ku vlastnému £íslu c , alebo ºe
(vlastné) £íslo c prislúcha ku vlastnému vektoru α⃗.

Podobnos´ s diagonálnou maticou



Podobnos´ s diagonálnou maticou Vlastné £ísla

Vlastné £ísla

1. c je vlastné £íslo matice A

2. Existuje nenulový vektor α⃗ taký, ºe α⃗A = cα⃗

3. Existuje nenulový vektor α⃗ taký, ºe α⃗A = α⃗(cI ) (I je identická
matica)

4. Existuje nenulový vektor α⃗ taký, ºe α⃗(A− cI ) = 0⃗

5. Jadro zobrazenia s maticou A− cI je netriviálne (t.j. toto
zobrazenie nie je injektívne, t.j. matica A− cI je singulárna).

6. Determinant matice A− cI je nulový.
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Charakteristický polynóm

De�nícia
charakteristický polynóm

chA(x) = |A− xI |

α⃗(A− cI ) = 0⃗ ⇒ (A− cI )T = 0⃗T
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Podobnos´ s diagonálnou maticou Nutné a posta£ujúce podmienky

Vlastné £ísla

Príklad

A =

(
1 2
0 4

)
chA(x) = |A− xI | =

∣∣∣∣ 1− x 2
0 4− x

∣∣∣∣ =
= (1− x)(4− x)− 0 · 2 = 4− 5x + x2

Vlastné vektory k 1: [(-3,2)]
Vlastné vektory k 4: [(0, 1)]
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Vlastné £ísla

Príklad

A =

 1 −3 3
0 1 −2
0 0 1


chA(x) = (1− x)3

Vlastné vektory k 1: [(0, 0, 1)]

Podobnos´ s diagonálnou maticou



Podobnos´ s diagonálnou maticou Nutné a posta£ujúce podmienky

Báza z vlastných vektorov

Veta
Nech A = ||aij || je ²tvorcová matica typu n × n nad po©om F .

Potom A je podobná s diagonálnou maticou práve vtedy, ke¤

spomedzi vlastných vektorov vieme vybra´ bázu.
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Rôzne vlastné £ísla

Lema
Nech A = ||aij || je ²tvorcová matica typu n × n nad po©om F a

vlastné £ísla c1, . . . , ck matice A sú navzájom rôzne prvky po©a F ,

α⃗1, . . . , α⃗k sú vlastné vektory po rade prislúchajúce c1, . . . , ck .
Potom sú vektory α⃗1, . . . , α⃗k lineárne nezávislé.

(Stru£ne: Rôznym vlastným £íslam zodpovedajú lineárne nezávislé

vlastné vektory.)

Dôsledok
Nech A = ||aij || je ²tvorcová matica typu n × n nad po©om F a

vlastné £ísla c1, . . . , cn matice A sú navzájom rôzne prvky po©a F
(t.j. A má n navzájom rôznych vlastných £ísiel z po©a F ). Potom A
je podobná s diagonálnou maticou.
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Charakteristický polynóm

Lema
Nech A, B sú ²tvorcové matice typu n× n nad po©om F . Ak A a B
sú podobné, tak chA(x) = chB(x).

Dôsledok
Pre maticu A = ||aij || - ²tvorcová matica typu n × n nad po©om F
poloºme Tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann - t.j. Tr(A) je sú£et prvkov

na diagonále matice A. Ak sú matice A, B podobné, tak

Tr(A) = Tr(B).

Hodnota Tr(A) sa nazýva stopa matice A.
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Koe�cienty charakteristického polynómu

χA(x) = |A− xI | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − x a12 . . . a1n
a21 a22 − x . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 . . . an,n−1 ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a11 − x) · · · (ann − x) = (−1)nxn + (−1)n−1(a11 + · · ·+ ann)x

n−1 + . . .

= (−1)nx + (−1)n−1 Tr(A)xn−1 + . . .
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Koe�cienty charakteristického polynómu

χA(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c0

cn = (−1)n

cn−1 = (−1)n−1 Tr(A) = a11 + · · ·+ ann

c0 = det(A)
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Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Ortogonálna podobnos´

Ortogonálna matica je de�novaná ako matica P sp¨¬ajúca
podmienku PT = P−1

Matice A a B sú ortogonálne podobné, ak existuje ortogonálna
matica P taká, ºe

B = PAP−1 = PAPT .
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Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Ortogonálne matice

Ortogonálne matice:

PPT = PTP = I

▶ Ekvivalentne: Riadky (st¨pce) sú ortonormálne vektory.
▶ Neskôr: Zachovávajú skalárny sú£in.
▶ Teda zachovávajú aj ve©kos´, kolmos´, uhly.
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Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Schurova veta

Veta (Schurova veta)

Nech A = ||aij || je ²tvorcová matica typu n× n nad po©om R. Nech

v²etky vlastné £ísla matice A sú z po©a R. Potom existuje horná

trojuholníková matica T , ktorá je ortogonálne podobná s maticou

A.
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Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Vlastné £ísla symetrickej matice

Veta
Nech A = ||aij || je ²tvorcová symetrická matica typu n × n nad

po©om R, potom v²etky vlastné £ísla matice A sú z po©a R.
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Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Veta o hlavných osiach

Veta (o hlavných osiach)

Nech A = ||aij || je ²tvorcová symetrická matica typu n × n nad

po©om R, potom A je ortogonálne podobná s diagonálnou maticou.
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Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Ortogonálna podobnos´

Príklad

A =

 1 4 −2
4 1 −2
−2 −2 −2


A =


1√
2

1

3
√
2

2

3

− 1√
2

1

3
√
2

2

3

0 4

3
√
2

−1

3


−3 0 0

0 −3 0
0 0 6




1√
2

− 1√
2

0
1

3
√
2

1

3
√
2

4

3
√
2

2

3

2

3
−1

3



Podobnos´ s diagonálnou maticou



Symetrické matice � veta o hlavných osiach

Spektrálny rozklad

A =
(
α⃗T
1

. . . α⃗T
n

)

d1 0 . . . 0

0 d2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 dn


α⃗1

...
α⃗n



=
(
α⃗T
1

. . . α⃗T
n

)d1α⃗1

...
dnα⃗n



A = d1α⃗
T
1 α⃗1 + d2α⃗

T
2 α⃗2 + · · ·+ dnα⃗

T
n α⃗n (1)
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

Veta (Cayley-Hamilton)

Nech A je ²tvorcová matica nad po©om F . Potom A je kore¬om

svojho charakteristického polynómu, presnej²ie ak je

chA(x) = (−1)nxn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 tak

(−1)nAn + cn−1A
n−1 + · · ·+ c0I = ∥0∥n×n.
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

A ·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2
...

...
. . .

...
A1n A2n . . . Ann

 = |A| ·


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 = |A| · I ,
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

adj(A− xI ) = adj(B) = Cn−1x
n−1 + · · ·+ C1x + C0

Ozna£me si chA(x) = |B| = (−1)nxn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x + c0

|B| · I = (−1)nIxn + cn−1 · Ixn−1 + · · ·+ c1 · Ix + c0I

= B · adj(B) = (A− xI ) · (Cn−1x
n−1 + · · ·+ C1x + C0)
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

c0I = AC0

c1I = AC1 − C0

c2I = AC2 − C1

. . .

cn−1I = ACn−1 − Cn−2

a nakoniec

(−1)nI = −Cn−1
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Cayley-Hamiltonova veta

Cayley-Hamiltonova veta

c0I = AC0

c1A = A2C1 − AC0

c2A
2 = A3C2 − A2C1

. . .

cn−1A
n−1 = AnCn−1 − An−1Cn−2

a nakoniec

(−1)nAn = −AnCn−1

Po s£ítaní ©avých a pravých strán týchto rovníc dostaneme

chA(A) = 0.
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