Priestory so skalarnym sticinom

1.

—

Zistite, ¢i dany predpis uréuje skaldrny stcéin na R3. Nech @ = (ay,az2,a3) a f =
(b1, ba, b3).

a) <O_Z7 g> = a1b1 — albg + albg + a2b1 + 3@2[)2 — a3b3

b) <C_f, E> = a1b1 + 2a1b2 + 20,2[)1

C) <(527 g> = 3a1b2 + 2&2[)2 + a3b3

d) <d, g> = a1b1 + a2b2 + a3b3

e) (a, §> = a1b; + a1by + axby + 3azbs + asbs

£) (@, B) = aiby + arby + asby + azba + 2azbs

g) (d, B) = a1y + 2a1by + 2a2b1 + asby + 2azbs

h) <C_i, _)> = aibs + asby

i) (@, B) = 3a1b1 + 2a1by + asby + 3azbs

§) (@, B) = aiby + a1y + azby + aibs + azby + 2asby + 3azbs

k) <&, ,g> = 2a1b1 + albg + a2b1 + (11b3 + a3b1 + (1262 + a2b3 + (13b2 + a3b3

. Pre Tubovolni symetricki maticu 4 € M, ,(R) definujme (Z,7) = FAF'. Najdite
priklad matice, kedy tento predpis definuje skalarny stéin na R™. Najdite aj priklad
matice, kedy to tak nie je. Ktoré vlastnosti z definicie skaldrneho sic¢inu budu splnené
pre kazdu symetricki redlnu maticu?

. Overte ¢i predpis
a) (f,g) = F(0)g(0) + f(1)g(1)

b) {£.9) = F(~1)g(~1) + F(0)g(0) + f(1)g(1)
urcuje skalarny sucin na priestore P, vSetkych polynémov stupna najviac 2 nad polom
R.
. Nech V' je mnozina vSetkych postupnosti redlnych ¢isel, ktoré st od istého ¢lena nulové.
Ukéazte, ze predpis
o0
<.’E, y> = Z TnYn
n=0
definuje skaldrny sucin na tomto priestore.
. Nech V = C(0,1) je priestor vSetkych spojitych funkcii (0,1) — R. Ukdzte, ze predpis
1
()= [ f@lata) da
definuje skalarny sicin na tomto priestore.

. Zistite, ¢i sinmx a cos mx si kolmé v priestore C'(0, 1) so skaldrnym sti¢inom z predoslej
dlohy. Akt majua tieto vektory velkost?

. Overte, Ze v priestore C(0, 27) vsetkych spojitych funkcii z uzavretého intervalu (0, 27)
do R so skaldrnym stéinom (f,g) = f027r f(@)g(x)dx st Tubovolné dve rdézne funkcie
z mnoziny {1,sinnz,cosnx;n € N} na seba kolmé. (Po vynormovani by sme dostali
mnozinu funkcii, ktord ma v tomto priestore do istej miery podobné vlastnosti ako
ortonormélna béza v kone¢norozmernych priestorov. Tento systém funkcii je dblezity
v matematickej analyze v suvislosti s Fourierovgmsi radmd.)

. Dokazte, ze v Tubovolnom euklidovskom priestore plati:

a) (@, B) =0 = |a@+ B2 = |of*> + |8 (Pytagorova veta)
b) @+ B2 = |o? + |82 + 2(a, 5) (kosinova veta)
o) |@+ B2 +1|a@— B2 =2(a@?* +|52) (rovnobeznikové pravidlo)
. Ukéazte, ze pre Tubovolné dva vektory &, E v euklidovskom vektorovom priestore plati

|| = |5| prave vtedy, ked vektory & — B a &+ si na seba kolmé.



10. Nech &, 5 € V, kde V je euklidovsky vektorovy priestor. Dokazte, ze @ L 5 prave vtedy,
ked (Ve € R)|@ + ¢f] > |al.

11. Dokéazte, ze ak S je vektorovy podpriestor euklidovského vektorového priestoru, tak
Snst ={0}.

12. Néjdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R*:
a) S=1[(1,1,0,1), (2101)]

b) S = [(1’5)473)v (2a )]

C) S = [(1,2,1,1),(2,1, )]

d) S = [(1,2,3,4), (1, 1,1, ) ( , 3,2, 1)]
e) S = [(2,1,2, ), (0,1, -2, ) (1,0,2,1)]
) [( 1,1, ) (1 0,1, 1) (0,1,271)}

13. N4jdite ortogonalnu bézu daného podpriestoru v R™ (so standardnym skaldrnym sudi-

nom):
a)S:[(l,O,l,O)( )’(727 73)]
b) §=[(1,1,1,1),(1, 0 1 2) (0,1,2,1)]

c)S=1(1,1,1,1,0),(1,0,1,2,1),(0,1,2,1,1)]

14. Nijdite ortonormélnu bazu pre priestory z lohy

15. Néjdite ortogonalnu bézu priestoru V = [(1,0, 1,0), (0,2,—-1,1), (0,2, 1, 3)].

16. Ukazte, ze pre lubovolny podpriestor S euklidovského vektorového priestoru V' plati
Sttt = S+ (Hint: Skiste si uvedomit, ktorti z inkltzii medzi S a S+ sme v dokaze,
ze S++ = S plati v koneénorozmernych priestoroch, dokézali bez pouzitia predpokladu
o konecénorozmernosti. Tiito inkliziu pouzite raz pre S a raz pre S+.)

17. Nech S je podpriestor kone¢norozmerného euklidovského vektorového priestoru V. Nech
p: V = V je ortogonalna projekcia na tento podpriestor. Overte, zZe:

a) p je linedrne zobrazenie;
b) Imp = S a Kerp = S+;
c)pop=p.
18. Najdite maticu ortogonalnej projekcie pri obvyklom skaldrnom stcine pre:
a) priestory z dlohy
b) pre lubovolny podpriestor S = [@], pri¢om vektor & je normovany (mé jednotkovd

dlzku);
¢) pre podpriestor S = [d4,. .., d], prifom vektory &7, ..., dy st ortonormalne.
[Odpovede: b) aTa; c) AT A, kde A je matica, ktorej riadky tvoria vektory a7, ..., dg;

toto sa inak d4 zapisat aj ako &T @y + @3 @ + - -+ + AL Ay.]

19. V R* so Standardnym skaldrnym stcinom néjdlte vyjadrenie vektora (4,1,1,6) ako
sti¢tu vektora z podpriestoru L a vektoraz L+, ak L = [(1,2, -2, —1),(2,3,3,2),(1,1,2,1)].
20. [P, 1370] N4jdite kolmy priemet vektora & = (4,—1,—3,4) do podpriestoru S =
[(1,1,1,1),(1,2,2, 1), (1,0,0,3)]. [V¥sledok by mal byt (1, —1,—1,5).]
21. [Pl 1372] N4jdite kolmy priemet vektora & = (7,—4,—1,2) na podpriestor S urceny
systémom rovnic
21 +xo +x3 +3x4 =0
3r1 +2x9 +2x3 x4 =0
T +2l‘2 72’1}3 +93’]4 =0

22. Najdite ortogondlnu projekciu vektora @ = (9, 3,3, 1) do podpriestoru S = [(0,1,1,1),(2,1,2,1),(2,0,1,2)].
[Vysledok je (8,1,5,1).]
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