Kvadratické formy

Kanonicky tvar. Lubovolnd kvadratickd forma sa da previest zamenou premennych na
kanonicky tvar. Maticovo to mézeme vyjadrit tak, ze Tubovolna symetrickd matica je kon-
gruentnd s diagondlnou maticou D = diag(dy,ds,...,d,) takou, ze d; € {0,+1} pre i =
1,2,....,n.

Kladna definitnost.
« Redlna symetrickd matica A je kladne definitnd, ak pre kazdé @ # 0 plati ZAZT > 0.
o Kladne definitné si presne tie matice, ktorych kanonicky tvar ma na diagonale iba
jednotky. T.j. matice tvaru A = PPT.
e Sylvestrovo kritérium: Matica A je kladne definitnd < vSetky rohové determinanty si
kladné, t.j. D1 > 0,D3 >0,...,D, = |A‘ > 0.
e Ak Dy,..., D, # 0, tak matica A je kongruentnd s maticou diag(D1, D2/ D1, D3/ D, . ..

Kanonicky tvar

1. Overte, ze kongruencia je relacia ekvivalencie na mnozine redlnych symetrickych matic
typu n X n.
2. Ukazte, ze symetrické matice A, B su kongruentné prave vtedy, ked B sa da dostat z A
striedavym pouzitim riadkovych a stipcovych tprav.
3. Upravte na diagondlny (pripadne kanonicky) tvar a ndjdite prislusnd transformdciu
premennych. Zapiste aj maticové rovnosti, ktoré z nich vyplyvaji:
a) ¥3 + 22179 + 2735 + dx0w3 + 5Tl
b) 2 — dwy29 + 27103 + 423 + 23
¢) T1x2 + x2x3 + T3x1
d) x% —2x129 + 22123 — 2T174 + x% + 2xox3 — 4x014 + x% — Qx?l
e) 23 + x112 + r3714
4. Néajdite kanonicky tvar danej kvadratickej formy a transforméciu premennych, ktord ju
prevedie na kanonicky tvar.
a) 27 + bad — 422 + 2129 — da1 73
b) 422 + 23 + 23 — dw179 + 42173 — 3T273
C) 1% + T1T3 + T2x3
d) z129 + xows + 324 + T421
e) 37 + 223 — 2% — 223 + 23179 — da0w3 + 27074
f) 22 + 23 + 423 + 23179 + 42173 + 22273
g) 2% + 22119 + 223 + 4a9w3 + 513
h) 2% — 4wy 29 + 22103 + 423 + 23
i) 22 — dxym9 + 27123 + 73 + 22073 — 272,
j) x% +4dx129 + 220123 + 4174 + 390% + 2xox3 + 4xox4 + 22314 + xi.
Riesenia: a), b), f), h) y§ + 43 —v3; ) y7 — 3 — 3, d) ¥7 — 35 €) ¥ + 5 — y3 —yii 8)
v+ 3+ 3 3) ¥? +y3 — y3 — y3; (Transformédciu premennych som sem neddval — t4
nie je uréend jednoznacne.)
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Kladna definitnost, zdkon zotrvac¢nosti

1. Pre dana kvadraticki formu urcte tie hodnoty parametra ¢ € R, pre ktoré je kladne
definitna.
a) 5x% + 373 + taf + dx170 — 3T123 — 27073
b) 222 + 23 + 323 + 2tz 20 + 27123
c) %x% + 23 — 3ta3 + 2w179 + 2tx0w3 + 27173
d) (2% + 23 + 23 + 221703 — 27923) + t(67122 — 22173 — 223) + 3 (23 + 23)
(Poznédmka: Niekedy sa vypocet determinantov Dy, Do, ... moZe zjednodusit, ak zme-
nite poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢i je matica kladne definitna.)
2. Pre aké hodnoty parametra a je dand kvadratickd forma kladne definitna.
a) 227 + 2% + 322 + 2aw1 22 + 27173
b) 2% + 23 + 523 + 2ax179 — 27173 + 42273
) % + 423 + 23 + 2ax 172 + 102173 + 62273
d) 222 + 223 + 22 + 2az179 + 67123 + 27073.
Odpovede: a) |a| < \/g7 b) —3 <a <0, ¢), d) pre ziadne a
3. Pre danu kvadratickt formu urcte tie hodnoty parametra ¢t € R, pre ktoré je kladne
definitna.
a) br? + 3x3 + tzd + dx1wo — 3w173 — 27973
b) 222 + 23 + 322 + 2tx1 20 + 22173
c) %m% + 223 — 3tal + 2x1 29 + 2tx0m3 + 27173
d) (22 + 23 + 23 + 22173 — 21923) + (67172 — 22173 — 222) + 3 (22 + 23)
(Pozndmka: Niekedy sa vypocet determinantov Dy, Ds, ... mdZe zjednodusit, ak zme-
nite poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢i je matica kladne definitnd.)
4. Nech A je symetrickd redlna matica takd, ze D1 > 0,Dy > 0,...,D,, > 0. (Determi-
nanty Dy, ..., D, ozna¢uji rohové determinanty vystupujtce v Sylvestrovom kritériu.)
Dokazte, ze potom a,, > 0.
5. Zistite, ¢i predpis (7, 7) = FAy’ predstavuje skaldrny stcéin na R3.
3 2 1 2 1 1 2 -1 1
a)A=[2 2 1|bda=[1 1 1|c)da=[-1 2 1
1 1 1 1 1 2 1 1 3
6. Zistite, ¢i dand matica je kladne definitna.
1 2 1 1 1 2 1 1
2 3 10 2 5 1 1
WA= | | DA 1 3
1 01 0 1 1 1 4
a) Nie. b) Ano.
7. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a ay,...,a, € V. Definujme maticu A =
lla;;|| tak, Ze a;; = (&, aj). (Tato matica sa zvykne volat Gramova matica.) Dokézte,
ze |A| > 0 a Ze tieto vektory su linedrne nezdvislé préve vtedy, ked |A| > 0.
8. [Pl 1201,1202] Pre ktoré z uvedenych kvadratickych foriem existuje reguldrna transfor-
mécia premennych, ktord prevedie jednu z nich na druha?
a) fi =2} — oxs; fo = Y1y2 — U3; f3 = 2122 + 23;
b) f1 = 2% + 423 + 23 + dz12o — 2m0m3; fo = yi + 293 — Y3 + dy1ye — 2y1ys — Ayoys;
f3 = —42% — z% — z§ —4z129 + 42123 + 182923
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