Podobnost matic

Matice A a B st podobné < existuje reguldrna matica P takd, ze PAP~! = B. Tato pod-
mienka je ekvivalentna s tym, ze A aj B predstavuju maticu toho istého zobrazenia v dvoch
roznych bdzach. (Konkrétne, ak A je matica nejakého zobrazenia pri Standardnej baze, tak
B = PAP~! je matica toho istého zobrazenia pri baze uréenej riadkami matice P.)

Ak AT = A, kde ¥ # 0, tak ¥ je vlastny vektor matice A a A je vlastnd hodnota (vlastné
¢islo) matice A. Ekvivalentne: A\ je vlastnd hodnota prave vtedy, ked matica A — Al je
singularna.

Vlastné hodnoty st presne korene charakteristického polynému x 4(t) = det(tI—A) matice
A. Ak ich pocitame s algebraickou nésobnost’ouﬂ tak mame:

Tr(A) =M+ A+ + Ay
det(A) = A+ Az A

a sucasne stopa a determinant stuvisia aj s prislusnymi koeficientami charakteristického po-
lynému. Specidlne pre maticu 2 x 2 mame x4 (t) = t> — Tr(A)t + det(A).

Podobné matice maji rovnaky charakteristicky polyném (a teda aj rovnaku stopu, deter-
minant, vlastné cisla).

Pri hladani korenov charakteristického polyném je uzitocné vediet, ze ak p(xz) = z™ +
Ap_12" 1+ -4 a1+ ap je polyném s vedicim koeficientom 1, ktory mé navyse celociselné
koeficienty, tak kazdy celociselny koren je delitelom absolitneho ¢lena ag.

Matica typu nxn je podobna diagonalnej matici prave vtedy, ked jej vlastné vektory tvoria
béazu priestoru F™. Matice P a D také, ze PAP~! = D, kde P je reguldrna a D je diagondlna,
dostaneme tak, Ze D m4 na diagondle vlastné ¢isla a P m4 ako riadky (v rovnakom poradi)
vlastné vektory.

1. Nech @y, ..., d, je baza vektorového priestoru V nad polom F. UkazZte, Ze zobrazenie,

ktoré priradi vektoru jeho stiradnice vzhladom na tito bézu je izomorfizmus medzi V'
a F™. T.j. hovorime o zobrazeni takom, ze f(¥) = (z1,z2,...,z,) ak

Y=Ta; L1y--.,T2M.

2. Ukézte, Ze podobnost matic (chdpand ako reldcia na M, ,(F)) je reldcia ekvivalencie.
3. Pre 521 = (27 1), 622 = (172), 51 = (71, 1), 52 = (2,3), ’?1 = (1, 1), ’72 = (3, 1) Néjdlte
a) Maticu Py prechodu od bazy dy,ds k baze 1, fo.
b) Maticu P, prechodu od bézy 51, 52 k baze 1, 7s.
¢) Maticu P5 prechodu od béazy &, ds k baze 71, Ja.
d) Aky je vztah medzi maticami Py, P> a P3?
4. Najdite vsetky matice, ktoré st podobné s nulovou maticou.
Nech A = c¢I. Aké matice s podobné s maticou A?
6. Najdite vsetky matice A také, ze jedind matica, ktora je podobna s A, je prave matica
A. (Inak povedané, trieda ekvivalencie matice A je jednoprvkov.)
7. Dokéazte, ze ak A a B st podobné, tak si podobné aj matice A — ¢l a B — ¢l (pre
lubovolné ¢ € F).
8. Ak aspon jedna zo Stvorcovych matic A, B stupna n je regularna, tak AB a BA su
podobné. Plati to aj za predpokladu, Ze nie su regularne?
9. Ukazte, Ze ak matica A je podobnd matici B, tak aj matice A~! a B~! sii podobné.
10. Ukazte, ze ak matica A je podobnd matici B, tak aj matice A™ a B™ si podobné pre
kazdé n € N.

L. ak xa(t) = (E = A1)t —A2) -+ (t — )

o




11. Uk&azte, ze ak A a B st podobné, tak maji rovnakd hodnost, determinant a stopu.

12. [P}, 1051] Nech ¢ je lubovolnd permutédcia mnoziny {1,2,...,n}. Dokazte, Ze matice
Gi1r a1z ... din GoM)p(1)  Gp(l)p(2) -+ Gp(l)p(n)

A= |G G2 ... don a B = | %@e1) Go@e2@) - Ge(2)e(n)

Gn1 Gn2 ... dnp Ao(n)p(1)  Tp(n)p(2) -+ Gp(n)p(n)

su podobné.
13. Nech P = ||p;;|| je reguldrna matica typu n X n a &,...,d, je baza vektorového
priestoru V. Potom aj vektory &, ...,a" urcené vztahmi

. - — -
Q) = p110 + P12 + -+ + Pialiy

—/ — — —
Oy = P210¢1 + p22Qa + -+ - + PanQn
—/ — — —

o, = Pn101 + Pn2Q2 + -+ PunQn

tvoria bazu priestoru V.

14. Pre vektory 7; € R3, i = 1,2,3, ozna¢me ako Z; stiradnice vektora v baze di,ds,ds
a T sturadnice toho istého v baze &4, a5, d5. Najdite matice prechodu od &, &z, ds
k &, ah, ay ak viete, ze 1 = (1,2,1), & = (-1,1,1), & = (-1,0,3), &, = (1,—1,1),
Z3=(3,1,2) a &4 = (2,1, —2). (Navod: Bude to matica istého linedrneho zobrazenia.)
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