Vlastné cisla a vlastné vektory

Ak ¢if = TA, kde ¥ # 0, tak ¥ je vlastny vektor matice A a ¢ je vlastnd hodnota (viastné cislo)
matice A.
Vlastné hodnoty st presne korene charakteristického polynému x a(t) = det(A—tI) matice

A.

Podobné matice majii rovnaky charakteristicky polyném (a teda aj rovnaki stopu, deter-
minant, vlastné ¢isla).

Matica typu nxn je podobna diagonalnej matici prave vtedy, ked jej vlastné vektory tvoria
bézu priestoru F. Matice P a D také, ze PAP~! = D, kde P je regularna a D je diagonalna,
dostaneme tak, ze D m4 na diagondle vlastné ¢isla a P m& ako riadky (v rovnakom poradf)
vlastné vektory.

1.

Dokézte: Stvorcova matica A je regularna prave vtedy, ked 0 nie je vlastné ¢islo matice
A.

Ak A je reguldrna, tak c je vlastné ¢islo matice A prave vtedy, ked ¢! je vlastné &islo
matice A1,

. Ak A je idempotentnd matica, ¢ize A% = A, tak jej vlastné hodnoty mézu byt jedine 0

alebo 1.

. Nech A je stvorcova matica. Ukazte, Zze A je vlastné Cislo matice A prave vtedy, ked

A+ a je vlastné ¢islo matice A + al.
Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory danych matic nad polom C:

f) (53)
Ak taka matica existuje, ndjdite regularnu maticu P s vlastnostou, ze PAP~! je dia-
gonalna.

. Ako vyzerd matica A zodpovedajica oto¢eniu v rovine okolo pociatku siradnicovej

ststavy o nenulovy uhol ¢? Najdite jej vlastné hodnoty a vlastné vektory v C? Ako
mozno geometricky interpretovat fakt, ze tdto matica nemad redlne vlastné vektory?

. Ukézte, Ze pre ¢ € R\ {0} matica ({ §) nie je podobna s diagondlnou maticou. Aka je

geometrickd interpretacia tohoto vysledku?
Ukazte, Ze ak k je smernica vlastného vektora matice A typu 2 x 2, tak k splna kvad-
ratick rovnicu ag1k? + (a1 — age)k — aja = 0.

. N4jdite (ak takd matica existuje) maticu P taki, ze PAP~! = D je diagonalna matica.
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. Vypocitajte charakteristicky polyném a vlastné hodnoty danych matic. Zistite, ¢i dané

matice si podobné:
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3 2 =5 6 20 —-34
10*. [P, 1064] Zistite, ¢i matice A= |2 6 —10| aB= |6 32 —51| st podobné.
1 2 -3 4 20 —-32
11. Néjdite diagonalnu maticu podobnii s danou maticou:
a) A= <_23 _41> nad polom Q;
1 1
b) B = (1 ! 1)
a) Vlastné &isla si: —5, 1. b) Vlastné &sla st /2.
12. Musia byt matice, ktoré maja rovnaké vlastné ¢isla, podobné?
13. Néjdite regularnu maticu P a diagonalnu maticu D také, ze plati PAP~! = D. (Alebo
zdovodnite, Ze také matice neexistuju.)
3 -1 1 4 1 -1 4 6 10 2 2
a)A=|7 -5 1|b)A=|2 5 -2]c)A=[3 10 13]dHA=[1 3
6 —6 2 11 2 -2 -6 -8 -2 —4
13 2 -18 -2 —4 2 4 6 0
e)A=|14 1 -18]fHHA=[-2 1 2|gA=(-3 -5 0
10 2 —-15 4 2 5 -3 -6 1
14. Zistite pre aké hodnoty parametrov a,b,c € C je dand matica (nad C) podobna s dia-
gonalnou maticou.
11 1 a b 1 4 0
a)(a 1);b) 0 2 ¢cl;¢)[0 a 1];
0 0 1 0 0 1
15. Nech A je matica typu n X k a B je matica typu k x n. Ukéazte, ze:
a) Nenulové vlastné hodnoty matic AB a BA su rovnaké.
b) Platilo by tvrdenie z predoslej ¢asti po vynechani slova nenulové?
¢) Ak k = n matice AB a BA maji rovnaké vlastné hodnoty.
16. [Kl, 4005] Ukazte, ze ak kazdy nenulovy vektor & € R™ je vlastnym vektorom matice A,
tak A = ¢l pre nejaké c € R.
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