Rekurencie a Fibonacciho postupnost

Fibonacciho postupnost je urcend rekurentnym predpisom
Fn+1:Fn+Fn71 (1)

a pociatocnymi hodnotami Fy = 0, F; = 1.
1. a) Néjdite mozné predpisy postupnosti (x,), (y,) pre ktoré plati:

Tn+1 = 2Zn + Yn
Yn+1 = Tp + 2yn

(Hint: Pomoze pozriet sa na postupnosti a,, = T, + Yn a by = Tp — Yn?)
b) Najdite mozné predpisy postupnosti (z,,), (y.) pre ktoré plati:

Tnt1 = 3x, — 4yn
Yn+1 = 23:77, - 3yn

2. Nech A = (_24 _,;5> a A" = z: Z:
3ay, + by, + 3¢, + 4d,, = 7. (Niekolko hintov — kazdy vedie k inému rieSeniu. Hint 1: Ak
najdete riadkové a stipcové vlastné vektory tejto matice, o viete o #A™ a A"¢T'? Hint
2: Vedeli by ste najst P, a @, také, ze A™ = P, A+ @Q,I7 Hint 3: Asi by ste mali byt
schopni najst aj vSeobecné vyjadrenie pre a,, b,, ¢, d, — aj ked takyto postup je asi
zdihavejéi nez postupy spomenuté v predoslych dvoch hintoch.)

). Dokazte, ze pre pre n € Z, n > 0, plati

3. Ukdzte, ze pre maticu A = (1 é) plati

n __ Fn+1 Fn
An = ( o F) | )

4. Dal by sa pomocou najst algoritmus na vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla, ktory
je efektivnejsi ako postupné pocitanie Fp, Fs, ..., F, na ziklade rekurencie F, 1 =
F,+ F,_1.

5. Skontrolujte, Ze pre ttto maticu plati A2 = A + I. Vedeli by ste z toho dostat, Ze plati
Al=A-17

6. Ozna¢me ako 1 o korene polynému z° —z — 1. (T.j. p12 = 1i2‘/5 a plati o1 + o =1,
1 p2 = —1.) Ukézte, ze ¢; 2 st vlastné ¢isla matice A z rovnosti . Viete na zaklade
rovnosti PAP~! = D resp. P"'DP = A povedat nieéo o F,?

7. Néjdite redlne ¢isla cp o také, ze F,, = c19] + cah; takto by sa mali dostat Binetovu

formulu:
1+v5\" _ (1=v3\"
() (=) .

8. Uvazujme rekurenciu taki, ze A,,+1 = aA,, +bA,,_1, kde a,b € C st nejaké konstanty.
(Ak st zadané Ag a Aj, tak tento vztah jednoznacne uréuje vsetky Cleny tejto postup-

nosti.)
(5)-6 9 ()

a) Ukdzte, Ze plati
Vieme na zaklade toho dostat nejaky vztah (resp. nejaki maticovii rovnost) pre A,?
b) Uké4zte, Ze charakteristicky polyném tejto matice je xa(x) = 22 — ax — b.
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Obr. 1: Cassiniho identita.

c) Ukézte, ze ak xa(x) ma dva rozne korene \; o, tak existuju konstanty c; o také, ze
An = Cl)\rf + CQ}\EL.
d) Predpokladajme teraz, ze x 4(z) mé dvojndsobny koreti A\. Ak by sme navyse vedeli,

je podobna s niektorou z mati

Al a A0

0 A 0 X
Potom sa podobnym sposobom da ukdzat, Ze existuji konstanty c; o také, ze A, =
C1 A" —+ 6277)\”.

zZe mati a b
e matica |,

. Nech V je vektorovy priestor vsetkych redlnych postupnosti.

a) Ukézte, Ze pre lubovolné dve rézne redlne ¢isla A; o s postupnosti (A7) a (A5)5%,
linedrne nezavislé.

b) Ukéazte, Ze pre Iubovolné dve rézne redlne ¢islo A st postupnosti (A”)52 5 a (nA™)%2,
linedrne nezavislé.

¢) Ukézte, ze podpriestor pozostdavajici zo vsetkych rieseni rekurencie A, 1 = a4, +
bA, _1 méa dimenziu 2.

Ukazte pomocou :

a) Fi1F,_1 — F? = (—1)" (Cassiniho identita)

b) Fren = FrnFnt1 + Frn_1 F, (konvoluénd vlastnost)

¢) Fopy = Fp(Fpg1 4+ Fy1) a Fopy1 = F2 + F2.

Dok:iite, ze Z.Z:O F2k+1 = Fg(n+1) a ZZ:O ng = F2n+1 —1.

Ukézte, ze Y p_o FZ = FnF,11. (Hint k maticovému odvodeniu: Comu sa rovnd (A%)2?
Ind moznost: Mohla by pomdct predosla dloha.)

Ukézte, ze Fap = Y p_g (Z) F}. (Hint k maticovému odvodeniu: Skiste vyuzit rovnost
A2=T+A)

Najdite vzorec pre Fj iy a pre Fy,.

Ukazte, ze pre Fibonacciho postupnost plati:

a) Fn | Fkny

b) (Fn, Fpt1) =1,

C) (Fk:nJrr»Fn) = (Fra Fn)7

1Toto vyplyva napriklad z vysledkov o Jordanovom normélnom tvare — ten sme vsak zatial nepreberali,
resp. neskor ho stru¢ne spomenieme bez dékazu.



Obr. 2: Missing square puzzle

d) (Fon, Fn) = Fin n)-
Kolko deleni so zvyskom je potrebné vykonat, ak hladdme (F,,, F},—1) pomocou Eukli-
dovho algoritmu?El

2T4to tloha nestvisi s maticami — spomenul som ju preto, ze hovori nie¢o o pocte krokom, ktoré treba
v Euklidovom algoritme.




