Podobnost s diagonalnou maticou

1.

Ukéazte, ze pre determinant blokovej matice plati

det (g‘ g) — det (é g) — det(A) - det(D)

(Zépisy pouzité v tomto zadan{ treba chapat ako zapisy blokovych matic, t.j. A je
nejakd matica typu m x m, B je typu k x k a C ma rozmery m x k. Hint: Mozno sa
oplati zacat tym, Ze si rozmyslite, ako to je s determinantmi nejakych jednoduchsich
) , A B A . s el v o
matic — napriklad det (O I) alebo det (0 g) Hint 2: M6ze byt uzitocny sucin
blokovych matic. Hint 3: MozZno sa oplat{ skiisit nejako pouzit Laplaceov rozvoj.) E|

. Pre dané matice nad polom C najdite charakteristicky polyném, vlastné ¢isla, vlastné

vektory a zistite, ¢i je tdto matica podobnda s diagondlnou maticou.

1 -3 0 3 3 -1 1 =7 0 1 0 0
a) -2 -6 0 13 b) 9 -3 -7 -1 o) -2 3 2 -1
0 -3 1 3 0 O 4 -8 1 -1 1 0
-1 -4 0 8 0 O 2 -4 2 -2 =2 2

Ortogonalna podobnost

Veta o hlavnych osiach: Lubovolnd redlna symetricka matica je ortogondlne podobné s dia-
gondlnou maticou. (T.j. existuji ortogondlna matica P a diagonédlna matica D, také, ze
PAP~! = PAPT =D,

Ortogondlna matica je také redlna matica, pre ktort plati P~ = PT t.j. PPT = PTP =
I. Ekvivalentnd podmienka: Riadky (stipce) tvoria ortonormalnu bazu v R™.

Pre symetricku realnu maticu plati, ze vlastné vektory zodpovedajice réznym vlastnym
hodnotam st na seba kolmé.

1.

©w

Nech A je symetrickd matica a A\; 2 € R st rozne vlastné hodnoty. Ukazte, ze zodpove-
dajice vlastné vektory su linedarne nezavislé.

. Ukazte, ze ak A, B € M,, ,(R) st ortogonalne matice, tak aj AB a A~! st ortogonalne.

(Z toho vidime aj to, ze mnozina vsetkych ortogonalnych matic rozmerov n x n s ope-
raciou nasobenia matic tvori grupu. Tato grupa sa zvykne nazyvat ortogondlna grupa
a oznacovat O(n).)

Ukézte, ze ortogonalna podobnost je reldcia ekvivalencie na mnozine M, ,,(R).
Ukazte, ze ak A je symetrickd matica a B je ortogondlne podobnd s A, tak aj B je
symetricka.

. Ukéazte, ze lubovolné ortogonalna matica rozmerov 2 X 2 ma tvar

sin (p) alebo (cos @

Cos ¢ sin ¢
—singp cose singp —cosyp

pre nejaké ¢ € R.

. Néjdite (ak takd matica existuje) ortogonalnu maticu P taku, ze PAPT = D je diago-

nélnf% matica.
a) (1 1 1)

111
b (311

=

IT4to tloha bola aj v sade o determinantoch — spomenul som ju znovu, lebo sa obéas méze hodit pri
vypocte charakteristického polynému.
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RieSenia: a) D = diag(0,0,3), b) D = diag(—1,—4,6), ¢) D = diag(—3,1,4),d) D =
diag(—5,1,7), e) D = diag(—5,—3,1,3), f) D = diag(—1,-1,1,5), g) D = diag(1,3,7),
h) D = diag(—3,—1,3), i) D = diag(1,1,7), j) D = diag(0,2,2), k) D = diag(2,2,7),

. Z udajov ktoré st zadané o redlnej symetrickej matici A zistite, ako vyzerd kanonicky
tvar prislusnej kvadratickej formy.

a) Matica A je kladne definitnd symetrickd matica rozmerov n x n.

b) Matica A je zdporne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

¢) A je nenulovd symetrickd matica rozmerov 3 x 3, ktord mé nulovi stopu aj determi-
nant, t.j. det(4) = Tr(A) = 0.

. Pre dant symetrickii maticu A najdite diagondlnu maticu D a ortogondlnu maticu P
také, ze plati PAPT = D.

11 2 01 1 01 0 0 1 2
a)A=|[1 9 2;p)A={1 0 1];00A=(1 0 0 |;d)A=[1 0 2];
2 2 4 110 00 —1 2 2 3
11 2 -2 1 2 12 2 113
)A=[1 1 2|;HDA=[1 -2 2|;g9A={2 1 2|;h)Aa=[1 7 3];
2 2 4 2 2 1 2 2 1 339
-2 2 3 11 -8 4
HhA=|2 -2 3|;)A=[-8 -1 -2
3 3 3 4 -2 —4

Vysledky: a) diag(0,4,10); b) diag(—1,—1,2); c) diag(1,1,—1); d) diag(—1,—1,5); e)
dlag(0,0,G), f) dlag(—S, _373)7 g) dlag(_lv _175)7 h) dlag(075v 12)7 1) dlag(—?), _47 6))
j) diag(—5,—5,16);



