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Pocet prvkov |[AU B|

AUB| < A+ B
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Pocet prvkov |[AU B|

|JAUB| = |Al+ |B| — |AN B|
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Princip zapojenia a vypojenia

Pocet prvkov |[AU B|

|AUB| =|A|+ |B| — |AN B|
X\ (AUB)| = |X| - |Al = |B| + |AN B]
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Figure: Prvky, ktoré sme zapocitali viackrat
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|JAUBUC| = |Al+ |B| +|C|
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Pocet prvkov |[AU B U C|

|[AUBU C| = |A| + |B| +|C|
—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

X\ (AUBUC)[ = [X]| = |A[ - [B| = |C]
+|ANB|+|ANC|+|BNC|—]AnBNC|
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Princip zapojenia a vypojenia

Veta (Princip zapojenia a vypojenia)

Nech A1, ..., A, si konecné mnoziny a vsetky z nich sii
podmnozinami koneénej mnoZiny X. Potom pre pocet prvkov ich
zjednotenia plati:

n

U

i=1

n

= Z|Af| - Z Ay N AL+ ...
i—1

1<ij<ir<n

n
o (—1)F > A, NA, N NA |+ ...
1<ii<ip <+ <ix<n
+oH (CD)"HA N AN N A
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Princip zapojenia a vypojenia

Ekvivalentne:

n n n
0 (Ua)|--Somie 35 s
i=1 i=1 1<ih<ir<n

n
4 (—D)k > Ay NA, O NA+...
1<ihi<ip<--<ik<n
o (L)AL N AN DA
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Doékaz
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Dékaz pomocou charakteristickych funkcii

xa: M —{0,1}

(x) 1 akx €A,
X) =
XA 0 akx¢ A
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Dékaz pomocou charakteristickych funkcii

M=[JA
i=1
M= A
iel
5 n
W) 2D Y )
k=1 1C{1,2,....n}
=k
n S S
S Y b =0 (F) =1
k=1 1C{1.2,....n} k=1
=k
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Dékaz pomocou charakteristickych funkcii

xm(x) =Y (=D Y xm(x)
k=1 1C{1.2,....n}
=k
doaml)=> (-1 YT Y am(x)
xeM k=1 1C{1,2,...,n} xeM
=k
M=) (=D Y My
k=1 I1C{1,2,...,n}
1=k
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Permutacie bez pevného bodu

Permutacie bez pevného bodu

D, = pocet permutacii ¢: {1,2,...,n} — {1,2,..., n} takych, ze

(i) # i

pre kazdé i =1,2,...,n.
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Permutacie bez pevného bodu
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Permutacie bez pevného bodu

Rekurencie pre D,

Dy = (n—1)(Dn-1 + Dn-2) (1)

Dy = nDp_q + (—1)" (2)
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Permutacie bez pevného bodu

Permutacie bez pevného bodu

D, = (n — 1)(Dn,1 + Dn,2)
Dy = nDy1 + (—1)"
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Permutacie bez pevného bodu
Vyjadrenie pomocou PIE

Veta
Pre kazdé n € Ny plati
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Permutacie bez pevného bodu

X Ooxk X2 x3 X"
k=0

0k n
1 X< 1 1 (—1)
e _Zﬂ_l_l—i_a_? + nl +

k=0

n—f
Jmo T e (5)
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Permutacie bez pevného bodu

D,ae

jim 2 1 (6)

n—oo nl e

Pravdepodobnost, ze ndhodne vybratd permutacia nema pevné
body, je priblizne %
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Permutacie bez pevného bodu

D, a faktorialy
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Pocet surjektivnych zobrazeni

Pocet surjekcii

Sur(n, k) = pocet surjektivnych zobrazeni z n-prvkovej mnoziny do
k-prvkovej mnoziny

Sur(n, k) =?
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Pocet surjektivnych zobrazeni
Pocet surjekcii

Tvrdenie
Nech k,n € Ng, k < n a X, Y st konecné mnoziny také, ze
|A| = n, |B| = k. Potom pocet surjekcii z A do B je rovny

Sur(n, k) = zk: <)k " (7)

Jj=

Sur(n, k) = k" — k(k —1)" + (g)(n2)” - (:)(k3)”+

..+(—1)"2<k52>2"+(—1)k1 (kf1>1"
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

Definicia
Pre kazdé n € N definujeme

¢(n) = |{k € N;1 < k < n,ged(k, n) =1},
t.j. ¢(n) oznaCuje pocet celych Cisel k € {1,2,...,n}, ktoré si

nesadelitelné s Cislom n.
Tato funkciu ¢: N — N nazyvame Eulerova funkcia.
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

~—

{k;gcd(k,n) =1}

{1}

{1}
{1,2}
{1,3}

{1,2,3,4}
{1,5}
{1,2,3,4,5,6}
{1,3,5,7}
{1, 2,4 57, 8}
{1,3,7,9}
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

Veta
Nech n € Ng. Potom plati

o) =TT (1-2), (®)

kde sii¢in na pravej strane prebieha cez vsetky prvociselné delitele
Cisla n.

k
_1 1
H a, — pjf’J (Pj —1).
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

A;:{SGX;p;’S}.

(p(n):‘X\(A1UA2U-"UAk)|.

n

Ail = —
1
n

Piy Pi»
n
pi1 piz e le

‘Ail N Afz‘ =

|A,'lﬂA,'zﬂ"'ﬂA,'j|:

Princip zapojenia a vypojenia



Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia je multiplikativna

Désledok
Ak m,n € N si nesidelitelné, t.j. gcd(m, n) = 1, tak plati

e(mn) = p(m)p(n).

Désledok

Pre lubovolné m,n € N ozna¢me d = gcd(m, n). Potom plati

d
¢(mn) = w(m)w(n)m-
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

Pre lubovolné n € Ny plati

n= Zcp(d), (9)
d|n

pricom sumu na pravej strane chapeme tak, Ze sCitujeme cez vietky
prirodzené Cisla d, ktoré s delitelmi &isla n.
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Eulerova funkcia Eulerova veta

Eulerova veta

Veta (Eulerova veta)
Nech a € Z, n € N sii také, Ze gcd(a, n) = 1. Potom plati

a#"M =1 (mod n).

Veta (Mala Fermatova veta)
Nech a € Z a p je prvocislo. Potom plati

a”'=1 (mod p).
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Eulerova funkcia Eulerova veta

Malad Fermatova veta

Veta (Mala Fermatova veta)
Nech a € Z a p je prvocislo. Potom plati

a”1=1 (mod p).

Ekvivalentne: Pre lubovolné a € Z plati

aP =a (mod p).
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

V celych Eislach pre rovnicu

X]_+"'+Xk:n

> ("If;l) je pocet rieseni takych, ze x; > 0;

.> (Zj) je pocet rieseni taky?ch, ze x; > 1. .
Vieme nie€o povedat o pocet riedeni, ak budeme mat aj horné
ohraniéenia?
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

Priklad

Kol'ko existuje rieseni rovnice
x1+x+x3=15

v nezapornych celych €isla takych, ze x; < 3, xp <6, x3 < 127

Princip zapojenia a vypojenia



Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

S ={(x1,x2,x3) € Z% x; + x» + x3 = 15,
0<x3<3,0<x<6,0<x3<12}

X ={(x1,x,x3) € Z3x1+x +x3=15,0<x1,0 < x2,0 < x3}
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ESteraz x3 + -+ +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

S ={(x1,x2,x3) €Z3;x1 + xp + x3 = 15,
0<x <3,0<x<6,0<x <12}

AL = {(x1,x2,x3) € X; x1 > 4}
Ay = {(x1,%,x3) € X;x0 > 7}
Az = {(x1, %, x3) € X; x5 > 13}

S| =X\ (AL U Ay U As)l.
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

|A1 N A3 =0
|A2 N Az| =0
|A; N A N Az| =0



Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

(0.0 6
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

0+3+12 0+4+11 0+5+10 0+6+4+9
142412 1+3+11 144+10 14+5+9
1+46+8 241+12 242411 243410
2+44+9 24548 246+7 3+0+12
3+1+11 342410 34+3+4+9 3+4438
3+5+7 34646
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

Priklad

Aky je pocet celoCiselnych rieseni rovnice
X1+ Xo + X3 = 11

takych, zeplati0 < x; <3,0<x <4a0<x3 <67

11=1+4+6
11=24+3+6
11=2+4+5
11=3+2+6
11=3+3+5
11=3+4+4
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

X = {(xl,xz,X3)€Z3;x1+x2 +x3 =11,x; > 0}
A1 = {(x1,x2,x3) € X;x; > 0,x1 > 4}
Ar = {(x1,x2,x3) € X;x; > 0,x2 > 5}
Az = {(x1,x2,x3) € X;x, > 0,x3 > 7}
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

iworon=(3)-()- () - () () < ()

=78-36-28—-15+6+1=6
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

x1+x0+x3=11
0<x<3,0<x<4a0<x3<6

nn=3-x
Y2=4—x
3=6—-x3

0<y1<30<y,<4a0<y;<6

x1+x+x3=11
B—x1)+(4—x)+(6—x3)=13-11
nty+y3=2
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Esteraz x3 + - +x, =n

Rovnica x; + - - - + xx = n s obmedzeniami

X1+ x0+x3 =11
0<x<3,0<xx<4a0<x3<6

Yit+y2+y3=2
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