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De�nícia Fibonacciho a Lucasových £ísel

Fibonacciho £ísla

De�nícia
Pre n ∈ N0 de�nujeme Fibonacciho £íslo Fn rekurentne, pomocou
podmienok F0 = 0, F1 = 1 a

Fn+2 = Fn+1 + Fn. (1)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

n 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Fn 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181
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De�nícia Fibonacciho a Lucasových £ísel

Záporné indexy

Fn+2 = Fn+1 + Fn

Niekedy sa nám môºem hodi´ pracova´ s Fn aj pre záporné indexy n.

n 1 0 −1 −2 −3 −4 −5 −6 −7 −8 −9

Fn 1 0 1 −1 2 −3 5 −8 13 −21 34
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De�nícia Fibonacciho a Lucasových £ísel

Záporné indexy

Niekedy sa nám môºem hodi´ pracova´ s Fn aj pre záporné indexy n.

n 0 −1 −2 −3 −4 −5 −6 −7 −8 −9

Fn 0 1 −1 2 −3 5 −8 13 −21 34

F−n = (−1)nFn
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Základné vlastnosti Fibonacciho £ísel

Binetov vzorec

Fn vyjadríme pomocou

φ =
1+

√
5

2

ψ =
1−

√
5

2

t.j. pomocou kore¬ov rovnice x2 − x − 1 = 0.

φ+ ψ = 1

φ− ψ =
√
5

φ · ψ = −1
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Základné vlastnosti Fibonacciho £ísel

Binetov vzorec

Tvrdenie
Pre ©ubovo©né n ∈ N0 platí:

Fn =
φn − ψn

φ− ψ
=
φn − ψn

√
5

(2)
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Základné vlastnosti Fibonacciho £ísel

Binetov vzorec

Fn+2 = Fn+1 + Fn

=
φn+1 − ψn+1

√
5

+
φn − ψn

√
5

=
φn+1 + φn

√
5

− ψn+1 + ψn

√
5

=
(φ+ 1)φn

√
5

− (ψ + 1)ψn

√
5

=
φ2 · φn

√
5

− ψ2 · ψn

√
5

=
φn+2 − ψn+2

√
5
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Základné vlastnosti Fibonacciho £ísel

Binetov vzorec

φn+2 = φn+1 + φn

ψn+2 = ψn+1 + ψn
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Základné vlastnosti Fibonacciho £ísel

Binetov vzorec

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= φ =

1+
√
5

2
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Fibonacciho £ísla a matice

Fibonacciho £ísla a matice

(
1 1
1 0

)n

=

(
Fn+1 Fn
Fn Fn−1

)
(3)

(
An+1

An

)
=

(
1 1
1 0

)n (
A1

A0

)
(4)
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Fibonacciho £ísla a matice

Fibonacciho £ísla a matice

A =

(
1 1
1 0

)
A2 = A+ I

χA(t) = t2 − Tr(A)t + det(A) = t2 − t − 1
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Fibonacciho £ísla a matice

Cassiniho identita

Tvrdenie (Cassiniho identita)

Fn+1Fn−1 − F 2

n = (−1)n (5)

det

(
Fn+1 Fn
Fn Fn−1

)
= Fn+1Fn−1 − F 2

n = (−1)n
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Fibonacciho £ísla a matice

Cassiniho identita

Figure: Cassiniho identita.
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Fibonacciho £ísla a matice

Cassiniho identita

Figure: Missing square puzzle
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Fibonacciho £ísla a matice

Cassiniho identita

Fn+1Fn−1 − F 2

n = (−1)n

Fn+1

Fn
− Fn

Fn−1

=
(−1)n

FnFn−1
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Fibonacciho £ísla a matice Diagonalizácia a Binetov vzorec

Diagonalizácia a Binetov vzorec

A = P

(
φ 0
0 ψ

)
P−1

An = P

(
φn 0
0 ψn

)
P−1
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Fibonacciho £ísla a matice Diagonalizácia a Binetov vzorec

Diagonalizácia a Binetov vzorec

(
Fn+1 Fn
Fn Fn−1

)
= P

(
φn 0
0 ψn

)
P−1

Fn = c1φ
n + c2ψ

n
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Fibonacciho £ísla a matice Diagonalizácia a Binetov vzorec

Diagonalizácia a Binetov vzorec

c1φ
n + c2ψ

n = Fn

c1 + c2 = 0

c1φ+ c2ψ = 1

c1 =

det

(
0 1
1 ψ

)
det

(
1 1
φ ψ

) =
−1

ψ − φ
=

1√
5

c2 =

det

(
1 0
φ 1

)
det

(
1 1
φ ψ

) =
1

ψ − φ
= − 1√

5
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Fibonacciho £ísla a matice Diagonalizácia a Binetov vzorec

Diagonalizácia a Binetov vzorec

Fn =
φn − ψn

φ− ψ
=
φn − ψn

√
5
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Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

▶ Po£et dláºdení mrieºky rozmerov 1× n dlaºdicami ve©kostí
1× 1 a 1× 2.

▶ Po£et vyjadrení £ísla n ako sú£tu jednotiek a dvojok.
▶ Chceme prejs´ n schodov tak, ºe kaºdým krokom stúpame

o jeden alebo o dva schody vy²²ie. Ko©ko je moºností, ako sa
to dá urobi´?
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Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Figure: Dláºdenia mrieºky 1× n pre n = 1, 2, 3, 4
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Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Figure: Dláºdenia mrieºky 1× n pre n = 5, 6
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Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Kombinatorická interpretácia Fibonacciho £ísel

Tvrdenie
Po£et dláºdení mrieºky rozmerov 1× n pomocou dlaºdíc rozmerov

1× 1 a 1× 2 je rovný Fn+1.
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Identity a sumy s Fibonacciho £íslami Niektoré vlastnosti Fibonacciho £ísel

Konvolu£ná vlastnos´

Tvrdenie (Konvolu£ná vlastnos´)

Pre ©ubovo©né m, n ∈ N0 platí

Fm+n = FmFn+1 + Fm−1Fn (6)

(
1 1
1 0

)m (
1 1
1 0

)n

=

(
1 1
1 0

)m+n

(
Fm+1 Fm
Fm Fm−1

)(
Fn+1 Fn
Fn Fn−1

)
=

(
Fm+n+1 Fm+n

Fm+n Fm+n−1

)
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Identity a sumy s Fibonacciho £íslami Sumy obsahujúce Fibonacciho £ísla

Sú£et prvých n Fibonacciho £ísel

Sn =
n∑

k=0

Fn

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Sn 0 1 2 4 7 12 20 33 54 88
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Identity a sumy s Fibonacciho £íslami Sumy obsahujúce Fibonacciho £ísla

Sú£et prvých n Fibonacciho £ísel

Sn =
n∑

k=0

Fn

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Sn 0 1 2 4 7 12 20 33 54 88

n∑
k=0

Fn = Fn+2 − 1
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Identity a sumy s Fibonacciho £íslami Fibonacciho £ísla a binomické koe�cienty

Suma Fn+1 =
∞∑
k=0

(
n−k
k

)

Fn+1 =
∞∑
k=0

(
n − k

k

)
(7)

Fn+1 =

(
n

0

)
+

(
n − 1

1

)
+

(
n − 2

2

)
+ . . .
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Identity a sumy s Fibonacciho £íslami Fibonacciho £ísla a binomické koe�cienty

Suma Fn+1 =
∞∑
k=0

(
n−k
k

)
(
0

0

)
= 1 = F1(

1

0

)
= 1 = F2(

2

0

)
+

(
1

1

)
= 1 + 1 = 2 = F3(

3

0

)
+

(
2

1

)
= 1 + 2 = 3 = F4(

4

0

)
+

(
3

1

)
+

(
2

2

)
= 1 + 3 + 1 = 5 = F5(

5

0

)
+

(
4

1

)
+

(
3

2

)
= 1 + 4 + 3 = 8 = F6(

6

0

)
+

(
5

1

)
+

(
4

2

)
+

(
3

3

)
= 1 + 5 + 6 + 1 = 13 = F7(

7

0

)
+

(
6

1

)
+

(
5

2

)
+

(
4

3

)
= 1 + 6 + 10 + 4 = 21 = F8

Fibonacciho £ísla



Identity a sumy s Fibonacciho £íslami Fibonacciho £ísla a binomické koe�cienty

Suma Fn+1 =
∞∑
k=0

(
n−k
k

)

(
0

0

)(
1

0

) (
1

1

)(
2

0

) (
2

1

) (
2

2

)(
3

0

) (
3

1

) (
3

2

) (
3

3

)(
4

0

) (
4

1

) (
4

2

) (
4

3

) (
4

4

)(
5

0

) (
5

1

) (
5

2

) (
5

3

) (
5

4

) (
5

5

)(
6

0

) (
6

1

) (
6

2

) (
6

3

) (
6

4

) (
6

5

) (
6

6

)(
7

0

) (
7

1

) (
7

2

) (
7

3

) (
7

4

) (
7

5

) (
7

6

) (
7

7

)

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
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