Kombinatorické principy
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sa da dostat ako Specidlny pripad hokejkovej identity .

Uloha 1. Ukézte, Ze rovnost

Uloha 2. [E| 5.E15] Ukéite, Ze podet usporiadanych trojic (z,y,z) takych, ze z,y,z €
{1,2,...,n+ 1} a z > max{z,y} sa d4 dvoma spdsobmi vyjadrit ako

n
1 1
se= () (")
k=1
Poznéte nejaké iné vyjadrenia pre sicet prvych n druhych mocnin? Zhoduje sa vysledok
s tym, ¢o vyslo tu?

. n

Uloha 3. Vedeli by ste dostat nejaké vyjadrenie pre Y. k? vyuzitim rovnost{ k% = 2(’2“) +k
k=1

resp. k2 = 2(’“;1) —k?

n
Uloha 4. Vedeli by ste dostat nejaké vyjadrenie pre > k% vyuzitim k? = (g) + (kgl)?
k=1

Uloha 5. Zdévodnite, ze (Z) = (nﬁk) (Pre vSetky pripustné hodnoty & a n.)

Uloha 6. Kolko je Stvorcifernych &sel, kde vietky cifry st parne?
Kolko z nich je delitelnych Styrmi?

Uloha 7. Kolko sa d4 zostavit 5-cifernych kédov pouzivajucich ¢islice {0, 1,2, ...,9} takych,
kde prave n cifier je neparnych.

Uloha 8. Kolkymi spésobmi mézeme polozit tri

a) rovnaké

b) rézne

sachové figurky na Standardnd sachovnicu 8 x 8, ak sa ziadne z nich nesmu nachddzat v tom
istom riadku ani v tom istom stipci.

Uloha 9. Dvanést Studentov sa pripravuje na Statnice a chet sa rozdelit na tri skupiny:
Dvaja vypracuju otazky z kombinatoriky, piati vypracuju otdzky z matematickej analyzy,
piati vypracuju otazky z linearnej algebry. Kolkymi spdsobmi sa mézu rozdelit?

Uloha 10. Kolkymi sposobmi je mozné vybrat 11-¢lenny futbalovy tim a 5-¢lenny basket-
balovy tim z 30-tich studentov, ak

a) Nikto nebude v oboch timoch.

b) Lubovolny pocet studentov méze byt v oboch timoch.

¢) Najviac jeden student bude v oboch timoch.

Uloha 11. Senét pozostéva zo 100 sendtorov z 50-tich Statov, kazdy §tat je reprezentovany
dvomi sendtormi. Kolkymi sposobmi je mozné zvolit Stvorclenny vybor ked pozadujeme, aby
vo vybore neboli dvaja senatori z toho istého statu?



Uloha 12. Chceme vybrat 6 ¢lenov disciplindrnej komisie spomedzi Styroch Studentov a
Osmich ucitelov. Kolkymi spdsobmi sa to da urobit, ak v komisii musia byt aspon traja
Studenti?

Uloha 13. Desat $tudentov sedi v jednom rade. Pretoze Harry a Hermiona neustile vyru-
Sovali, nesmu sediet vedla seba. Kolkymi sp6sobmi sa vedia Studenti usadit?

Aky pocet moznosti dostanem, ak mam troch studentov, z ktorych ziadni dvaja nesmu
sediet vedla seba?

Uloha 14. Méme Standardny balidek 52 kariet (t.j. {4,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K} x
{d, ®, &, ¥}). Kolkymi sposobmi sa d& vybrat 10 kariet tak, aby sme vSetky karty mali
roznej hodnoty. (T.j. nevyskytni sa dve esd, dve dvojky, atd.)

Uloha 15. Kombinatorickou tivahou dokézte:
n n—3\ (n-1 + n—2 + n—3
k k) \k-1 k—1 k—1)
(Névod: Pozerajte sa na podmnoziny vhodnej mnoziny, ktoré obsahuje tri zvolené prvky.)
Uloha 16. Kombinatorickou tvahou dokazte:
n n m m+n m n
m n= — — .
2 2 3 3 3
(Hint: Mozete sa pozerat na vyber trojélennej komisie spomedzi m muzov a n Zien.)

Uloha 17. Overte vypoétom aj kombinatorickou tvahou rovnost:
2 2n —1
()=
n n—1

[E] Arthur Engel. Problem Solving Strategies. Springer, New York, 1998. Problem Books in
Mathematics.
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Pocitanie moznosti

Uloha 1. Kolko je celociselnych rieseni rovnice 1 + xo + - - - + x5 = 31 takych, ze x; > ¢ pre
i=1,2,...,5.

Uloha 2. Kolko existuje celociselnych rieseni rovnice 2x1 4+ 222 + x3 + ©4 = 12 takych, ze
x; € No? (Hint: Mo6Ze pomdct zamysliet sa nad paritou ¢isel z3 a x4.)

Uloha 3. Zdovodnite, Ze pre kazdé k € Ny je C¥ celé éfslo, t.j. 6% | (3k)!.

6k
Uloha 4. Ukéite, Ze pocet moznosti ako vybrat k-prvkovi podmnoZinu z {1,2,...,n} tak,
ze nebude obsahovat susedné ¢isla, je prave ("J;H). (Hint 1: Chceme vlastne ¢isla aq, . . ., ag

také, ze a1 < ag — 1, az < a3z — 1, atd. Hint 2: D4 sa tloha previest nejako vhodne na
pocitanie rieseni x1 + x2 + - - - + T + Tr+1 = n s nejakymi vhodnymi obmedzeniami. Hint 3:
Ak mate napad na nejaké celkom iné riesenie, nedajte sa pomylit moznostami naznacenymi
v predoslych dvoch hintoch.)

Binomické koeficienty

Uloha 5. Nech A, B st §tvorcové matice rovnakej velkosti a nad tym istym polom.
a) Plati pre matice binomickd veta v tvare

(I+B)" = g (Z)B’a

pricom (ako obvykle) berieme BY = I?
b) Plati pre matice aj takdto podoba binomickej vety?

(A+B)" = Z (Z) Akprt

k=0

c) Vedeli by ste prist aspon na nejaké postacujiice podmienky, kedy pre matice funguje
binomicka veta?

Uloha 6. Vedeli by ste kombinatorickou tvahou zdévodnit, ze pocet podmnozin n-prvkovej
mnoziny, ktoré maju parny pocet prvkov, je taky isty, ako pocet podmnozin s neparnym
poc¢tom prvkov? Viete napriklad dostat nejaka bijekciu medzi mnozinou vsetkych parnych
podmnozin a mnozinou vsetkych neparnych podmnozin?

Uloha 7. Co sa stane, ak do binomickej vety dosadime t = +i? Vedeli by ste na zéklade
toho odvodit identitu, ak sc¢itujeme v riadku Pascalovho trojuholnika kazdy stvrty binomicky
koeficient?

i(n) 2 (i)t (1) 2" 42" cos BF

P 4k 4 2

= ¢2™/3_ t.j. komplexné rieSenie rovnice z® = 1. Ukdzte, 7e

Uloha 8. Oznadéme w = 1*7‘/‘;”

f’: (n) 2+ (14 w)"+ (14w 2" +2cos
= 3k 3 3
Uloha 9. Vedeli by ste fakt, 7e vyrazy

2] ()

k=0



n
. ;. , vep . . ny __ n—19
predstavuju td istd sumu pouzit na odvodenie rovnosti kzo k( k) =n2" 7

Uloha 10. Rovnost z predoslej tlohy sa dé ekvivalentne prepisat ako

k=0 _n
AL 2
a v takejto podobe ju mozeme intepretovat ako: Priemernd velkost podmnoziny {1,2,...,n}

je 5. Da sa aj takyto pohlad pouzit na dokaz tejto rovnosti? (Aj ked sa dd povedaf, ze to je
skoro velmi podobné na argument naznaceny v predoslej ilohe.)

Uloha 11. Aky je pocet ciest po mriezke z bodu (0,0) do (k,n) takych, ze v kazdom
kroku sa posunieme doprava alebo nahor (t.j. kazdy krok je tvaru (i,j) — (¢ + 1,7) alebo
(i,4) — (i,7 + 1))? Priklad povolenej cesty je na obrézku

S =10,0 k=5

Obr. 1: Priklad cesty v mriezke



Binomické koeficienty

Ukéazeme na prednaske:

k(Z) :n(z‘i). 1)
(0)-5G) ®

Uloha 1. Nech n € Ny. Zistite, pre ktoré k € Z plati nerovnost (}) < (j41) a pre ktoré k
plati obratena nerovnost.

Uloha 2. Ukézte. Ze pre n,k € Z také, 7e 0 < k < n plat (
rovnost pouzit na rieSenie tlohy [I?

kil) = Z%_’f(g) D4 sa tato

Uloha 3. Dokéite, 7e pre n, k,1 € Ny plati

n\ (k\ _[(n\[(n-—1

E)\1t) \1)\k-1)
Uloha 4. Vedeli by ste nijst nejakd kombinatorickd interpretdciu, ktorou sa da odvodit
nasledujica rovnost? Alebo by ste ju vedeli s pouzitim niektorej identity z tejto ¢asti previest

na int znadmu sumu? .
n
k =n2"!

> k(y) =n

k=0
Uloha 5. Dokéazte, ze pre n € Ny plati:

n\ Y\ one2

=) £ ()
0<k<n 0<k<n

k je parne k je neparne

Uloha 6. Dok4zte rovnost

Sk (Z) —n(n+1)2"2.

Uloha 7. Dokézte rovnost

3 k(k—1) (Z) = n(n—1)2"2

k=0

Uloha 8. D4 sa vyraz 77 () upravit nejakym sposobom, ktory by ném pomohol pri vy-

n
jadren{ sumy Y =5 (1)?
k=0

Uloha 9. Dokéazte, ze pre n € Ny plati

> (1) -(7)



Princip zapojenia a vypojenia

Tieto ulohy st sCasti zamerané na princip zapojenia a vypojenia a scasti na niektoré pojmy,
ktoré sme stretli v kapitole o PIE (napriklad permutdcie bez pevného bodu, Eulerova funkcia).
Ak D,, oznacuje pocet permutéacii bez pevného bodu, tak plati:

Dy = (n—1)(Dp-1+ Dpn_2) (1)
no 1k
D,, = n! (kl') :n!<1—1+;—31!+---+(—1)";!) (2)

Eulerova funkcia:

() = |{k € N;1 < & < n,ged(k,n) = 1}|

p
pln
k k
o) =[@7 -7 ) =]]py (-1
j=1 j=1

Pocet celociselnych rieseni rovnice x1 + x2 + - - - + z, = n vyhovujicim podmienke z; > 0

. . ntk—1 . . . ne1\ ..~ s
je prave ( o1 ) a pri podmienke x; > 1 dostaneme presne (kfl) rieseni.

Uloha 1. Ukéite, Ze
D, =nD,_, + (-1)", (3)

plati pre vsetky n € N.

Uloha 2. Ukézte rovnost matematickou indukciou a pouzitim . (T.j. bez pouZitia
principu zapojenia a vypojenia.)

Uloha 3. UvaZujme permuticie mnoziny {1,2,...,n}. Ako sa d& vyjadrit pocet permutécif,
ktoré maja prave k pevnych bodov?

Uloha 4. Ukézte, 7e pre n € Ny plati

nl = Zn: (Z)Dk - ]:O (n”k>Dk.

Uloha 5. Ukézte, ze pre lubovolné n € Ny plati n = > (d). (Hint: Moze pomoct skisit
nejako ratat, kolko je takych k € {1,2,...,n}, pre ktorédlgcd(k:7 n) =d.)
Uloha 6. Ukézte, 7e pre n > 2 je ¢(n) parne &slo.
Uloha 7. Kolko existuje rieseni rovnice
T+ o+ 23 =15
v nezapornych celych ¢isla takych, ze 1 < 3, x2 <6, 3 < 127
Uloha 8. [R] Example 8.6.1] Aky je pocet celociselnych rieSeni rovnice
1+ a9+ 23 =11

takych, ze plati 0 < x7 < 3,0< 22 <4 a0 <x3 <67



Uloha 9. Kolko existuje §tvoric celych &sel takych, ze plati
T+ To+ 3+ 24 = 32
a sucasne 0 < z; < 10.

Uloha 10. B, 2.21] Kolko existuje celoéiselnych rieSeni rovnice x1 + 22 + x3 + x4 = 17
takych,ielgzl§3,2§z2§4,3§x3§5,4§x4§6?

Uloha 11. Kolko existuje celoéiselnych rieSeni rovnice
x1 + 2o+ 2x3+24 =19
takych, ze 2 <21 < 4,3 <22, <6,4< 123 <6, x4 >2.
Uloha 12. Kolko prirodzenych ¢sel n < 1000 je delitelngch dvojkou alebo sedmickou?

Uloha 13. Bl 2.44] Kolko existuje prirodzenych ¢&isel bez Stvorcov, ktoré nepresahuji 1007
(Prirodzené &islo m je ¢islo bez $tvorcov, ak pre k € N z k? | n vyplyva k = 1. Inak povedané,
nie je delitelné Ziadnou netrividlnou druhou mocninou.)

Hint: Pomdze zamysliet sa nad tym, ako moze vyzeratf prvociselny rozklad ¢isla bez stvor-
Cov.

Uloha 14. Kolko existuje celoéiselnych rieSeni rovnice aq + 2 + 23 + 24 = 26 takych, ze
2<x; <T7prei=1,2,3,47

Uloha 15. Kolko existuje celoéiselnych rieseni rovnice
r1 + x0 + 3 =18
v nezapornych celych ¢islach takych, ze 0 <z <6,4 <29 <9, 7< 23 < 14.

Uloha 16. IKl, Cvicenie 4.9] Dvaja uditelia skiiSaju sti¢asne skupinu 4 Studentov, kazdy jeden
predmet. Kazdy student odpovedd z jedného predmetu 30 minut. Kolko existuje rozvrhov
skisania, ak pozadujeme, aby sktsky skoncili za dve hodiny?

Uloha 17. Uvazujme rieSenia rovnice 1 4 z 4+ 25 = 48 v nezdpornych celych &slach
a) Kolko existuje riesen{ takych, kde vsetky tri ¢isla 1, x9, 23 si rozne?
b) Kolko existuje rieseni takych, ze x1 < xo < x3?

Uloha 18. Kolkymi sposobmi sa daji permutovat pismena slova KOMBINATORIKA tak,
aby sa neopakovali dve pismend po sebe.

Uloha 19. [K| Cvicenie 4.9], [HKS|, Example 1.6.3(iii)] Kolko estpismenkovych slov mozno
zostavit z pismen slova TIKTAK, ak dve rovnaké pismena nesmu nasledovat bezprostredne
za sebou.

Uloha 20. [Kl, Cvicenie 4.10], [HKS, Exercise 6.6(iii)], [M, Example 4.4(a)], [V, Problem 214]
Kolkymi spésobmi mozno do radu usadit troch Angli¢anov, troch Franctizov, troch Talianov
tak, aby ziadni traja krajania nesedeli vedla seba.

Uloha 21. [HKS| Exercise 6.3(iv)] Kolkymi spésobmi sa d4 ulozit n vezi na $achovnicu n xn
tak, aby kazdé policko bolo obsadené alebo ohrozené niektorou z nich? (Odpoved: 2n™ — n!.)
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1 Zakladné pojmy, suvislost, stromy

Uloha 1.1. Dokézte: Pre lubovolné 2 vrcholy u, v Petersenovho grafu existuje automorfizmus
f Petersenovho grafu taky, ze f(u) = v. (Ndzov automorfimus znamend izomorfizmus grafu
G s tym istym grafom G.)

Obr. 1: Petersenov graf

Uloha 1.2. Definujme graf G nasledovne. Nech M = {1,2,3,4,5}. Mnozinu vrcholov V
budt tvorit vsetky dvojprvkové podmnoziny mnoziny M. Dva vrcholy A, B C M budi spo-
jené hranou ak A N B = (). Dokézte, Ze je to vlastne Petersenov graf (teda Ze je izomorfny
s Petersenovym grafom). Vedeli by ste pouzit tento popis na dékaz toho, ze

a) pre lubovolné 2 vrcholy u a v existuje automorfimzus Petersenovho grafu taky, ze f(u) = v,
b) pre Iubovolné 2 dvojice susednych vrcholov (u,v) a (u/,v") existuje automorfimzus Peter-
senovho grafu také, ze f(u) =u' a f(v) =/,

¢) pre lubovolné 2 dvojice nesusednych vrcholov (u,v) a (u/,v") existuje automorfimzus Pe-
tersenovho grafu také, ze f(u) = a f(v) =v'.

Uloha 1.3. Dokézte: V kazdom grafe, ktorj mé asponi dva vrcholy, existuji dva (rozne)
vrcholy, ktoré maju rovnaky stuper.

Uloha 1.4. Nech G = (V, E) je graf. Pre lubovolné dva vrcholy u, v grafu G definujme reldciu
~ na mnozine V tak, ze u ~ v prave vtedy, ked existuje cesta z u do v. Ukazte, ze tato relacia
je relacia ekvivalencie na mnozine V. Triedy ekvivalencie ~ nazyvame komponenty sdvislosti
grafu G.

Uloha 1.5. Nech G = (V, E) je lubovolny graf a C' je niektory jeho komponent sivislosti.
Ukazte, ze indukovany podgraf na mnozine C' je suvisly.

Uloha 1.6. Ukéazte, 7e pre kazdy vrchol u grafu G je jeho komponent stvislosti rovny
najvacsiemu indukovanému podgrafu obsahujicemu vrchol u.

Uloha 1.7. Dokézte: Stvisly graf na n vrcholoch mé aspoii n — 1 hrén.

Uloha 1.8. Ukéite, 7e kazdy strom je minimalny savisly graf, t.j. vynechanim Iubovolného
vrcholu vznikne nesivisly graf. (Hint: D4 sa pouzit tvrdenie o tom Ze pridanie ¢i vynechanie
vrchola stupna 1 neovplvyni to, Ze dany graf je strom.)



Uloha 1.9. Ukéite, Ze ak T je strom, tak pre Iubovolné dva vrcholy z,y € V(T) existuje
prave jedna cesta z x do y. (Hint: D4 sa pouzit tvrdenie o tom Ze pridanie ¢i vynechanie
vrchola stupna 1 neovplvyni to, Ze dany graf je strom.)

Uloha 1.10. Dokéazte: Graf G = (V, E) je stvisly prave vtedy, ked pre kazdy rozklad mnoziny
vrcholov V' = V; U V5 na dve neprazdne disjunktné mnoziny existuje hrana spajajica nejaky
vrchol z Vi s nejakym vrcholom z V5.

n—1

Uloha 1.11. Dokéite, 7e ak graf na n vrcholoch mé aspon ( N

) + 1 hran, tak je sivisly.
Ukéazte na priklade, ze (";1) hran nestaci.

Uloha 1.12. Nech P, a P, st dve cesty maximédlnej moznej dizky v stvislom grafe G.
Dokéazte, ze Py a P, maju spolo¢ny vrchol. Musia mat spolo¢nt hranu?

2 Rovinné grafy

Eulerova formula
v—h+s=2 (1)

Nerovnosti pre Tubovolny planarny graf resp. pre Iubovolny plandrny graf bez kruznic
dlzky 3 (za predpokladu v > 3):

h<3v-6
h<2v—4

Grafy K5 ani K33 nie s planarne.
Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupna < 5.

Uloha 2.1. Ukéite, Ze kazdy plandrny graf obsahuje vrchol stupna nanajvys 5.
Uloha 2.2. Ukéite, 7e ak G je planarny graf, tak aj kazdy jeho podgraf je planirny.
Uloha 2.3. Ukéite, 7e pre n < 4 st vietky grafy na n vrcholoch planarne.

Uloha 2.4. Ukéite, ze graf G (nie nutne suvisly) plati rovnost v —h+s = 1+ ¢, kde ¢
oznacuje pocet komponentov suvislosti.

Uloha 2.5. Ukéite, Ze pre lubovolné (nie nutne stvisly) graf G plati nerovnost h < 3v — 6.
D4 sa odvodit o Cosi silnejsia nerovnost, v ktorej bude vystupovat aj pocet komponentov
suvislosti grafu G7

Uloha 2.6. Nech G je graf na n vrcholoch a n > 11. Dokéite, Ze potom graf G alebo jeho
komplement nie je planarny.

Uloha 2.7. Ktoré z nasledujicich grafov st rovinné? Zdévodnite!




Uloha 2.8. Ktoré z nasledujicich grafov st rovinné? Zdévodnite!

Uloha 2.9. Ktoré z nasledujicich grafov st rovinné?

P Z2SN
47 Wy
)

>
AP




Farbenie grafov a bipartitné grafy

Uloha 1. Néjdite ofarbenie vrcholov Petersenovho grafu troma farbami. D4 sa Petersenov
graf ofrabif dvoma farbami?

Eulerovské grafy

Uloha 2. Ukézte, ze stvisly graf v ktorom vietky vrcholy maji parny stupeii méa eulerov-
sky fah. (Hint: Uvazujte najdlhsi moZny tah v nasom grafe. D4 sa ukézat, Ze musi konéit
v rovnakom vrchole, kde zacal? D4 sa ukdzat, Ze obsahuje vSetky hrany?)

Uloha 3. Plati charakterizdcia grafov s eulerovskym tahom aj ak povolime slucky a ndsobné
hrany?

Q 0

HA@

Obr. 1: Grafy zodpovedajice platénskym telesim

Uloha 4. Ukéite, 7e charakterizdcia eulerovskych grafov (ako suvislych grafov, kde kazdy
vrchol mé péarny stupen) plati aj ak v grafoch povolime slucky a ndsobné hrany.

Uloha 5. Ktoré z grafov zodpovedajuicich platénskym telesim maji uzavrety eulerovsky tah
(obr. [1)?

Uloha 6. Pre ktoré n mé graf K,, uzavrety eulerovsky tah?
Pre ktoré m, n mé graf K,, , uzavrety eulerovsky tah?

Uloha 7. Majui dané grafy (uzavrety) eulerovsky fah? Ak dno, najdite aspon jeden.

Oy

Hamiltonovské grafy

Ak graf G ma hamiltonovskt kruznicu, tak pre pocet kompentov po vynechani neprizdnej
mnoziny vrcholov plati ¢(G — S) < |S].
Ak parny graf mé& hamiltonovskt kruznicu, tak plati |Vi| = [Va].
e Ore: Nech G je graf na n > 3 vrcholoch. Ak stcet stupnov Tubovolnych dvoch vrcholov,
ktoré nie st spojené hranou, je aspon n, tak G ma hamiltonovskt kruznicu.
o Dirac: Ak v grafe na n vrcholoch mé kazdy vrchol stupeti asponi 5, tak G' méa hamilto-
novsku kruznicu.



e Bondy a Chvatal: Nech u, v si nejaké nesusedné vrcholy grafu G také, ze
deg(u) + deg(v) > n.

Potom G 4 wv mé hamiltnovskd kruznicu préave vtedy, ked G’ méd hamiltonovskt kruz-
nicu.

Uloha 8. Njdite hamiltonovské kruznice pre grafy zodpovedajtice platénskym telesdm (obr.

).
Uloha 9. Ukézte, ze graf K., » méa hamiltonovskd kruznicu prave vtedy, ked m =n > 2.

Uloha 10. KL Cvicenie 9.9] Dokézte, Ze ak graf na n vrcholoch ma viac ako ("51) +1 hrén,

tak md hamiltonovsku kruznicu. Ukdzte na priklade, Ze ("gl) +1 hran nestaci. (Hint: Mozno
poméze Oreho veta.)

Uloha 11. Ukézte, e ak z Petersenovho grafu vynechdme niektory vrchol, tak vysledny graf
mé hamiltonovski kruznicu. (Zo starsich tloh vieme, Ze vynechanim Iubovolného vrchola
dostaneme izomorfny graf.)
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Fibonacciho ¢isla

FQ = 0, F1 =1la
Fpyg = Foy1 + Fy. (1)

sDniwn SDniwn
Fn: =
-1 VB

1 1\" (F.a F,
(o) - (a2 @
Cislo F,11 vyjadruje:

e Pocet dlazdeni mriezky rozmerov 1 x n dlazdicami velkosti 1 x 1 a 1 x 2.

e Pocet vyjadreni ¢isla n ako sictu jednotiek a dvojok.

e Chceme prejst n schodov tak, ze kazdym krokom stipame o jeden alebo o dva schody
vyssie. Kolko je moznosti, ako sa to da urobit?

Uloha 1 (Cassiniho identita).
Fn+1Fn—1 _Fr% = <_1)n <4)

Uloha 2. Pre Iubovolné m,n € Ny plati

Fm+n :FanJrl"_mean (5)
7 toho dostaneme:
F2n :F71,(Fn+1 +Fn—1) (6)
Fony1=Fo + F} (7)
Uloha 3. Ukézte, ze plati
Y Fy=Fup—1 (8)
k=0

Uloha 4. Ukézte, ze plati

R =3 ("% )

k=0

Uloha 5. Ukéite, ze plati:

Z Fop = Fopy1 — 1
k=0

n
ZF%H = Fopyo
k=0
Uloha 6. Dokézte, ze pre n € Ny plati

> F?=F,F.
k=0
Uloha 7. Ukézte, ze pre kazdé n € Ny plati

Py = zn: <Z> F.

k=0



Linearne rekurencie

Ay =cpAp i+ cp2An_o+ -+ c1Ap_iy1 + coAn_i (10)
Charakteristickd rovnicas:

2 =" 0+ oz + o (11)
Veta 8. UvazZujme rekurenciu (10) a predpokladajme navyse, Ze charakteristickd rovnica
b = cp12 Ve axh 2 + o+ 1z + o nemd ndsobné korene. Oznadme korene tejto
rovnice v C ako ag,aq, ..., ay.

Potom pre kazdé riesenie (A,) rekurencie (LO) existuji koeficienty do,dq,...,dy tak, Ze

A, = doag + drat + - - + day.

Inak povedané, postupnosti (o] )22, pre i = 0,1,...,k tvoria bizu priestoru postupnosti vy-
hovujicich rekurencii .

Veta 9. Uvazujme rekurenciu . Nech « je s-ndsobny koren je charakteristickej rovnice.
Potom:

a) Postupnosti o™, na™,n?a™,. .., n*~ta™ vyhovuji rekurencii .

b) Ak pre kazdy koren zoberieme postupnosti takéhoto tvaru, tak spolu dostaneme bdzu pries-
toru vietkych postupnosti spliajicich .
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