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Kapitola 1
Uvod

Tento text je do znacnej miery zamyslany ako doplnok k predmetu 1-MAT-725 Diskrétna
matematika (2). Samozrejme, nie je to tak, ze by veci v texte boli iplne totozné s tym, ¢o sa
vyskytne na prednaskach a cviceniach.

e Nie kazdy skolsky rok sa stihne prebrat to isté.

e Navyse sa predmet mdze trochu vyvijat — postupom ¢asu mozno pribudnt nejaké témy,

ktoré budem chciet pridat. A naopak, niektoré mozno vynecham.

e A azda nie je na skodu obcas sem dat nejaké veci, ktoré si zaujimavé a suvisia s pre-

beranou latkou — aj ked na hodine sa prebrat nestihnu.

Tento text sa bude postupom casu vyvijat — ¢ize verziu, ktortt mate pre sebou, urcite
nepovazujte za findlnu. V texte takéhoto rozsahu sa urcite vyskytni aj chyby a preklepy;
budem sa ich v rdmci svojich moznosti snazit postupne opravovat.

Na niektorych miestach sice uvediem detailné dokazy — ale ¢asto nejaké dokazy (najmé
jednoduchsie) nechdm ako cvic¢enia. Takisto na vela miestach priddm iba odkaz na literatiru,
kde sa da najst dokaz.

Aj pri tych tvrdeniach ¢&i prikladoch, kde je v texte uvedeny dokaz, je urcite pre Citatela
uzitocné ak sa najprv samostatne zamysli nad tym, ¢i by mal aspon nejaké napady, ktorym
smerom by sa dalo uberat — pripadne ¢ by dany problém vedel vyriesit aj samostatne. (Aspon
pri tych jednoduchsich dékazoch a tlohach by to urcite je zvladnutelné.)

1.1 Sylaby

Zakladné kombinatorické principy, funkcie a podmnoziny, permutécie a faktorialy, binomické
koeficienty, princip inklizie a exklizie, kombinatorické identity, pojem grafu, izomorfizmus,
suvislost, eulerovské a hamiltonovské grafy, stromy a kostry, pocet stromov, optimélna kostra,
rovinné grafy, farbenie grafov a map.

1.2 Literatura

1.3 Oznacdenie

Pre ¢iselné mnoziny budeme pouzivat obvyklé oznacenie C pre komplexné ¢isla, R pre redlne
¢isla, Q pre racionalne ¢isla. Symbolom Z budeme oznacovat mnozinu vsetkych celych cisel.



6 Oznacenie

V tomto texte budeme pouzivat

N={ne€Z;n>0}
No={n€Z;n>0}

t.j. N je mnozina vSetkych kladnych celych ¢isel a Ny je mnozina vSetkych nezdpornych celych
¢isel. Inak povedané, Ng = NU {0}.

Pravdepodobne ste sa uz stretli s tym, ze niektoré texty nulu rataju ako prirodzené cislo,
niektoré nie. (A uréite je to tak, Ze v roznych kontextoch méze byt niektord z tychto dvoch
moznosti prirodzenejSia. Napriklad ak chceme, aby prirodzené ¢isla predstavovali velkosti
kone¢nych mnozin, tak chceme zahrnit aj nulu ako pocet prvkov prazdnej mnoziny.) Azda
takéto oznacenie — kde priamo v zapise Ny je vyznacené, Ze su to prirodzené ¢isla vrdtane
nuly — pomdze tomu, aby v tom nebol privelky zmétok.



Kapitola 2

Kombinatorické principy

2.1 Scdéitovanie a nasobenie

2.1.1 Scitaci a nasobiaci princip

Pre Tubovolné mnoziny A, B také, Zze AN B = () plati:

|AU B| =|A| +|B].

Vseobecnejsie, ak mame mnoziny Ay, ..., A,, ktoré si po dvoch disjunktné, tak
k k
Ui =2 Il
i=1 i=1

T.j. plati
|Aj U AU+ U Ag| = |Aq| + |Ag| + -+ | Axl,

ak A; N A; =0 pre vSetky 4,5 € {1,2,...,k} také, ze i # j.

Poznamka 2.1.1. Vlastne podobné veci aké tu spominame pre sii¢et (siCin, umocnenie)
velkosti kone¢nych mnozin poznate z minulého semestra aj pre nekoneéné mnoziny — v takom
pripade oznacenie | A| oznac¢uje kardinalitu mnoziny A. Na tomto predmete sa budeme zaobe-
rat poctami prvkov najmé pre konec¢né mnoziny. Urcite nie vsetky veci, ktoré spomenieme,
platia aj pre nekoneéné mnoziny. (Pri niektorych moze byt problém uz len ich zmysluplne
v kontexte nekone¢nych mnozin sformulovat.)

Podobne vieme vypocitat aj pocet prvkov kartezianskeho sicinu. T.j. vieme, ze plati
A x B| = |A]-|B].
Indukciou to vieme Tahko rozsirit na
A1 x Ag X -+ x Ag| = |Ay| - |As] - -+ | Ag]-
Casto vSak potrebujeme poéitat pocet prvkov (n-tic, zoznamov, moznosti, usporiadani),

kde sa sice nevyskytuju tie isté prvky, ale na kazdej pozicii mame rovnaky pocet moznosti —
aj ked to nie st prvky presne z tej istej mnoziny.
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Tvrdenie 2.1.2 (Ndsobiaci princip). Ak mnoZina A pozostdva z usporiadanych k-tic, pricom
na prvej pozicii sa mozZe vyskytnit prave ny mnoznosti a pre kazZdi volbu ay,...,a;_1 mdme
prave n — 1 moznosti, ktoré sa mozu vyskytnut na j-tej pozicii, tak pocet prvkov mnoZiny A
je

k
|A\:n1~n2~~nk:Hnj.
j=1

2.1.2 Pocet permutacii a podmnozin

Ako ilustriciu ndsobiaceho principu mézeme pouzit pocet permutécii mnoziny {1,2,...,n}.
T.j. chceme vlastne pocitat injektivne zobrazenia {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

Vysktsajme to najprv pre n = 3. Ak chceme systematicky vypisat vSetky permutécie
mnoziny {1,2,3}, moézeme zacat tym, Ze si vyberieme, kam sa zobrazi ¢islo 1. Mame tri
moznosti — jednotku, dvojku, a trojku.

Ked si vyberame ¢o zvolime na druhej pozicii, tak nesmieme zopakovat prvok, ktori sme
uz vybrali na prvej pozicii. Teda mame dve moznosti.

Podobna situicia sa zopakuje na tretej pozicii. Teraz méame uz dva zakazané prvky, zostala
nam jedind moznost.

Postup, ktorym sme vytvarali permutécie, je ilustrovany nasledovnym stromom. Mézeme
si vsimnut, ze na kazdej drovni je rovnaky pocet vetveni — to je presne vlastnost ddlezita pri
nasobiacom principe.

12— 123

1
13— 132
21 — 213

—2
23 — 231
31 — 312

3
32— 321

Podobne to funguje pre viac prvkov, vidime teda, ze plati:
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Tvrdenie 2.1.3. Pocet permutdcii mnoZiny n je

nl=n-(n—1)---1.

Tymto sme stcasne zadefinovali symbol n!, ktory nazyvame faktoridl. Definitoricky polo-
zime 0! = 0.

Definicia 2.1.4. Pre k,n € N usporiadany vyber k prvkov z n-prvkovej mnoziny nazyvame
varidacia k-tej triedy z n prokov.

Tvrdenie 2.1.5. Pocet variacii k-tej triedy z n prvkov je

n-(n—1)---(n—k+1).

Rovnaky vysledok dostaneme, ak po¢itame injektivne zobrazenia {1,2,...,k} — {1,2,...,n

Pretoze sa ndm takéto nieco bude na viacerych miestach hodif, zavedme oznacenie

k-1
=a-1)(z—k+1)= H(x—z)
i=0
_ k-1
=z +1)(z+k-1)= H(x—l—z)
i=0
pre lubovolné x € R, k € N. V oboch pripadoch ide o stc¢in k c¢isel, pricom zac¢iname c¢islom

.....

Hodi sa ndm dodefinovat _
2l =20 = 1,
pre lubovolné z € R. (Je to konzistentné so vztahmi uvedenymi vyssie, ked prazdny sicin
berieme ako jednotku.)
Pre n € N vieme oba vyrazy zapisat pomocou faktoridlov.

& n!
P Y
n;’__(n,+'k-— lﬂ

(n—1)!

Zatial sme sa pozerali na pocet réznych vyberov, pri ktorych zalezalo na poradi. Co sa
stane ak nezalezi na poradi?

Pre n € Ny a k € Z zavedme oznacenie (Z) pre pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny
{1,2,...,n}. VSimnime si, Ze pre pre k < 0 aj pre k > n automaticky mame (Z) =0.

Poznamka 2.1.6. To, ze symbol (:) zavadzame aj pre k < 0 mé zmysel hlavne preto,
ze nam to zjednodusi zapis niektorych tvrdeni a dékazov — nebudeme musiet zvlast osetrit
niektoré krajné pripady. (Ale treba si ddvat aspori trochu pozor — nie tiplne vSetko ¢o uvedieme
bude platit aj pre zaporné k. Urcite miniméalne pri prvych pouzitiach tejto konvencie na nu
upozornime.)

Tvrdenie 2.1.7. Pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny pre k,n € Ny je:

<n)nk nn—1)-(n—k+1) nl

k) K ! T (n— k)& 1)

.

{suc:POZNBINOMZAPORNE}

{suc:EQBINFACT}
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Dokaz. Pre kazda k-prvkovid podmnozinu méme k! rdznych usporiadani. Mame teda dve
vyjadrenia pre variacie k-tej triedy z n-prvkov ako

“() =

(1) = e

2.1.3 Pascalova identita a Pascalov trojuholnik

7 toho dostaneme

{suc:VTPASCAL}
Veta 2.1.8. Pre lubovolné k € Z, n € Ny plati:

n+1 n n
{suc:EQPASCAL} ( i ) = (k) + (k:— 1) (2.2)

Vsimnime si najprv niekolko specidlnych pripadov, kedy st niektoré z uvedenych bino-
mickych koeficientov nulové:
e Pre k = 0 tato rovnost vlastne hovori (”6"1) =1= (3)
e Pre k =n + 1 sa tato rovnost zmeni na (Zﬁ) = (Z)
o Pre k <0 ajk >n+1 st obe strany nulové.
Teda nam zostdva zdoévodnit tito rovnost v pripade, Ze 1 < k < n. (Ako sme uz spomenuli
v pozndmke [2.1.6] zahrnutie aj tychto trividlnych pripadov ndm zjednodusi aj formuldciu
tvrdenia ale je uzitoéné aj pri zapise niektorych dékazov.)

Rovnost ([2.2))

Dékaz. Vieme, ze (") vyjadruje pocet vietkych k-prvkovych podmnozin mnoziny {0, 1,...,n}.
Podmnoziny A C {0,1,...,n} mdzeme rozdelit na dve Casti:
o Tie, ktoré obsahuji nulu. Okrem nuly takéto mnoziny este musia obsahovat k—1 prvkov
z mnoziny {1,2,...,n}; je ich teda préve (kfl).

o Ak 0 ¢ A, tak A je podmnozina mnoziny {1,2,...,n}. Takychto podmnozin je prave
n
v)-
Spolu méme teda (,",) + (}) takychto podmnozin.
Samozrejme, obe vyjadrenia pre pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny {0,1,...,n—1}

sa musia rovnaft, a teda plati
n+1 n n
(2 =02+ (6)

V predchadzajicom dokaze sme vyuzili séitaci princip ked sme néds systém k-prvkovych
podmnozin rozdelili na dve disjunktné casti. Kvoli stru¢nosti oznac¢me ako P, mnozinu vset-
kych k-prvkovych podmnozin {0, 1,...,n}. Potom vlastne cely dokaz modzeme struéne zapisat
ako:

O

P.={AeP,;0c AJU{A € P;0¢ A}
|Pr| =1{A € Py;0€ A} U|{A € Py;0 ¢ A}

(=G ()

10
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Pre 1 < k < n by sme mohli tvrdenie zdovodnit aj tak, ze pouzijeme vyjadrenie (2)
pomocou faktoridlov a pokuisime sa ho upravit.

Dokaz algebraickymi upravami. Jednoducho sa pozrieme na to, ktoré ¢leny sa vyskytuju v (Z)
aj (kﬁl) a pokusime sa ich vynat.

(Z) + (kn 1) = k'(nn! PIRRE 1)!(2! k1 1)

n! 1 n!
*k—Dln k) 7kl (h-Dln_k)

-3 G
<1 n—k—|—1> (k—l)T!L(!n—k)!

_ n+1 n!
T n—k+Dk (k—1!(n—k)

Skutocne sme dostali, Ze vyrazy na oboch stranich sa rovnaju. O

Vsimnime si, Ze spolu s rovnostami () = (I') = 1 vieme pomocou rovnosti (2.2)) dostat
n

kazdy hodnoty ostatnych binomickych koeficientov (}) pre 0 < k < n. Zvykneme tieto
binomické koeficienty zapisovat do schémy znamej ako Pascalov trojuholnik.

1 () 1
G
e e
ot e e o
G B O I
I B R I B
B I R B B G B (U
B & A R R ) A s B B A I
(o) (1) 2 (s) (2) (5) ) (z) (=)
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
Dal by sa nakreslit aj takto:

1 1 1 1

3 4 5

6 10

e e N N e

11



{suc:POZNONAO}

{bij:VTDVANAN}

12 Bijekcia

NSNS NN
T U B0 LD = O O
N
NSNS NN
O RN o= NO =
AL N N
NSNS
NEZNELZ N N

2.1.4 Pocdcet zobrazeni

TODO
[{f: A~ B} =B/

Poznamka 2.1.9. TODO 0° =1

2.1.5 Rozne priklady vyuzivajtce sc¢itaci a nasobiaci princip
2.2 Bijekcia

Veta 2.2.1. Pocet vietkijch podmnoZin mnoZiny {1,2,...,n} je 2™.

Pocet vsetkych podmmnozin lubovolnej n-prvkovej mnoZiny je 2™.

Druhéa cast uvedenej vety znie vyrazne vSeobecnejsie ako prva — nie je fazké si uvedomit,
Ze dve n-prvkové mnoziny musia mat aj rovnaky pocet podmnozin. (Alebo vSeobecnejsie,
Tubovolné bijekcia X — Y ndm automaticky déva aj bijekciu P(X) — P(Y).)

Jedna moznost ako dokazat vysledok o poc¢te podmnozin n-prvkovej mnoziny by bola
matematickou indukciou.

Dékaz matematickou indukciou. Oznaéme ako p, poCet podmnozin mnoziny {1,2,...,n}
1° Vyssie sme uz skontrolovali, ze plati pg =1 =2% a p; =2 = 2%
2° Na zdévodnenie indukéného kroku nam pre n > 1 staci dokazat
Pn = 2pn71'
Zdovodnenie tohto vztahu ponechdme ako cvifenie (tloha [2.2.1)). O
TODO

Dokaz. TODO
P(M) — {0, 1}

A xa

Symbol x4 oznacuje charakteristickd funkciu mnoziny A, t.j. funkciu x4: M — {0,1}

definovant ako
(2) 1 akze€ A,
€T =
xa 0 akx¢ A.

12
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Cvicenia

ULOPNDVAKRAT?}
Uloha 2.2.1. Oznaéme ako p, polet vietkych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}. Dokdzte,
7e pre n € N plat{ p, = 2p,_1. (Hint: Kolko je podmnozin takych, ze 1 € A? Kolko je
podmnozin takych, ze 1 ¢ A?)

2.3 Pocitanie dvoma spo6sobmi

Pri dokaze roznych kombinatorickych identit sa casto da pouzit pristup, kde ukazeme, ze
lava aj prava strana dokazovanej rovnosti predstavuja pocet prvkov tej istej mnoziny — len
vypocitany inym spésobom. My si tito metédu ukazeme konkrétne na dvoch identitach
tykajucich sa binomickych koeficientov:

()

k=0
> () -(0)
= k E+1
Tieto dve rovnosti ukdzeme ako rovnost (2.3)) vo vete a rovnost (2.4) v tvrdeni[2.3.2]

2.3.1 Siucet riadku Pascalovho trojuholnika
{dvoma: VTSUMDVANAN}
Veta 2.3.1. Pre kazdé n € N plati

3 <Z> —on (2.3) {dvoma:EQSUMDVANAN}
k=0

Tato rovnost vlastne predstavuje stucet vsetkych ¢isel v riadku n Pascalovho trojuholnika.
Ak si clovek vyskusa zratat tento stacet pre niekolko prvych riadkov, tak by urcite uhadol, ze
sa vysledok vzdy zdvojnasobuje.

1=1
1+1=2
1+2+1=4

1+3+3+1=28
1+4+6+4+1=16
1+54+104+104+5+1=32
1+6+154+104+204+154+6+1 =32

Mozno sa aj da zbadat — ak si uvedomime ako stivisia prvky v dvoch po sebe idtcich riad-
koch — Ze mame v nasledujicom riadku vzdy dvakrat tie ¢isla, ktoré sa vyskytli v predoslom
riadku:

1+44+6+4+1=16
143)+(343) +(3+1) +1=8+

V uvedenej rovnosti st ¢isla zvyraznené dvomi farbami aby bolo vidno, ze sme rozdelili kazdy
binomicky koeficient na cast, ktord je v predchadzajicom riadku a napravo. Kazdé

13



14 Pocitanie dvoma spdsobmi

¢islo z tretieho riadku sa vo Stvrtom riadku (po takomto prepisani) objavi dvakrat — raz
v jednej farbe a raz v druhe;j.

1 3 3 1
1+ 3+ 3+ 1

Dokaz matematickou indukciou. Dokazeme rovnost
n

n
>(})
k=0

pre n € Ny matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 0 aj n = 1 uvedenda rovnost plati:

B
(=)=

2° Predpokladajme, ze uvedend rovnost plati pre n. Pre n + 1 dostaneme:

E0-£(0-(2)

—0 k=0
" n
=2
> (1)
k=0
Py . gn — gn+l

V jednom z krokov sme vynechali nulové Cleny (nil) = (7"1) = 0 a skratili tak sumu o jeden

¢len. (Opét pripomeniem konvenciu, na ktord sme upozornili v pozndmke ) O

Na tomto mieste sme vSak tento vysledok uviedli z toho dévodu, Ze na mom chceme
ilustrovat ind metédu, ktora sa da pouzit aj pri dékazoch mnohych inych kombinatorickych
identit. Ak o Tavej aj pravej strane nejakej rovnosti ukdzeme, ze predstavuju pocet prvkov
tej istej mnoziny, tak je jasné, ze sa musia rovnat.

Dokaz. Vieme, Ze pocet podmnozin mnoziny {1,2,...,n} je rovny 2" (veta.

Tieto podmnoziny mézeme rozdelit podla poétu prvkov na 0-prvkové, jednoprvkové, dvoj-
prkové, atd. Pocet k-prvkovych podmnozin je prave (2)7 pricom tento pocet mdze byt nenu-
lovy iba pre kK =0,1,...,n. Dostavame teda

14



KAPITOLA 2. KOMBINATORICKE PRINCIPY 15

Obe strany tejto rovnosti vyjadruji pocet vSetkych podmnozin n-prvkovej mnoziny.

2.3.2 Binomické koeficienty po diagonale — hokejkova identita

Uspesne sa nam podarilo zdovodnit, ze

() + ()20 + () ==

Vieme, ¢omu sa rovna stucet vSetkych binomickych koeficientov, kde vystupuje rovnaky horny
index.

Co ak by sme poéitali siiéty, kde nechdvame rovnaky dolny index. T.j. zafixujeme si nejaké
¢islo k a pocitame sucet

k . k+1 n k+2 T n\ _,
k k k k)
Vynechali sme scitance (2) + (llc) +eet (kgl), ktoré st nulové. Sumu sme ukon¢ili pre nejakom

¢isle n — na rozdiel od pripadu so sii¢tom v riadku, tu by sme mohli dostat sii¢et nekonecne
vela kladnych cisel, tak by sme chceli séitat vsetky takéto binomické koeficienty.
T.j. napriklad by sme chceli vediet vyjadrit sucty
4 _2
3

(5)

(5) (o) - ()
(5) () (5)+ ()~
() () 6) () 6) -

V Pascalovom trojuholniku sa teda v tomto pripade pohybujeme po diagonéle, t.j. s¢ita-
vame prvky vyznacené na nasledujiicom obrazku:

3

5 6

* 3 * 3
6 7

+ 3 + 3

G
NG
GG I
I R A
G G I B R O

I R R R B I
I I B B N O R

O 0 )

(o) () () () () (c) () (=)
Ak pre tento pripad naozaj vypocitame, comu sa tieto sicty rovnaju, tak dostaneme tieto
vysledky:
1+4=5
1+4+10=15
1+44104+20=35
1+44+104+20+35="70

15



16 Pocitanie dvoma spdsobmi

Pri pocitani nezaskodi mat niekde poruke Pascalov trojuholnik — z neho vyc¢itame hodnoty
jednotlivych binomickych koeficientov asi pomerne rychlo.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
Toto bol pripad k = 4. Mbzeme podobné sicty vyskisat aj pre iné hodnoty, ako napriklad
k=3:
1+3=4
1+3+6=10

1+3+6+10=20
1+3+6+10+15=35

Dalsie experimentovanie uz necham na Vas, ale mozno po par pokusoch by sa uz malo

daf uhdadnuf, ako bude vyzerat vysledok.

{dvoma: TVRHOKEJ}
Tvrdenie 2.3.2 (Hokejkovd identita). Pre lubovolné k,n € Ny plati:

"/ n+1
{dvoma : EQHOKEJ} ]z:; ( k) = ( P 1> (2.4)
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Samozrejme, kedze Pascalov trojuholnik je symetricky, mohli by sme vSetky sc¢itance symet-

ricky otocit.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Zo symetrie je evidentné, Ze aj nasledujtice sumy predstavuja tu isti rovnost, len inak

(200
>()-(71)

2,14 - (05)

=1

vyjadreni:

BN

7 Pascalovho trojuholnika resp. opakovanym pouzitim Pascalovho pravidla sa da asi aj
zbadat jeden mozny argument, preco takato rovnost plati. Opéat to skiisme ilustrovat najprv

na konkrétnom priklade:

1+4+10420=35
5+ 10+ 20 =35

(5)+ ()= () ()= ()
1)+ ()= () () -()
(1)) ()=0)
(1) +G)-()

V kazdom kroku sme vlastne nahradili sicet dvoch susednych binomickych koeficientov zod-
povedajucim binomickym koeficientm z dalSieho riadku.

To isté je naznacené na nasledujucich obrazkoch — v kazdom z nich si ¢ervenou farbou
vyznacené Cisla, ktoré davaju ten isty sicet ako 1+ 4 4 10 + 20; pricom v kazdom kroku sa
jednym pouzitim Pascalovho pravidla pocet ¢isel znizil o jedno.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5
1 6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21
1 8 28 56 70 56 28
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 )
1 6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21
1 8 28 56 70 56 28
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5
1 6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21
1 8 28 56 70 56 28

Asi by ste vedeli urobit dokaz matematickou indukciou, ktory vyuziva na vhodnom mieste
Pascalovo pravidlo. (Oplati sa vyskusat si nejaky dokaz indukciou spravit aj samostatne.)

Dékaz matematickou indukciou. DokéZeme platnost rovnosti ([2.4)), t.j. dokazujeme, Ze plati

rovnost
Zn: 3\ _[(rn+1
: k) \k+1
j=k

indukciou vzhladom na n (pre Tubovolné k).
1° Ak n = 0, tak pre k = 0 mame rovnost

0y (1
0) \1)’
ktord skutocéne plati. Pre k > 0 méme na lavej strane nulu (stiet nula s¢itancov). Na pravej

strane dostaneme binomicky koeficient (kil), ktory sa tiez rovné nule, lebo £+ 1 > 1.
Mozeme sa pozriet aj na pripad n = 1. TODO

18



KAPITOLA 2. KOMBINATORICKE PRINCIPY 19

2° Prepokladajme, ze tvrdenie plati pre n. Chceme sa pozriet na t\ istd sumu pre n + 1.

Dostaneme:
n+1 . n
J\ _[(n+1 J
> ()= ()2 6)
i=k j=k
1 1
p (n + n n—+
k k+1
_(n+2
S \k+1
Dokézali sme, Ze potom tvrdenie plati aj pre n + 1. O

Poznamka 2.3.3. Pomerne beZne sa stane, Ze sa snazime matematickou indukciou dokazat
pre vSetky prirodzené ¢isla dokézat nejaky vyrok V(n, k), ktory zavisi od dvoch premennych.
Vtedy sa zvycajne treba zamysliet nad tym, ze ako to budeme dokazovat. Mozeme si napriklad
vybrat, ¢i dokazujeme tvrdenie indukciou na n alebo na k, t.j. dokazujeme niektory z vyrokov:

Pi(n) = (Vk)V(n, k)
n, k

.
Sy
i
<
=
=

A cCasto sa mdze vyskytnut situicia, kedy sa ¢loveku hodi nieco dplne iné; napriklad
zaviest nejaki pomocni premennt a dokazovat to indukciou vzhladom na 1u. (Ako trebars
s = max{n,k} alebo t = [ 4+ k.) Obvykle ak sa ¢lovek pokisi urobif nejakym sposobom
indukény krok, tak pritom méze prist na to, ¢o by mu mohlo pomoct.

V predchédzajicom dokaze sme zvolili mali dve premenné n a k, zvolili sme indukciou
vzhladom na n. MozZete si vyskusat, ze pokus dokazat tvrdenie v podobe ako je sformulované

(2.4) nevyzera byt iplne priamodiary.

Podme sa vsak pozrief na to, ¢i by sme ti istd identitu vedeli dokazat aj pouzitim kombi-
natorickej interpretacie binomickych koeficientov — opét tu chceme ilustrovat pocitanie dvoma
sposobmi.

n+1
k)

Rozdelme tieto mnoziny podla toho, ktory prvok je najvacsi vybratej+podmnoiiny; mo-
zeme si ho rovno oznacit ako j = max A. KedZe chceme k + 1 prvkov, ako najvacsi prvok
sa mozu vyskytnat iba j = k,...,n. (Najmensie mozné j dostaneme ak vyberieme k + 1
najmensich moznych prvkov, t.j. pre podmnozinu {0,1,...,5}.)

Dékaz. Pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin mnoziny {0,1,2,...,n} je (

Ak si zafixujeme j, kolko je moZnosti ako vybrat (k 4+ 1)-prvkovi podmnoZinu, kto-
rej najvacsim prvkom je j7 Je to to isté, ako vyberat k-prvkovi podmnozinu mnoziny

{0,1,...,7—1}, teda mdme (i) moznosti. Zistili sme teda, Ze pocet vsetkych (k+1)-prvkovych
n

podmnozin moézeme vyjadrit aj ako > (i), a teda dostavame rovnost
j=k

> ()= ()

19
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20 Pocitanie dvoma spdsobmi

MobzZeme si vsimnut, z (2.4)) vieme pomerne lahko dostat aj vztah pre sucet nejakého tiseku
diagondly Pascalovho trojuholnika, ktory nezacina hned od okraja. Sta¢i ndm odcitat tieto

dve rovnosti:
Zn: 3\ _[(n+1
k) \k+1

i=k

i=k

"/ _(n+1 S
—~\k) \k+1 k+1)
Tato rovnost mozeme ekvivalentne vyjadrit aj ako

j=s
n .
S n+1
()= (1)
k+1 et k E+1
Skisme t1 istd rovnost prepisat este aj trochu inak - nie pomocou premennych s a n
urcujucich zaciatok a koniec tseku, ktory scitujeme, ale tak, ze v rovnosti bude vystupovat

dizka séitovaného tseku.
S—ijl j (st l s
o k) \k+1 k+1

() ()-(0)

V takejto podobe vieme tito rovnost pomerne pohodlne dokazat indukciou vzhladom na I:

(kil)z(kil)

s n s\ _ [(s+1
k+1 k) \k+1)
Co je presne Pascalova identita.

2° Predpokladajme, Ze plati rovnost ([2.5)), chceme ukédzat zodpovedajicu rovnost pre [+1.
Dostaneme:

a dostaneme

(2.5)

Dokaz. 1° Pre | = 0 dostaneme

Pre l = 1 mame

s+1

. s+1—1 .
s J\ _ S j s+1
(52 2 () =03+ 2 )+ ()
P [s+l1 541
)+
(st l+1
S\ k+1 )
To je presne rovnost, ktorti sme mali dokazat. O

20



KAPITOLA 2. KOMBINATORICKE PRINCIPY 21

Vlastne sme rovnost resp. dokazovali matematickou indukciou trikrat. Dovod,
preco sme uviedli aj tento treti dokaz, je ten, Ze takto sformulovany dokaz sa asi najviac
podoba na obrazky, ktoré sme kreslili, ked sme zacali rozmyslat o takychto stic¢toch. Napriklad
na jednom obrazku sme mali naznaceny sucet:

5+10+20=235

(3)+6) - ()=0)

Toto je naozaj Specidlny pripad identity (2.5) pre s = 5, k = 3, [ = 2. A snazili sme sa

spomenuté obrazky nakreslit tak, aby sa z nich dal vidiet nejaky vseobecny argument pre

tiato rovnost. Na kazdom z obriazkov sme mali cervenou farbou vyznacent lavi stranu a
s+l—1 |

modrou farbou preva stranu rovnosti (kil) + . (i) = (
J=s

s+1

k+1) pre nejaké k, [, s.

Cvicenia
Uloha 2.3.1. Ukézte, ze rovnost
1
Z k= % (2.6)
k=1

sa da dostat ako Specidlny pripad hokejkovej identity ([2.4)).

n

Uloha 2.3.2. [E}, 5.E15] Ukézte, ze pocet usporiadanych trojic (z,y, z) takych, ze x,y,z €
{1,2,...,n+ 1} a z > max{z, y} sa d4 dvoma sposobmi vyjadrit ako

n
1 1
= (") (")
k=1
Poznéte nejaké iné vyjadrenia pre sicet prvych n druhych mocnin? Zhoduje sa vysledok
s tym, ¢o vyslo tu?

Uloha 2.3.3. Vedeli by ste dostat nejaké vyjadrenie pre > k2 vyuzitim rovnosti k> =
k=1

2(’;) + k resp. k? = 2(’“51) —k?

. . . . n Vs k k—

Uloha 2.3.4. Vedeli by ste dostat nejaké vyjadrenie pre kzl k? vyuzitim k% = (2) + ( 1)?

Uloha 2.3.5. Zdévodnite, 7e (%) = (") (Pre vietky pripustné hodnoty k a n.)

Uloha 2.3.6. Kolko je stvorcifernych &isel, kde vetky cifry st parne?
Kolko z nich je delitelnych styrmi?

Uloha 2.3.7. Kolko sa d4 zostavit 5-cifernych kédov pouzivajicich éslice {0,1,2,...,9}
takych, kde préve n cifier je neparnych.

Uloha 2.3.8. Kolko sa dé zostavit 5-cifernych kédov pouzivajicich éslice {0,1,2,...,9}
takych, kde sa prdve jedna cifra opakuje dvakrat (a vSetky ostatné st rdzne).

T.j. napriklad 01023, 22469, 12341 st moznosti, ktoré chceme zapocitat. Ale moznosti
ako 12345, 01234 nepocitame (neopakuje sa nic), takisto ani 00112, 01210 (dve opakujice sa
cifry) a ani 82818, 24144 (tu s tri opakovania niektorej cifry).
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22 Pocitanie dvoma spdsobmi

Uloha 2.3.9. Kolkymi spésobmi mézeme polozit tri

a) rovnaké

b) rézne

Sachové figirky na Standardnt Ssachovnicu 8 x 8, ak sa ziadne z nich nesmi nachéddzat v tom
istom riadku ani v tom istom stipci.

Uloha 2.3.10. Dvanast Studentov sa pripravuje na Statnice a chett sa rozdelit na tri skupiny:
Dvaja vypracuju otazky z kombinatoriky, piati vypracuji otazky z matematickej analyzy,
piati vypracuju otazky z linearnej algebry. Kolkymi spdsobmi sa mézu rozdelit?

Uloha 2.3.11. Kolkymi spésobmi je mozné vybrat 11-lenny futbalovy tim a 5-¢lenny bas-
ketbalovy tim z 30-tich Studentov, ak

a) Nikto nebude v oboch timoch.

b) Lubovolny pocet Studentov moze byt v oboch timoch.

¢) Najviac jeden Student bude v oboch timoch.

Uloha 2.3.12. Senét pozostava zo 100 senatorov z 50-tich Statov, kazdy Stat je reprezento-
vany dvomi sendtormi. Kolkymi sp6sobmi je mozné zvolit stvorclenny vybor ked pozadujeme,
aby vo vybore neboli dvaja sendtori z toho istého statu?

Uloha 2.3.13. Chceme vybrat 6 ¢lenov disciplindrnej komisie spomedzi $tyroch studentov
a Osmich ucitelov. Kolkymi spésobmi sa to da urobit, ak v komisii musia byt aspon traja
Studenti?

Uloha 2.3.14. Mame standardny balicek 52 kariet (t.j. {4,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K} x
{%, ¢ & ¥}) Kolkymi spdsobmi sa dd vybrat 10 kariet tak, aby sme vsetky karty mali
roznej hodnoty. (T.j. nevyskytni sa dve esa, dve dvojky, atd.)

Uloha 2.3.15. Desat Studentov sedi v jednom rade. Pretoze Harry a Hermiona neustéle
vyrusovali, nesmu sediet vedla seba. Kolkymi sposobmi sa vedia studenti usadit?

Aky pocet moznosti dostanem, ak mam troch studentov, z ktorych ziadni dvaja nesmu
sediet vedla seba?

Uloha 2.3.16. Kombinatorickou tivahou dokézte:
n n—3\ (n-1 n n—2 n n—3
k k) \k-1 k—1 k—1)
(Névod: Pozerajte sa na podmnoziny vhodnej mnoziny, ktoré obsahuje tri zvolené prvky.)

Uloha 2.3.17. Kombinatorickou tivahou dokéZte:

n n m m—+n m n
m n= — — .
2 2 3 3 3
(Hint: MdZzete sa pozerat na vyber trojélennej komisie spomedzi m muzov a n Zien.)

Uloha 2.3.18. Overte vypoétom aj kombinatorickou Gvahou rovnost:

()-)
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Kapitola 3

Vyber s opakovanim

3.1 Kombinacie a permutacie s opakovanim

Videli sme, Ze binomické koeficienty pocitaji pocet rdznych vyberov (pri ktorych nezélezi na
poradi) a vedeli sme tiez pocitat pocet usporiadani k prvkov z nejakej n-prkovej mnoziny
(t.j. situdcia, kde sme brali ohlad aj na poradie).

Niekedy vSak moze nastat aj situdcia, kedy mozeme niektory prvok vybrat viackrat. (A

opéat sa moze stat, ze ndm zdlez{ alebo nezalezi na poradi.)

Priklady situacii, kedy sa mozeme na nieco takéto pozeraf:

e Chceme objednat n knih, pricom mézeme vyberaft zo Styroch kniznych titulov. Kolkymi
spOsobmi sa to d& urobit?

e Pocas tyzdna chceme mat dvakrat konzultacie z matematickej analyzy, dvakrat z li-
nearnej algebry a raz z diskrétnej matematiky — kazdy den prave jedno z nich. Kolko
roznych rozvrhov na tyzden sa da naplanovat.

Postupne si rozmyslime, ze tlohy takéhoto druhu vieme pomerne lahko vyriesit.

3.1.1 Permutacie s opakovanim

Definicia 3.1.1. Ak mdme k dispozicii prvky k réznych typov, pricom pocty prvkov jed-
notlivych typov st ny,...,n; a celkovy pocet je n = ny + ng + -+ + ng. O permutdciach
s opakovanim hovorime, ak sa pozerame na vsetky mozné takéto usporiadania.

Cize rozdiel oproti tomu, o ¢om sme hovorili pri permutaciach, je Ze teraz sa moze jeden
prvok vyskytnit viackrat.

Zoberme si priklad, ktory sme uz uviedli vysSie — na kazdy pracovny den v tyzdni si
chceme naplanovat prave jeden z predmetov matematickd analyza, linedrna algebra, diskrétna
matematika; pricom chceme mat analyzu aj linearku dvakrat a diskrétku raz. T.j. zmysluplné
usporiadania sa napriklad DLLM M alebo MLMLD.

Pomerne Tahko vieme prist na to, aky je pocet permutécii s opakovanim — niekedy sa pre
tento pocet pouziva aj oznacenie nazyvané multinomicky koeficient.

|

n n!

( ) Ino! ! (3.1)
N1, Mo, . .., Nk nylng! - ny!

Na to, ze takyto pocet sa skutocne rovnd uvedenej hodnote mdzeme prist napriklad
takouto tvahou: Pre n prvkov mame n! moznych usporiadani, ak by sme sa pozerali na n;
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24 Kombinacie a permutacie s opakovanim

prvkov i-teho typu ako na rozne prvky. Pretoze vSak prvky i-teho typu nerozliSujeme n;!
preusporiadani tychto prvkov déva to isté. Ttto ivahu zopakujeme pre kazdy typ.

Ked sa opét vratime k prikladu s predmetmi, tak pre kazdé usporiadanie prvkov My, Mo,
Ly, Ly, D chceme 2!2! z nich stotoznit, pretoze nerozlisujeme M; od Ms a ani L1 od Ly. Na-
priklad vSetky styri usporiadania DL LoMi Mo, DL Lo MMy, DLoLi My Ms, D Lo Ly Mo M,y
vsetky zodpovedaju tomu DLLM M.

Skisme sa eSte na ten isty problém pozriet inym spésobom. Mame n pozicii, na ktoré
chceme poukladat nase prvky. Mame (:1) moznosti ako vybrat pozicie pre prvky prvého
typu. Zostalo ndm n — ny pozicii, pre ne mame (";:“) moznosti vyberu pozicii. Dostaneme
takto

( n ) (n)(n—m) (n—nl—...—nk2>(n—n1—...—nk2—nk1)
ny, N2, ..., Nk ni n2 Nk—1 ng

Mbozete sa presvedcit o tom, Ze je to iba iné vyjadrenie toho istého ¢éisla.

Priklad 3.1.2. Kolko roéznych retazcov sa da vytvorit preusporiadanim pismen slova DE-
TERMINANT? Kolko retazcov takto dostaneme pomocou pismen slova MATEMATIKA?

V slove determinant médme jedendst pismen, pricom je tam dvakrat D, dvakrat E, dvakrat

s o. ! | N 0
N a ostatné iba raz. Dostaneme teda % = % roznych retazcov.

V slove matematika je desat pismen, pricom A sa opakuje trikrat, M aj T st tam dvakrat

s , 1 I~ ,
a ostatné raz. Teda mame % moznosti.

3.1.2 Kombinacie s opakovanim

Pozriem sa teraz na tlohu iného typu. Mame n-prvkovi mnozinu. Chceme vybrat k prvkov,
pricom moézeme vybrat niektory prvok viackrat a nezalezi nam na poradi. Budeme hovorit
o kombindcidch k-tej triedy z n prvkov s opakovanim.

Priklad 3.1.3. Chceme dokupit do katedrovej kniznice tri knihy; hodia sa nam tituly A, B,
C'. (Pricom mozeme kipit aj viacero kusov tej istej knihy — napriklad moéZzeme vybrat 2 x A
a B.)

Naschval sme vybrali velmi malé c¢isla, aby to bol pripad, kde sme schopni vypisat aj
vsetky moznosti. Ale o chvilu sa zamyslime nad tym, ako takyto typ ulohy riesit vSeobecne.

Skisme ich vypisovat nejako systematicky — vybrali sme niekolko A-¢ko, niekolko B-c¢ok,
niekolko C-Cok; tak ich vypisujme v poradi, Ze najprv vypiseme A-cka, potom B-c¢ka, potom
C-cka.

AAA
AAB
AAC
ABB
ABC
ACC
BBB
BBC
BCC
cce
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Dostali sme préave 10 moznosti. (Skuste sa presved¢it o tom, Ze sme ziadnu moznost nevyne-
chali.)

Co sa stane, ak by sme nevyberali tri knihy ale n knfh?

Vlastne chceme spocitat pocet moznosti, kolkymi spdsobmi mézeme zapisat taky retazec,
ako sme uviedli vyssie — mame na n poziciach pismena A, B, C; pricom piseme najprv A-cka,
potom B-¢ka, potom C-¢ka. Skiisme ich zapisat takym sposobom, ze medzi A-cka a B-cka aj
medzi B-¢ka a C-¢ka priddme oddelovaé (zardzku). Napriklad moznosti, ktoré sme vypisali
vyssSie pre n = 3 by sme zapisali ako:

AAA||
AA|B|
AA||C
A|BB]|
A|B|C
Allcc
\BBB
|BB|C
\BC|C
[lelefe;

(Zvisla ¢iaru sme nakreslili vzdy medzi vSetky A-cka a vSetky B-cka; pricom niektorych z nich
mbze byt nula. To isté pre B-¢ka a C-cka.)

Ak ratame pozicie, na ktorych si nase tri pismena a zarazky, tak mame celkovo 5 pozicii
a 2 zarazky. Pritom kazdy vyber pozicii na ktoré ddme zaarzky nam jednoznacne urcuje
retazec, ktory nds zaujima. Napriklad z /|, /| vieme vycitat, Ze ide o A|BB]|, t.j. mame
jedenkrat A, 2-krat B a 0-krat C.

Vseobecne, ked mame vybrat n knih, tak mame n + 2 pozicii a z nich mame vybat dve
pre zarazky; dostaneme teda (";2) moznych vyberov.

Tvrdenie 3.1.4. Pocet kombindcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov je rovny

n+k—-1\ (n+k-1
k-1 N n ’
Na tomto mieste sa mozno oplati spomentt, ze v literattiire sa moézete stretntit aj s ozna-

Genim ((Z))
Tiez si mozeme v§imnut, ze s pouzitim znameho vztahu pre binomické koeficienty vieme
toto ¢islo prepisat ako

. _

((n)) _ (n+1)(‘k~:._(7;;!—k—1) _ ((Ztll);,

S . . , . k - . . L
¢o je vyjadrenie, ktoré sa azda trochu podobé na (Z) = 77; rozdiel je ten, Ze tu berieme sucin

k cisel zacinajucich od n a stupajicich.

Dokaz. Rovnakou uvahou, ktort sme spomenuli vyssie, vieme prist na to, ze mame medzi n
pozicii pridat k — 1 oddelovac¢ov. Celkovo méme teda (pre prvky aj pre oddelovace) n+k — 1
pozicii, vyberame k — 1 pozicii na ktorych st oddelovace. Mame teda ("Zﬁ;l) moznosti. Na
zékladi ksy{r)letrie (pozri resp. ulohu mozeme to isté kombinacné ¢islo prepisat aj
ako ("TETH). O

n
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26 Pocet celociselnych rieseni 1 +---+ 1z =n

V angli¢tine sa Casto stretnete s ndzvom stars and bars — t.j. namiesto diagramu ||,
ktory sme uviedli vysSie, by sme ten isty vyber zndzornili ako x| x x|.

Toto tvrdenie by sme vedeli dokdzat aj indukciou — opat tu mame nieco kde vystupuju
dve premenné n a k, treba si rozumne vybrat ako nastavit indukciu (pozndmka .

Dékaz. TODO dopisat poriadnejsie
TODO Vyberdme z {1,2,...,n} a rozdelime podla toho, ¢ sa vo vybere vyskytne alebo
nevyskytne jednotka.

K'(n,k)=K'(n—1,k)+ K'(n,k—1)

n+k—-1\ (n+k-2 n n+k—2
k-1 ) \ k-1 k—2

Cvicenia

Uloha 3.1.1. Ukézte, ze pre ni,...,ng také, ze ny + nso -+ - + ng = n plati

n n—k1 n—kl—...—kn,g n—kl—...—kn,Q—kn,1 _L
k1 ks kn—1 K, N nylng!---ng!

Uloha 3.1.2. Kolko réznych retazcov sa dd vytvorit permutovanim pismen slova HALA-
BALA?

Uloha 3.1.3. Kolko 7-cifernych &isel sa dd vytvorit pomocou cifier 1, 2, 3, ak kazd4 z nich
musi byt pouzitd aspon dvakrat?

Uloha 3.1.4. [G| Exercise 1.1.32a]: Zdévodnite, ze pre kazdé k € Ny je % celé ¢islo, t.j.
6% | (3k)!.
3.2 Pocet celoéiselnych rieseni x4 + -+, =n
Pozrime sa este na iny typ tlohy, ktory tizko stuvisi s kombinaciami s opakovanim.
Tvrdenie 3.2.1. Pre dané k,n € Ny je pocet rieseni rovnice

T1+ T2+ -+ T =n
takych, Ze x; € Z a x; > 0, je rovny

(n—Fk’—l) _ (n—Fk—l)

k-1 n '

Doékaz. TODO tvrdenie B.1.4] O

Skusme nejaky maly priklad, kde by sme mali zvladnut vypisat aj vSetky moznosti.

Priklad 3.2.2. Kolko je celoéiselnych rieSeni x1 + x9 + x3 = 5 takych, ze 123 > 07
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Podla uvedenej vety by ich malo byt (;) = 21. Ak ich skusime nejakym sposobom syste-
maticky vypisovat, tak skuto¢ne dostaneme prave 21 moznosti.

0+04+5|1+14+3|2+3+0
0+1+4|1+2+2|3+0+2
0+24+3|14+34+1|3+1+1
0+3+2|14+44+0|34+0+2
0+4+4124+04+3|44+0+1
0+5+0|24+1+2|4+1+0
1+0+4(24+24+1|5+040

Checeli by sme sa pozriet na rieSenia tloh podobného typu, kde sa vyskytnt aj iné obme-
dzenia ako z; > 0. Prinajmensom pomerne prirodzene vyzera napriklad nieco také, ze by sme
cheeli z; > 1 (t.j. nie rieSenia v nezdpornych celych éislach, ale v kladnych celych ¢islach).

Takyto typ ulohy vSak vieme Iahko transformovat na tlohu, pre ktorti pozname odpoved

z tvrdenia B.2.11
Priklad 3.2.3. Kolko je celoc¢iselnych rieseni rovnice
1+ o+ a3+ 714 =12

takych, ze £12 > 1 a 234 > 27

Staci ndm zaviest nové premenné y; = x1—1, yo = x2—1, y3 = x3—2, y4 = v4—2. Pdvodné
obmedzenia zodpovedaji tomu, ze teraz hladame celoc¢iselné hodnoty také, ze y; > 0, dostali
sme vSak novi rovnicu

(1 —=2)+(x2—2)+(z3—1)+ (x4 —1)=6
Nt+y2+ys+ys=6
Podla tvrdenia je takychto Stvoric presne (g)
Tou istou tivahou dostaneme z tvrdenia B2}

Désledok 3.2.4. Pre dané k,n € Ny je pocet rieseni rovnice

T1+To+--+xp=n

n—1
k—1)
MozZeme sa pozriet aj na iné odvodenie dosledku (Ktoré nevyuziva predchédza-

juce tvrdenie; takze by sme mohli postupovat aj obratene — najprv dokazaf nasledujicim
sposobom tento vysledok a z neho ako désledok dostat )

takjch, zZe x; € Z a x; > 1 rovny presne

Dékaz. Pre Tubovolni k-ticu (z1,22,...,2x) vyhovujicu danym podmienkam si oznaéme
yi=x1+x2+---+z; pre j =1,2,... .k — 1. (Ak by sme analogicky definovali aj yy, tak
dostaneme y; = n.)

Y1 =21

Y2 = T1+ T2

Ys =1+ T2 + T3

Eyk—l =T +To2+ T3+ -+ Tp—1
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28 Pocet celociselnych rieseni 1 +---+ 1z =n

Vsimnime si, ze kazda volba x1, ...,z ndm dava k — 1 prvkov takych, ze 1 < y; <y <
<o < Yr—1 < n, a teda uréuje nejaki (k — 1)-prvkovit podmnozinu

{ylayQa"'ayk—l} g {1727"'77171}'

Aj obratene, kazda (k—1)-prvkovi podmnozinu A C {1,2,...,n—1} vieme prave jednym
sposobom usporiadat vzostupne.

A={y <y2 <+ <yp—1}-

Teda kazda takato podmnozina jednoznacne urcuje rastticu postupnost cisel y1,y2, ..., Yk.
Potom 1,29, ..., 2, vyhovujice vyssie uvedenym vztahom st jednoznac¢ne uréené ako
r1 =Y

T2 =Y2 — Y1

I3 = Y3 — Y2

Tk—1 = Yk—1 — Yk—2

T =N — Yk—1

Alebo strucnejsie: x; = y; — y;—1, ak dodefinujeme yg = 0 a y = n.
Teda mame jednoznac¢né priradenie medzi rieSeniami uvedenej rovnice v kladnych celych
¢islach a (k — 1)-prvkovymi podmnozinami mnoziny {1,2,...,n — 1}. O

Neskor sa vratime k tomu istému typu tlohy, ked ndm navyse pribudnt okrem dolnych
ohraniceni aj horné ohranicenia.

Uz sme pouzivali na odvodenie roznych identit pre binomické koeficienty fakt, ze vyjadruji
pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny. Ak mame iné interpretacie pre (2) —ako
napriklad pocet celo¢iselnych rieseni alebo pocet vyberov s opakovanim, tak moézeme pouzit
aj tie.

Mozeme sa zamysliet nad tym, ¢o sa stane, ak rozdelime nezaporné celociselné riesenia

1+ To+--+xp=n
podla hodnoty xy.

Je jasné, ze xp mdze nadobudat iba hodnoty od 0 po n. Ak si zafixujeme konkrétnu
hodnotu zj = j, tak riesenie mézeme doplnit tolkymi sposobmi, kolko médme (pri danych
obmedzenia) rieSeni rovnice

T+t +Tpo1=n—J
Ak vyjadrime pocty rieSeni na zdklade tvrdenia [3.2.1] tak dostaneme:

n+k—-1\ " n+k—2—3j
(kl )_Z< k—2 )
7=0
n+k—1 7n+k_2 i
k-1 ) k-2)’
i=k—2

28



KAPITOLA 3. VYBER S OPAKOVANIM 29

¢o pri substituciil=k—2am=n+k — 2 dava

m+l+1\ = (i
("r)-20)
=l
Vidime, ze sme dostali iné odvodenie hokejkovej identity .
Mohli by sme postupovat aj obratene — ak sme uz hokejkovt identitu odvodili inym
sposobom, mohli by sme ju pouzit na induktivny dokaz tvrdenia (dloha . Aj

ked dokaz, ktory sme uviedli vyssie — na zaklade toho, ze ide vlastne o pocet kombindcii
s opakovanim — je urcite jasnejsi a priamociarejsi.

Cvicenia

Uloha 3.2.1. Dokézte tvrdenie matematickou indukciou pomocou hokejkovej identity
(2.4)

Uloha 3.2.2. Kolko je celo¢iselnych rieSeni rovnice @1 4 xo + - - - + x5 = 31 takych, Ze a; > i
pret=1,2,...,5.

Uloha 3.2.3. Kolko existuje celoéiselnych rieSeni rovnice 2z1 + 29 + x5 + x4 = 12 takyrch,
7e x; € No? (Hint: Mdze pomdct zamysliet sa nad paritou ¢isel z3 a z4.)

Uloha 3.2.4. Ukézte, Zze poéet moznosti ako vybrat k-prvkovi podmnozinu z {1,2,...,n}
tak, Ze nebude obsahovat susedné cisla, je prave ("j’j“). (Hint 1: Chceme vlastne éisla
ai,...,ar také, ze a3 < ag — 1, ag < ag — 1, atd. Hint 2: D4 sa tloha previest nejako vhodne
na pocitanie rieSeni &1 +xo + - -+ xx + Tx+1 = n s nejakymi vhodnymi obmedzeniami? Hint
3: Ak mate ndpad na nejaké celkom iné rieSenie, nedajte sa pomylit moZnostami naznacenymi
v predoslych dvoch hintoch.)
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Kapitola 4

Binomické koeficienty

4.1 Definicia binomického koeficientu

Definicia 4.1.1. Pre Iubovolné n € Ny, k € Z definujme binomicky koeficient (Z) ako pocet
vsetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny n.

Pre binomické koeficienty sa bezne pouziva aj nazov kombinacné cislo.

Mozeme si vSimnut, ze pre k > n dostaneme () = 0. (Nemdzeme mat podmnozinu
n-prvkovej mnoziny, ktord mé viac nez n prvkov.)

Takisto pre £ < 0 mame (Z) = 0; tento pripad sme v definicii pripustili hlavne preto, ze
nam to zjednodusi formulacie niektorych tvrdeni a niektorych dékazov.

Uz sme ukézali v (2.1]), Ze pre 0 < k < n plati:

(1) = o

Resp. ak ten isty vztah prepiseme v tvare

(n) nn—1)---(n—k+1)

k)~ k! :

tak v takejto podobe plati aj pre k > n. (VSimnime si, Ze v Citateli sa ako jeden z Cinitelov
vyskytne nula.)
Poznamka 4.1.2. Mdzeme si vimnit, Ze aj pre redlne &slo n by vyraz W Aj
ked by sme pravdepodobne pouzili iné oznacenie; kedze pismeno n obvykle pouzivame pre
premennt, ktord nadobtuda prirodzené alebo aspon celoc¢iselné hodnoty. T.j. pozerali by sme
sa na polyném

(x—1)---(x—k+1)

k! '

Na tomto mieste sa takémuto zovSeobecneniu nebudeme venovat, struc¢ne o nom nie¢o po-
vieme v Casti A7

Medzi zdkladné vlastnosti patri Pascalova identita (2.2), t.j.

(”Zl)@*(kfl)-
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KAPITOLA 4. BINOMICKE KOEFICIENTY 31

Uz sme videli, ako na zéklade tejto rovnosti mézeme rekurzivne z hodnot (3) = (2) =1
v Pascalovom trojuholniku vyplnit dalsie hodnoty.
Pomerne lahko vieme overit, Ze Pascalov trojuholnik je symetricky (iloha [2.3.5)):

fbinom:EQSYM} (Z) = < " k) (4.1)
n—

4.2 Binomicka veta

Chceme sa pozriet na to, ako vyzerd vyraz (1 + ¢)" pre rozne hodnoty exponentu n € Ny.
Roznésobenim moézeme skontrolovat, ako to vyzerd pre niekolko prvych hodnét.
(1+1)°=
I+t =1+t¢
(1+t)2=1+2t+¢
(1+t)?=1+3t+32+¢
(1+t)* =144t + 61> 4 43 + t*
(1+1t)° =1+ 5t + 102 + 10> + 5¢* + °
(1+)8 =1+ 6t + 15¢% + 20> + 15t* + 6£° + 6
Aj v pripade, Ze by sme sa binomickou vetou doteraz nestretli, na tomto mieste urcite kazdy
zbada, ze rovnaké ¢isla sme videli v Pascalovom trojuholniku.

O tom, ze skutocne dostaneme také polynémy, ako sme vypisali vyssie, sa d& presvedcit

roznasobenim.
{binvt:VTBINOM}

Veta 4.2.1 (Binomické veta). Pre lubovolné t € C a n € Ny plati

n

(1+8)" = Z (Z) tk. (4.2) {binvt:EQBIN1}

k=0

Pre lubovolné x,y € C a n € Ny plati

(z+y)" _Z< ) kyn—k, (4.3) {binvt:EQBIN2}
k=0

Evidentne (4.2) je $pecidlny pripad (4.3). Ale aj obrétene, ak plati (4.2)), tak po dosadeni

= % dostaneme
n n k
x Z n\ x
( Y = \k)y

Ak obe strany vynasobime g™, tak uz mame
n
k=0

Tento postup je legitimny pre y # 0. Lahko vsak vidime, ze plati aj v prlpade y= O
Ak teda chceme dokézat vetu stac¢i dokézat mektoru z dvoch rovnosti a .
7 ktorejkolvek z nich uz pomerne lahko odvodime ti druht.
Mobzeme sa na to pozriet kombinatoricky.
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32 Binomicka veta

Dékaz. Pri roznasobovani vyrazu

Q48" =(L+t)(L+t) (1+1)

n-krat

z kazdej zatvorky vyberieme 1 alebo t.
Ak chceme dostat t*, tak musime prave z k zatvoriek vybrat premennt ¢ a z ostatnych
jednotku. Mame prave (Z) moznosti, ako vybrat tychto k zatvoriek. O

Ak by sa vam predosly argument zdal prilis neformélny, tak to isté vieme dokézat aj
indukciou vzhladom na n.

Dékaz. 1° Lahko skontrolujeme, Ze tvrdenie binomickej vety plati pre n =0, n = 1.
2° Upravou vyrazu (1 + t)"*! dostaneme

A+ =0 +)1+)"

t
(1+t)i<2)tk

V rovnosti oznacenej ako (x) sme pridali dva nulové éleny obsahujice (nil) a (111) O

Poznamka 4.2.2. Pri stivise umocrtiovania a poctu zobrazeni medzi dvoma mnozinami sme
spomenuli rovnost 0° = 1; pozri poznémkum Prave binomicka veta je prikladom situécie,
kedy sa nam takéto nieco hodi. Pozrime sa na binomickid vetu v tvare

(141)" = Z (Z)tk

k=0

pre pripad ¢t = 0. V takomto na pravej strane je s¢itanec pre k = 0 rovny (3) 0°=1-1=0a
vietky ostatné séitance st nulové (kedze 0¥ = 0 pre k > 1). Teda naozaj dostdvame rovnost
1 =1 a binomické veta funguje aj v takomto pripade. (Podobne si mézete rozmysliet, ¢o sa
stane s rozvojom (z + y)" v pripade, ze y = 0.)

Ak by sme chceli byt opatrni a povedali by sme si, ze hodnotu 0° radSej nedefinujeme;
tak pri formulécii a aj pri pouzivani binomickej vety by sme si museli ddvat pozor na nulovy
pripad.
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Poznamka 4.2.3. Ked sme dokézali binomickit vetu pre komplexné ¢isla, je azda vcelku
prirodzend otdzka, ¢i analogické veta plati aj v inych situdciach — napriklad pre matice, polia,
okruhy. Na tomto mieste nechdme iba kryptickd poznamku, ze odpoved na niektoré z tychto
otdzok mdze byt nie, na niektoré dno za vhodnych dodatoénych podmienok (a sprévnej
interpreticie binomickej vety). A nechdme na zvedavého Citatela, aby sa nad takymito vecami
zamyslel samostatne. (Pri¢om je velmi pravdepodobné, Ze s binomickou vetou ste sa uz stretli
aspon pre niektoré z tychto situdcii.) Pozri dlohy |4.2.1} [4.2.2|a |4.2.3]

Binomickd veta je uzitoénd a zaujimavéa sama o sebe. Ale vieme ju pouzit aj na ddkaz
niektorych identit tykajucich sa binomickych koeficientov.
Napriklad ak do (4.2)) dosadime t = 1, tak dostaneme

n
n
2" = .
> (1)
k=0
Toto je presne vztah pre sucet binomickych koeficientov v riadku Pascalovho trojuholnika,

ktory sme uz predtym odvodili vo vete [2.3.1
Co sa stane, ak do binomickej vety dosadime t = —1.

Dosledok 4.2.4. Pre lubovolné n € Ny také, Ze n > 1

zn:(—l)’f (Z) — 0.

k=0
A teda platia aj rovnosti

L5)

)
n n
= =
()= 2 (o)

Zistili sme teda, ze pocet podmnozin n-prvkovej mnoziny, ktoré maju parny pocet prvkov,
je rovnaky, ako pocet podmnozin s neparnym poc¢tom prvkov. Takto sformulované to znie
ako vyrok o pocitani mnozin — takze sa zda byt prirodzené pytat sa na to, ¢i by sme nevedeli
vymysliet aj nejaky kombinatoricky argument preco sa tieto pocty rovnaji (dloha .

Poznamenajme, ze sumy uvedené v dosledku [£.2.4] by sme mohli zapisat aj ako

2 (Z): 2 (23‘11)'

0<2j<n 0<2j+1<n

=0

Alebo vdaka nasej konvencii, Ze (Z) = 0 pre £k = n, by sme sa vlastne nemuseli starat
o hranice sumy a zapisat ich ako

S (2) =3, ) =
oo \H T\
pricom tento zapis sice formalne vyzera ako nekonecny siicet, od istého miesta vsak uz mame

iba nuly, a teda v skutocnosti s¢itujeme iba konecne vela Clenov.
Odvodenie pre stucet parnych ¢lenov mézeme naznacit aj takto:

o= () (1) () () =0 ()= () +-
o= )= (1) (0) = (0) - () - () =

=) +2(y) + o r2(gy) +-

0 2 2k
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34 Binomicka veta

Vedeli sme teda dostat sticet vSetky ¢isel na parnych poziciach v riadku Pascalovho troju-
holnika. Dali by sa nejako aspon trochu rozumne vyjadrit aj stcty, kde vezmeme kazdy treti
alebo kazdy stvrty binomicky koeficient?

MbZete sa skiusit nad tymito otdzkami zamysliet — v tlohach nijdete nejaki
moznost, ako sa daji vyjadrit pravé strany a sicasne aj ndvod na odvodenie. (Aj ked nejaky
dost silny hint nam dava uz to, v akej kapitole sa tato otdzka vyskytla a akym spésobom
sme vedeli odvodit stcet pre parne cleny.)

S funkciou f(¢) = (1 +t)™ mozeme robit aj iné operacie.

7(t) = n(1+ )

n
Stcasne vieme zderivovat aj jednotlivé s¢itance v sume Y (})t¥ a dostaneme
k=0

F1(t) = Zn: k(Z) th=1,

Ak dosadime do f/(t) hodnotu ¢ = 1, tak dostédvame

ké k <Z> = n2n L, (4.4)

Aj pri tejto sume sa modzeme pozriet na to, ¢ ju vieme odvodit inym sposobom. (Napri-
klad kombinatoricky alebo pouzitim inych identit, ktoré pozndme pre binomické koeficienty.)
Nejaké mozné pristupy k odvodeniu tejto identity st naznacené v tlohdch [£:2.7 a [£41]

Samozrejme, mohli by sme tento postup opakovat — skusit ¢o dostaneme pre druhii de-
rivaciu, tretiu derivaciu a podobne. Niektoré tlohy, kde sa takéto veci daju pouzit, najdete
v cviceniach ¢i uz za touto Castou alebo medzi cviceniami v ¢asti [£.4] venovanej sumam s bi-
nomickymi koeficientami.

Mbzeme skusit ten isty vzfah aj zintegrovat.

_ n __ . n k
s =asor=3(})r
k=0
A4z)" T G\ "G 1 (n A |
) dt = = = . -z -

k

Samozrejme, aj tu by sme mohli takyto postup opakovat viackrat. Ako obvykle, aj tu
sa moézeme pytat na to, ¢i vieme odvodif ten isty vztah aj inymi sposobmi (matematickou
indukciou, kombinatoricky, pouzitim inych identit). Jeden mozny postup je naznaceny v tilohe
4.4.0l

Vyskusali sme do identity z binomickej vety dosadzovat rézne hodnoty, zderivovat alebo
zintegrovat ju. Samozrejme, mozeme s funkciou f(t) = (1+1)" = >}, (})t* robit aj rozne
iné veci. Niektoré sa vyskytni ako cvicenia, spomenme na tomto mieste napriklad aj dokaz

identity (4.8).
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Cvicenia

Uloha 4.2.1. Nech A4, B st Stvorcové matice rovnakej velkosti a nad tym istym polom.
a) Plati pre matice binomickd veta v tvare

(I+B)" = kzn:_o <Z)Bk,

pricom (ako obvykle) berieme B® = I?
b) Plati pre matice aj takdto podoba binomickej vety?

(A+B)" = Zn: (Z) ARk

k=0

c) Vedeli by ste prist aspon na nejaké postacujiice podmienky, kedy pre matice funguje
binomicka veta?

Uloha 4.2.2. Nech F je poleaa,b € F.Pren € Ny aa € F interpretujeme n X a prirodzenym
sposobom ako
nxXxa=a+a+---+a.
—_———

n-krat

Dokézte, ze potom plati binomickd veta v takomto tvare:

oo =35 () et

k=0

Uloha 4.2.3. Nech R je okruh a a,b € R. Plati v takejto situdcii binomické veta v takejto
podobe? Ak nie plat{ aspori pre pripad, Ze ab = ba? (T.j. napriklad v komutativnych okruhoch.
Alebo aj v nekomutativnom okruhu, ak a a b si nejaké prvky, ktoré komutuji.)

=35 () e

k=0

Uloha 4.2.4. Vedeli by ste kombinatorickou tvahou zdévodnit, Zze pocet podmnozin n-
prvkovej mnoziny, ktoré maji parny pocet prvkov, je taky isty, ako pocet podmnozin s ne-
parnym poctom prvkov? Viete napriklad dostat nejakd bijekciu medzi mnozinou vsetkych
parnych podmnozin a mnozinou vsSetkych nepdarnych podmnozin?

Uloha 4.2.5. Co sa stane, ak do binomickej vety dosadime ¢ = +i? Vedeli by ste na zéklade
toho odvodit identitu, ak s¢itujeme v riadku Pascalovho trojuholnika kazdy stvrty binomicky
koeficient?

i(rL) 2" (L4 (=i 242" 2 cos BF

4k) 4 N 2

k=0

Uloha 4.2.6. Ozna¢me w = %\& = ¢2™/3 tj. komplexné rieSenie rovnice 23 = 1. Ukéite,
ze

i (n) S (14w + (1+w?)" 2" +2cos T

2 \3k 3 3
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36 Vlastnosti binomickych koeficientov

Uloha 4.2.7. Vedeli by ste fakt, ze vyrazy

ARSI

k=0

n
predstavuji td isti sumu pouzit na odvodenie rovnosti Y k(Z) =n2n1?
k=0

Uloha 4.2.8. Rovnost z predoglej tlohy sa da ekvivalentne prepisat ako

k=0 _n
2n 2
a v takejto podobe ju mdzeme intepretovat ako: Priemernd velkost podmnoziny {1,2,...,n}

je 5. Dé sa aj takyto pohlad pouzit na dokaz tejto rovnosti? (Aj ked sa dd povedat, Ze to je
skoro velmi podobné na argument naznaceny v predoslej tlohe.)

Uloha 4.2.9. [[2 5.1.2], [L1} 5.1.2]: Zistite comu sa rovna > 3. @) (;) (a ndjdite nejaké
J=0i=j
zdbévodnenie).

4.3 Vlastnosti binomickych koeficientov

Skusme sa pozriet na niektoré jednoduché vlastnosti binomickych koeficientov.
Napriklad pomerne lahko by sme mali byt schopni zdévodnit, ze pre n € Ny, k € Z plati

k (Z) S (Z - i) . (4.5)

Pre nenulové £ tito rovnost mdzeme tito rovnost ekvivalentne prepisat aj takto:

0)-267)

Zddvodnenie tychto rovnosti by malo byt pomerne jednoduché — mohli by sme napriklad
na oboch strandch zobrat vyjadrenie pomocou faktoridlov a trochu upravovaf. Podme sa
pozriet na nejaky kombinatoricky argument.

Doékaz rovnosti . Predpokladajme, ze mame n Iudi, z ktorych chceme vybrat k-clennt
komisiu a st¢asne v tejto komisii chceme vybrat predsedu. (VSetci ostatni ¢lenovia komisie
st uplne rovnocenni.) Kolkymi spésobmi sa to dd urobit?

Jeden mozny pohlad je ten, ze vybrali k ¢lenov komisie, na to mame (:) moznosti. A
potom sme vybrali predsedu, ktory musi byt jednym z ¢lenov komisie. Teda tu mame préave
k moznosti. Celkovo dostavame k(Z) sposobov ako vybrat komisiu aj s predsedom.

Mozeme pocitat aj inak: Najprv vyberieme predsedu, na to mame n moznosti. Potom
este treba vybrat ostatnych k — 1 ¢lenov komisie, tych uz vyberdme spomedzi zvysnych n —1
Iudi, ktorych mame k dispozicii. Teda dostaneme, ze mame ”(Zj) roznych vyberov.
Pretoze obe cisla vyjadruji pocet prvkov tej istej mnoziny, musia sa rovnat:

(o) =(i0)
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Rovnost (4.5) moézeme zovseobecnit na nasledujicu identitu:

n\ [k n\ (n—1
() () =) e
Dékaz ponechame ako cvicenie (tiloha [4.3.4).

Poznamka 4.3.1. Samozrejme, ti isti vec by sme vedeli vyjadrit aj vela inymi spésobmi;
nie iba cez vyber komisie.

Mohli by sme si napriklad zobrat nejakt n-prvkovii mnozinu M a pocitat kolko je prvkov
mnozine

{(, A);z € A, A C M, |A] = k}.

Alebo ak by sme chceli niec¢o, ¢o sa viac podoba na priklad z redlneho Zivota a lahsie
sa predstavuje, tak by sme mohli vyberat skoro hocijaké objekty — v tejto konkrétnej tlohe
este potrebujeme, aby jeden z nich mal Specifickt dlohu. (Vytiahneme si k kariet z balicka a
esSte potom vyberieme jednu, ktora bude na toto kolo tromfom. Spomedzi nejakych receptov
vyberame k jedal, ktoré sa budi dnes v nasej restauracii pontukat; pricom jedno z nich bude
ako extra menu. Z ponuky réznych tém vyberieme k prednasok, ktoré buda ponikané na
dni otvorenych dveri; a este vyberieme jednu, ktora bude vo velkej poslucharni pre vsetkych
ucastnikov. D4 sa vymysliet vela dalSich situdcii, ktoré by sa dali pouzit — fantazii sa medze
neklad.)

Kedze sa takym spbsobom daju interpretovat viaceré kombinatorické identity, tak sa
pocitanie komisii v kombinatorike dost ¢asto vyskytuje. (Uréite na to narazite, ak otvorite
nejaké knihy venované podobnym téma alebo jednoducho skusite na internete vyhladavat
nejaki klucové slova stvisiace s binomickymi koeficientami a sktisite pridat aj komisie.) Takze
aj tu sme pouzili takito interpretaciu — a este sa s nou stretneme aj inde.

V Pascalovom trojuholniku mézeme lahko vypozorovat, ze jeho prvky najprv rasta a
potom klesaju, t.j. pre celé ¢isla také, ze 0 < k < n plati:

n n
<k‘><(k+1) ak2k+1<n
n n
()= (7)) o

Pokuste sa ndjst nejaky dokaz, e tieto nerovnosti skutoéne platia — tiloha

V zavislosti od parity teda ako najvicsi prvok v riadku Pascalovho trojuholnika mame
prvok, ktory je v strede, t.j. binomicky koeficient tvaru (27?); alebo su v streda dva rovnaké

2n+1\ _ (2n+1

prvky (77) = (331)-
Cvicenia
Uloha 4.3.1. Nech n € Ny. Zistite, pre ktoré k € Z plati nerovnost (}) < (1) a pre ktoré
k plati obratena nerovnost.

Uloha 4.3.2. Ukézte. 7e pre n, k € Z také, 7e 0 < k < n plati (
rovnost pouZit na riesenie tlohy

Uloha 4.3.3. Ukéite, Ze pre n, k € Z také, ze 0 < k < n plati ("") > (7).

1) = ’,;—;’f(;;). D4 sa této

Uloha 4.3.4. Dokézte, ze pre n, k1 € Ny plati
n\ (k\ [(n\[(n-—1
EJ\t) \1)J\k—-1)
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38 Sumy s binomickymi koeficientami

Uloha 4.3.5. [BQ, Identity 154] Ukazte, Ze pre n € Ny plati

(3)=2() =)

(Pokuste sa najst aj kombinatoricky argument, nie iba zdévodnenie pomocou vypoctu.)

Uloha 4.3.6. Ukéite, ze pre n € Ny plati 2(3) +n? = (22”).

Dalo by sa néjst nejaké zovSeobecnenie tejto rovnosti, ktoré dava vyjadrenie pre (

n;k:) 2

Uloha 4.3.7. Vedeli by ste nejako zjednodusit vyraz () +3(.") +3("y) + ("3)?

4.4 Sumy s binomickymi koeficientami

4.4.1 Vandermondova identita

Tvrdenie 4.4.1. Pre lubovolné m,n € Ny plati

(1)) (1)

Dokaz. TODO Méame m Iudi z matematickej sekcie a n Tudi z informatickej sekcie; pocitame
kolkymi spdsobmi mézeme zostavit komisiu, ktora ma s ¢lenov. O

Dokaz. TODO
1+ =1+t (1+0)"

S (S0 (50))

=0

4.4.2 Niektoré dalsie sumy
Cvicenia

Uloha 4.4.1. Vedeli by ste najst nejakii kombinatoricki interpretéciu, ktorou sa d4 odvodit
nasledujica rovnost? Alebo by ste ju vedeli s pouzitim niektorej identity z tejto ¢asti previest

na ind zndmu sumu?
n
n _
E k =non!
k
k=0

Uloha 4.4.2. Dokéite, 7e pre n € Ny plati:

=) 5 )

0<k<n 0<k<n
k je parne k je neparne

Uloha 4.4.3. Dokazte rovnost
Z k? (Z) =n(n+1)2"2
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c:ULOSUMDER2}
Uloha 4.4.4. Dokazte rovnost

Zn: k(k — 1) (Z) =n(n—1)2""2.

k=0
. {binomsumcvic:ULOSUMFRAC
Uloha 4.4.5. D4 sa vyraz %_H(Z) upravit nejakym sp6sobom, ktory by nam pomohol pri

n
vyjadren{ sumy %-H(Z)?
k=0

. {binomsumcvic:ULOSUMSTVO
Uloha 4.4.6. Dokézte, ze pre n € Ny plati

> (1) - (%)

Uloha 4.4.7. Dokézte, 7e pre n € Ny plati

> e(y) =)

Uloha 4.4.8. [BQ, Identity 155] Nech n,m € Ny a 0 < m < n. Dokaite, Ze

> () () = ()

Uloha 4.4.9. [BQ, Identity 158] Nech n,m € Ny a 0 < m < n. Dokaite, Ze
f: n\(n—-k\ _ om (T
E)\m—-k) m)’
k=0

4.5 Prechadzky po mriezke

{mriezka:SECT}
Podme sa pozriet este na jeden problém, ktory mozno vyjadrif pomocou binomickych koefi-

cientov.

Predpokladajme, ze méme Stvorcovi mriezku (alebo inak, Ze sa pozerdme na body v rovine
s celociselymi stiradnicami). Cheeme sa dostat z bodu (0,0) do bodu (k,n) pricom v kazdom
kroku mame povolené ist bud doprava alebo nahor (na vychod alebo na sever). Inak to
moézeme sformulovat tak, Ze sa moézeme pohybovat iba po hrandch mriezky a chceme ist co
najkratSou cestou. Priklad povolenej cesty je na obrazku [I.I} Vedeli by sme spoéitat kolko
existuje takychto ciest?

Tvrdenie 4.5.1. Pocet ciest po mriezke z bodu (0,0) do (k,n) takgch, Ze v kaZdom kroku
sa posunieme doprava alebo nahor (t.j. kazdy krok je tvaru (i,j) — (i + 1,7) alebo (i,7) —

(i, + 1)) je rovny
n+k\ (n+k
k B n

Dékaz. TODO Cesta ma n + k krokov, pricom mame vybrat k pozicii, na ktoré ddme — (a
na ostatnych n poziciach bude 1) O

TODO aj z obrézku (resp. indukciou) — obrdzok
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40 Nerovnosti a asymptotické vlastnosti

n=4 A= (k,n)
S =10,0 k=15
Obr. 4.1: Priklad cesty v mriezke {mriezka:FIGP.
fo2b S 126252 462 (=LE)] k)
15—36—70—126216 sk — 1)
4 \I07 v
1 3 QAU = Q4
13 1 Z| J)J oJ| Off
~ 1 = [3)k] IQ
T TjJ s (@)
i I il Lo
Obr. 4.2: Stuvis mriezky a Pascalovho trojuholnika {mriezka:FIGP.

4.6 Nerovnosti a asymptotické vlastnosti

4.6.1 Faktorial

Stirlingova formula
n! ~V2mn (E) (4.9) {nerov:EQSTIR!
e

Symbol ~ pouzivame v takom vyzname ako ste zvyknuty z analyzy. T.j. pre postupnosti
aj pre funkcie to hovori o tom, ze podiel sa limitne blizi k jednotke.

Teda uvedené tvrdenie vlastne hovori, ze:

. \V2mn (%) "
{nerov:EQSTIRLINGLIM} lim —¢~—
n— 00 n!

=1 (4.10)

Toto tvrdenie na tomto mieste uviddzame bez dokazu — je ho vSak rozumné spomenif,
pretoze je to velmi znadmy vysledok o faktorialoch.
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4.7 Binomicka veta s realnym exponentom

Pri vyjadreni binomického koeficientu sme dostali vyraz

Cﬁ nn—1)--(n—k+1)

k)~ k!

Vyraz na pravej strane rovnosti by mal vyznam aj pokial n je redlne alebo dokonca komplexné
¢islo. (Takéto nieco sme uz spomenuli v pozndmke [4.1.2]) Asporll nejaké veci si o takomto
zovseobecneni povieme, tak zadefinujme vSeobecne:

Definicia 4.7.1. Pret € C a k € Ny ozna¢me

(;) _t(t—1)~-ést—k+1)

V tejto definicii kladieme (8) = 1; v stilade s obvyklou konvenciou o prazdnom stcine.
Pomerne prirodzene sa ¢lovek méze pytat otazky:
o Je aj takéto zovseobecnenie binomickych koeficientov na nieco uzitocné?
o Budu splnené niektoré vlastnosti, ktoré sme dokézali pre obvyklt definiciu binomickych
koeficientov?
e Ak sa pozerame na tento vyraz ako na funkciu od ¢, bude mat takyto polyném niektoré
zaujimavé vlastnosti?
Ku vsetkym z tychto otazok by sa dalo povedat par veci — niektoré z nich azda aj aspon
trochu zaujimavé. My chceme na tomto mieste spomenuit hlavne to, ze binomickt vetu vieme
zovseobecnif aj na pripad, kedy je exponent kladné realne cislo t.

Veta 4.7.2. Nech t € R. Nech x € R, |z| < 1. Potom plati rovnost

(1+z) = i (Z)xk (4.11)

k=0
(T.j. rad na pravej strany hodnosti konverguje k hodnote uvedenej na lavej strane.)

Je uzito¢né si uvedomit aj to, Ze vSetky mocniny vystupujice v uvedenom vztahu su také,
ze zaklad je kladné redlne Cislo — teda nemame ziadne problémy s tym, ¢i je takdto mocnina
naozaj definovana.

Rovnost mozeme prepisat aj takto:

(l-i-x)t = 1+t:c+t(t2_' 1)x2+t(t_ 1§|(t_2)x3+~-~+t(t_ 1)(t_22;;..(t_k+l)xk+...
' ' ' (4.12)

Ak pozname z matematickej analyzy vysledky o Taylorovych radoch, tak vlastne celé
zddvodnenie Vetysa da povedat struéne ako: Vieme néjst Taylorov rad funkcie f(z) = z*
v bode a = 1 resp. Taylorov rad funkcie f(z) = (1 + 2)* v bode a = 0? Aky bude mat tento
rad polomer konvergencie?

Dékaz. Pre funkciu f(z) = (1 + )" dostaneme ako jej k-t deriviciu

PO @) = tt = 1) (t = k+ 1t
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42 Binomicka veta s redlnym exponentom

Teda Taylorov rad v bode a = 0 ma tvar

f(k)(O) .
A A

tt—1 t
(1—|—a:)t:1+tx—|—(2)x2+-~-—|—<k>xk—|—...

(1+x) = i (li):c’“

k=0

F@) = FO) + f/(O)z + Z52a® 4+t

f"0)
!

T.j. dostali sme presne tvar uvedeny v rovnosti (4.11)).
Méme vyjadrenie v tvare mocninového radu Z;O:o apz®. Skiisme vyjadrit jeho polomer

konvergencie. Pre a; = t(t_l)(t_?l”'(t_kJrl) mame
a t—k
lim |—=2 ) = lim |——| =
k—oo | ap k—oo |k + 1
Teda uvedeny rad urcite konverguje pre |z| < 1. O

Mobzeme si na tomto mieste vSimnuf ako jednu z veci, ¢o dostaneme pri takejto zovse-
obecnenej definicii binomického koeficientu pre zaporné ¢isla. Nech n € N a k € Ny. Potom

plati
(7:) - (—1)’“(7”:_ 1). (4.13)

Staci si upravit oba uvedené binomické koeficienty.
—n\ _(=n)(-=n—1)---(—n—k+2)(—n—k+1)
k) k!

(n+k—1> (n+k—1)n+k—-2)---(n+1)n

k k!
A vsimnut si to, Zze v oboch ¢itateloch sa vyskytuje stcin Cisel, ktoré sa lisia iba poradim a
znamienkom.

Priklad 4.7.3. MoZeme si napriklad vSimnit, ze pre n = —1 z (4.13)) dostaneme

()=~

a teda v tomto pripade ndm (4.11) ddva zndme vyjadrenia pre geometricky rad.

o0

1+z) =) (~1)ka*
k=0

(1-2)t= Zl‘k
k=0

Inak povedané, mame:

1

=1l—z+22—23+...
1+

- = l4x+22+23+...
1—2x

Oba rady konvergujui pre |z| < 1.
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Pozrime sa eSte na vyjadrenie pre (1 — x)~"; scasti preto, ze sa ndm mdze obcas hodit a
scasti preto, ze to sivisi s vecami, o ktorych sme uz hovorili.

Priklad 4.7.4. Opit vlastne iba pouzijeme (4.11)), teraz pre t = —n. Po pouziti rovnosti
1.13)

() = (—1)k(”+ll§71), ktort sme odvodili v , dostaneme

T KN~ (nrk—1
(1—2) _Z(k)<_x> _z< ; )x |
k=0 k=0
Trochu iny pohlad na ten isty problém — vlastne pocitame takéto nieco:
1
(1—a)

Kolkjmi spdsobmi mézeme na pravej strane dostat exponent z¥? Mame n zitvoriek, teda
vlastne chceme z kazdej vybraf nejaké x% tak, aby sucet exponentov bol prave k. T.j. chceme,
aby platilo

=(1+z+22+23+..)"

a1 +as+---+a, =k

Podla vety mame prave ("+Z_1) moznosti na vyber takejto celoéiselnej n-tice (ay, as, ..., a).

Nechajme teraz bokom otazku, ¢i sme si naozaj mohli dovolit roznasobovat uvedené rady
¢len po ¢lene. (Na matematickej analyze uvidite, Ze takéto nie¢o funguje bez problémov ak
mame absolitne konvergentné rady. Hoci v tomto pripade — kedze pouzivame geometricky
rad — by sme to azda boli schopni zdovodnit aj nejako jednoduchsie, priamo z definicie.)

4.8 Multinomicka veta

Z binomickej vety vieme ako vyjadrit koeficienty v rozvoji vyrazu tvaru (z; + z2)". Azda
je do istej miery prirodzené pytat sa aj na vyrazy ako (z7 + x2 + x3)™ resp. vSeobecnejSie
((L‘l —|—$2+-"+l‘]€)n.

Pri roznasobovani vyrazu

(1'1+1'2++xk)n:(x1+x2++l'k)(x1+x2++xk)(xl+x2++xk)

n-krat

vyberieme z kazdej zatvorky niektory z Clenov x1,xs,..., 2. Dostaneme teda suciny n ta-

kychto ¢lenov, t.j. vlastne vyrazy v tvare x{'z3? - - - 2%, kde sicet exponentov je préve n.

Kolkymi sposobmi mézeme dostat z7'x5? - - - ¥ ? Inak povedané méame vybrat a, zatvo-
riek pre x1, as zatvoriek pre xo, atd. Pri tomto vybere zalezi na poradi. Teda toto je typ
ulohy, aky sme uz pocitali — vlastne poc¢itame permutécie s opakovanim. Vieme, ze ich pocet

vyjadruje multinomicky koeficient (3.1)):

( n ) n!
a1, as,...,a al!ag!u-ak!

Dostali sme takéto zovSeobecnenie binomickej vety:

Veta 4.8.1 (Multinomickd veta). Pre lubovolné x1,xa,...,x, € R plati rovnost

n
(x1+az2+ - +ap)" = E <a a a >:17‘1“:1732~-ka (4.14)
a1+ tap=n 1,42, ...,dk
aiZO
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Kapitola 5
Princip zapojenia a vypojenia

V tejto kapitole sa budeme zaoberat principom zapojenia a vypojenia, niekedy sa pouziva aj
nazov princip inklizie a ewkldzz'eE]

Je to sposob, ktorym moézeme vypocitat pocet prvkov zjednotenia konec¢ne vela mnozin.
Ukéazeme si aj viaceré aplikacie tohto principu.

5.1 Formulacia a dokaz principu zapojenia a vypojenia

Pre disjunktné koneéné mnoziny sme pouzivali fakt, ze |A U B| = |A| + |B|. Vieme vyjadrit
pocet prvkov mnoziny AN B aj ak tieto mnoziny nie st disjunktné? Nie je tazké si uvedomit,
Ze v sucte |A| + | B| st prvky z prieniku dvakrit, teda ich staci odpocitat a dostaneme

|AUB| =|A|+|B| - |ANDB|.

Niekedy sa moze hodif prepisat tento vztah ako vysledok, ktory pocita pocet prvkov doplnku
zjednotenia. Ak A, B C X pre nejaki koneént mnozinu X, tak méame

X\ (AUB)| = [X|—|A] - |B]+ AN B|

Podobnti tivahu zvladneme urobitf aj pre tri mnoziny.

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|
IX\(AUBUCQ)|=|X|—-|A| - |B|—|C|+|ANB|+|ANC|+|BNC|-|ANBNC(|

Na zaklade toho uz vieme uhddnut, ako to bude fungovat pre viac mnozin. Pri vypocte
Ui, Ail, s¢itame pocty prvkov jednotlivych mnozin, potom odéitame poéty prienikov viet-
kych dvojic, pripoc¢itame prieniky vSetkych trojic spomedzi nasich mnozin, atd.

Dostavame takto nasledujici vysledok, ktory sa zvykne nazyvat princip zapojenia a vy-
pojenia alebo princip inklizie a exklizie.

1V angli¢tine: inclusion—exclusion principle.
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e :FIGPIESRAF} Obr. 5.1: Prvky, ktoré sme zapocitali viackrat

Veta 5.1.1 (Princip zapojenia a vypojenia). Nech Aq,..., A, st konecné mnoZiny a vsetky
z nich st podmnozinami konecnej mnoziny X. Potom pre pocet prvkov ich zjednotenia plati:

n n n
Ui =D 14— D 4, nd,l+...
i=1 i=1 1<i1<ia<n

o (—1)k? > |[A;, N A, N NAL |+ + (D)"THA N AN N A,

1<i1 <2< < <n

{pie:EQPIE} (5.1)
FEkvivalentne:
‘X\(UAi>|:|X—Z|Ai|+ ST AL N A+
1:1 =t ISh<isn (5.2) {pie:EQPIE2}
(1) > |[A; NAy, M- NA, [+ + (1)"[A1N AN N Ay

1< <ip <+ <ip<n

Ind moznost ako zapisat princip zapojenia a vypojenia je prienik A;, N A;, N--- N A;,
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46 Formulacia a d6kaz principu zapojenia a vypojenia

X

Obr. 5.2: Kolkokrat sme odpocitali jednotlivé prvky

zapisat strufnejSie ako (). Pricdom takéto vyrazy sa tu vyskytnd pre vSetky podmnoziny
il

I C{1,2,...,n} a znamienko bude zavisiet od velkosti mnoziny I.
Jal-3co » |na 52
=1 k=1 IC{1,2,...,n} liel

Podme sa pozriet na to, ako by sme vedeli zdévodnit platnost vety

Dokaz. Chceme zdovodnit rovnost

n

U

i=1

_ Z(*l)kJrl Z )

1 IC{1,2,...,n}
\T|=k

Ak

el

n

n
Oznacme si M = | A;
i=1
Na lavej strane mame pocet prvkov mnoziny M, na ktory sa dé pozerat aj tak, ze za
kazdy prvok zo zjednotenia sme zapocitali jednotku.

UAi|=m=>" 1
i=1

zeM
Skusme sa pozriet podobnym spdsobom na pravi stranu: Kazdy prvok x € M sa bud

N A

iel

vyskytuje alebo nevyskytuje v [ 4;, teda k prislusnému séitancu prispieva nulou

iel

alebo jednotkou.

Pozrime sa na pripad, ked = patri prave do s mnozin z Ay, ..., A,. PretoZe sa zaoberame
iba takymi prvkami x, ktoré patria do nasho zjednotenia, urcite mame s > 1.

Zafixujme si nejaké k z rozsahu 1,2, ..., n a pozrime sa na to, ku kolkym s¢itancom tvaru

(] A;| prispeje takyto prvok jednotkou. Inak povedané, kolko sa dd vybrat k-prvkovych
iel
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podmnozin v {1,2,...,n} takych, ze
x € m Az

Takychto moznosti je presne (Z) (Specidlne ak k > s tak dostaneme nulu.)
To znamena, Ze takyto prvok x prispel k pravej strane hodnotou

P = ;;(—1)’”1 <Z>
- g—nk(,j)
G

k=0

=1

Pri¢om sme vyuzili rovnost >_;_(—1)*(3) = 0. (Suma binomickych koeficientov so strieda-
vymi znamienkami ddva nulu, to sme odvodili ako napriklad ako dosledok binomickej vety
v dosledku [£:2:4] Oplati sa upozornit, ze tu potrebujeme s > 1, pre s = 0 ndm takdto suma
d4 jednotku.)

Vidime teda, ze prispevok kazdého prvku ku pravej strane je rovny jedne;j. O

Zhruba ten isty argument sa d4 o Cosi formélnejsie zapisat pomocou charakteristickych
funkcii.

n

Dékaz. Oznaéme si M = |J A;. Pre kazdd podmnozinu A C M moézeme zobrat charakteris-
i=1

tickd funkciu x a: M — {0,1} uréent predpisom

() 1 akxze A,
xTr) =
xa 0 akz ¢ A.

Malo by byt jasné, ze pre kazdd mnozinu mame
Al =) xala).
zeM

Teda vlastne na zdévodnenie ([5.3) ndm stac¢i zdévodnit rovnost zodpovedajicich charak-
teristickych funkcii. T.j. chceli by sme zdévodnit niec¢o takéto:

n
k+1
TP CH DS
= k=1 IC{1,2,...,n}
|I|=Fk

Xﬂiel Al

Tato rovnost bude urcite vyzerat o osi prehladnejsie ak nebudeme ako dolné indexy prieniky.
Kvoli struc¢nosti si teda oznaéme M; = [ A; a vlastne chceme dokdzat rovnost
iel
n
k
Xa =Y _(—1)FH!

k=1

>

IC{1,2,....n}
|I|=k

XM - (5.4)
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48 Formulacia a d6kaz principu zapojenia a vypojenia

T.j. pre kazdé x € M chceme dokéazat, ze plati

n

xu(@) =Y (=D > (). (5.5)
k=1 1g{|11,‘2:,.];,n}

Teraz uz vlastne moézeme takmer bez zmeny zopakovat tipravy na konci predoslého dokazu.

Pre kazdé x € M méme nejaké s € {1,2,...,n} také, Ze x patri prave do s mnozin spomedzi
Ay, ..., A,. Staci ndm uz len skontrolovat, Ze pre takéto x dostaneme
n S s
k+1 _ k41 _
S S (e = 0 () =
k=1 1C{1,2,...,n} k=1
[I|=k
O

Poznamka 5.1.2. Moézeme si vSimnuf, ze v tomto druhom dokaze sme vlastne dokazali
o Cosi silnejsie tvrdenie: Vieme, ze plati dokonca rovnost charakteristickych funkcii, nie iba
rovnost pre pocty prvkov. Ale tito vetu chceme aj tak pouzivat hlavne na pocitanie prvkov
réznych zjednoteni mnozin, takze nam tplne stacéi takyto vysledok.

Ak nédhodou niekomu poméze vyskusat si na malych pripadoch to, ¢o sme vyssie zapisali
vSeobecne, tak sa opat moézeme pozrief na zjednotenie dvoch ¢i troch mnozin.

XAUB(z) = XA(Z) + xB(2) — xans(T)

reA|xeB | xalr) | xa) | xans(®) | xalx)+ x(x) — xans(x)
v v 1 1 1 1+1)—1=
v x 1 0 0 (1+0)—0=
x v 0 1 0 0+1)—0=

XauBuC(z) = XA(Z) + xB(2) + Xc(2) — xanB(2) — Xanc () — XBnc(T) + —XxanBnc(Z)

{pie:EQPIACHAI

xa(@) | x8(@) | xc(*) | Xan(#) | xanc(®) | xBne(®) | Xansnc (@) >
1 1 1 1 1 1 1 14+14+1)—-(1+1+1)+1=1
1 1 0 1 0 0 0 I1+140)—(1+0+0)+0=1
1 0 1 0 1 0 0 (1+0+1)—(0+1+0)+0=1
0 1 1 0 0 1 0 0+1+1)—(04+0+1)+0=1
1 0 0 0 0 0 0 (1+0+0)—(04+0+0)+0=1
0 1 0 0 0 0 0 (0+1+0)—(0+0+0)+0=1
0 0 1 0 0 0 0 (0+0+1)—(04+0+0)+0=1

Mozeme si vSimnut, Ze vpravo sme dostali naozaj sicty binomickych koeficientov so strieda-
vymi znamienkami, konkrétne v jednotlivych zatvorkach mame ¢isla:

3—-3+1=1
2-1=1
1=1
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Cvicenia

Uloha 5.1.1. Kolkymi sposobmi sa daji permutovat pismend slova KOMBINATORIKA
tak, aby sa neopakovali dve pismena po sebe.

Uloha 5.1.2. [Knl Cvi¢enie 4.9], [HKS, Example 1.6.3(iii)] Kolko Sestpismenkovych slov
mozno zostavit z pismen slova TIKTAK, ak dve rovnaké pismena nesmi nasledovat bezpro-
stredne za sebou.

Uloha 5.1.3. [HKS, Exercise 1.6.4(iii)] Kolkymi spdsobmi sa dajii permutovat pismena slova
BARBAR tak, aby nenasledovali tesne po sebe?

Uloha 5.1.4. [B| 2.44] Kolko existuje prirodzenych &sel bez Stvorcov, ktoré nepresahuji
100? (Prirodzené &islo n je &islo bez Stvorcov, ak pre k € N z k? | n vyplyva k = 1. Inak
povedané, nie je delitelné ziadnou netrividlnou druhou mocninou.)

Hint: Pomdze zamysliet sa nad tym, ako moze vyzerat prvociselny rozklad ¢isla bez Stvor-
Cov.

Uloha 5.1.5. Uvazujme rieSenia rovnice a; 4+ 2 + &3 = 48 v nezapornych celych &slach
a) Kolko existuje rieseni takych, kde vSetky tri ¢isla z1, 9, x3 st rézne?
b) Kolko existuje rieseni takych, ze 1 < x2 < x3?

Uloha 5.1.6. [Knl, Cvicenie 4.10], [HKS, Exercise 6.6(iii)], [MI, Example 4.4(a)], [V}, Problem
214] Kolkymi spdsobmi mozno do radu usadit troch Anglicanov, troch Francizov, troch
Talianov tak, aby ziadni traja krajania nesedeli vedla seba.

Uloha 5.1.7.

Uloha 5.1.8. IMI, Exercise 4.20] Kolkymi sposobmi sa d4 ofarbit Sachovnica 8 x 8 dsmymi
farbami, ak v kazdom riadku sa musi vyskytniut vSetkych osem farieb a stcasne v kazdom
stlpci pre susedné policka musime pouzit rézne farby?

{piecvic:ULOTRINARODYA}

{piecvic :ULOTRINARODYB}

Uloha 5.1.9. [Mal, Exercise 3.1.4(a)] Mame $tandardny bali¢ek 52 kariet (t.j. {4,2,3,4,5,6,7,8,9,10,.J,Q, K} x

{&%, ® &, ¥}) Kolkymi sposobmi sa di vybrat 13 kariet tak, aby sa medzi nimi bola aspori
jedna karta z &, aspori jedna karta z ¢, aspon jedna z #, aspon jedna z ¥.

Uloha 5.1.10. AkY je pocet retazcov dizky n z pismen A, B, C, D, E; pricom A, B aj C sa

maja vyskytnut aspon raz?

Uloha 5.1.11. [HKS| Exercise 6.3(iv)] Kolkymi sposobmi sa d4 ulozif n vez{ na $achovnicu
n X n tak, aby kazdé policko bolo obsadené alebo ohrozené niektorou z nich? (Odpoved:
2n™ —nl.)

5.2 Permutacie bez pevného bodu

5.2.1 Definicia a rekurzivne vyjadrenie

Chceli by sme skusit vypocitat, kolko existuje permutacii ¢: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
takych, ze
p(i) # 1
pre kazdé i = 1,2,...,n. T.j. zaujimaju nas permutdcie bez pevného bodu.
Pocet takychto permutdcii si ozna¢me D,,. (V angli¢tine sa pouziva nazov derangement.)
Lahko sa daju vymysliet nejaké priklady situacii, kedy sa takéto niec¢o vyskytne:
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50 Permutacie bez pevného bodu

o Klasicky priklad, na ktorom sa tento problém zvykne ilustrovat: n Iudi si niekam odlozi
svoj dazdnik (kabat, klobtik) — a pri odchode si ndhodne zoberie niektory z odlozenych.
Aka je pravdepodobnost, ze kazdy ma cudzi dazdnik?

o Ucitel vysvetli studentom spravne rieSenie a potom im rozda doméce tlohy, aby si ich
obodovali — ale chce to urobit tak, aby nikto nehodnotil svoju vlastna tlohu.

Pre malé n by sme asi boli aj vypisat vsetky pripady.

Napriklad pre n = 2 dostaneme jedini takd permutéciu (4 2).

Pre n = 3 dostaneme dve permutécie

(3379) (373)

Pre n = 4 ich uz bude viacej, ale opét po troche sktiSsanie by sme azda vedeli najst vSetky

(1234) (1234) (1234)
2143 2341 2413
1234 1234 1234
3142 3412 3421
(1234) (1234) (1234)
4123 4312 4321

Podme sa skusit zamysliet, ¢i by sme vedeli najst D,, aj pre vacsie n nejako o cosi inteli-
gentnejsie nez prechddzanim jednotlivych moznosti.
Konkrétne sa pokiisime odvodif, ze plati takyto vztah

{der:EQREKUR} D, =(n—1)(Dp-1+ Dp_2) (5.6)
pre vsetky n € Z, n > 2.

Dékaz rekurentného vztahu (5.6). Ozna¢me si (1) = k. Na volbu k méme presne (n — 1)
moznosti.

o Ak ¢(k) =1, tak médm D,,_ moZnosti ako poprehadzovat ostatnych n — 2 prvkov, t.j.
ako vyrobim permutdciu mnoziny {1,2,...,n}\ {1, k} bez pevného bodu;

o Ak chcem spodéitat pocet moznosti takych, ze p(k) # 1, tak pozicie 2,3, ..., n umiest-
nujem ¢isla z {1,2,...,n} \ {k} pricom na kazdej pozicii mam prave jednu zakézand
moznost. Teda takychto permutacii bude D,,_.

O

1 ... k ...
kK ... 1 ...
~ ~

a tu

je (n — 2) pozicii, ktoré moézem spermutovat D,,_o sposobmi.

na kazdej pozicii mdm zakdzand jednu z (n — 1) moznost{
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7 tejto rekurencie sa da dopracovat aj k vztahu
D, =nD,_1+ (-1)", (5.7)

ktory je azda este o trochu jednoduchsi (dloha [5.2.1)).
Dokaz zalozeny na tej istej zdkladnej myslienke mozeme zapisat aj trochu inak:

Dokaz rekurentného vztahu . Oznacme (1) = k. Na tejto pozicii sa moze vyskytnit
préve (n — 1) roznych ¢isel. Podobne ako vyssie, ideme rozobrat poéty moznosti v zdvislosti
od toho, ¢i (k) =1 alebo ¢(k) # 1.

Ozna¢me si 7 permutdciu, ktoré vymiena 1 a k (a vSetky ostatné prvky nechdva na mieste).
Budeme sa pozerat na permutaciu ¢ = 7o ¢.

Vsimnime si, ze ¢(1) = 1, teda takdto zloZend permutécia nechdva jednotku na mieste.
Stcasne pre j ¢ {1,k} méme ¥(j) = ¢(j), teda s vynimkou pozicii 1 a k sa tdto permuticia
sprava presne ako povodna permutécia.

Este sa oplati uvedomit si aj to, Ze z permutacie v vieme dostat ¢, konkrétne plati
Tod= 0.

o Ak @(k) =1, tak ¢(k) = k. Teda permutécia ¢ ma préve jeden pevny bod, konkrétne

k. Ak sa pozerdme uz iba na ostatné prvky {1,2,...,n}\ {1, k}, tak na tejto mnozine
mame permuticiu bez pevného bodu a tu mame teda D,,_o moznosti.

o Ak (k) # 1, tak ¥(k) # k. Teda permutécia ¢ ziZend na {2,3,...,n} je permutdcia

bez pevného bodu, teda mame prave D,,_; moznosti.

o Stucasne si treba uvedomit, Ze v oboch pripadoch kazdej permutacii ¢ (vyhovujicej

uvedenym podmienkam) zodpovedd prave jedna permutéicia ¢ a obradtene.

V oboch pripadoch ndm zobrazenie ¢ +— ¢ o 7 dalo bijekciu medzi nejakymi mnozinami
permutécii. V prvom pripade medzi permutdciami takymi, ze ¢(k) = 1 a mnozinou permu-
tacii, ktorda ma prave D, _o prvkov. V druhom pripade sme sa pozerali na tie permutécie,
kde p(k) # 1 a takto O

Pomocou (5.6)) ¢i (5.7) vieme vy¢islit D,, pre viaceré dalsie hodnoty n. VypiSme si aspon
zopar malych pripadov.

n |[0]1]2|3]4]5 6 7 8 9
D, |1{0]1|2|9]44|265| 1854 | 14833 | 133496

5.2.2 Vyjadrenie D, pomocou principu inklizie a exklazie

Princip zapojenia a vypojenia sa da pouzit na to, aby sme vedeli D,, vyjadrit nasledovnym
sposobom:

Veta 5.2.1. Pre kazdé n € Ny plati

n k
Dn—nlz(kl!)—n!<11+;31!+--~+(1)n:b!) (5.8)
k=0
Poznamenajme, ze rovnost (5.8) by sme vedeli odvodit aj matematickou indukciou na
zéklade rekurentného vztahu loha [5.2.2). Dokaz pomocou principu zapojenia ma ti
vyhodu, Ze tam nam takéto vyjadrenie vyjde; ak by sme chceli postupovat matematickou
indukciou, tak by sme museli nejako ,uhddnut“ ¢omu sa rovna pravé strana (t.j. prist na to,
aké tvrdenie vlastne chceme dokazovat indukciou).

o1

{der:VTPIE}
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52 Permutacie bez pevného bodu

Dékaz. Ak si ako X ozna¢ime mnozinu vSetkych permutdcii mnoziny {1,2,...,n} a ako A;
mnozinu tych permutécii, ktoré nemenia prvok ¢, tak vlastne chceme vypocitat pocet prvkov
mnoziny X \ (A; UAxU---UA,).

X:Sn
Ai ={p € Sn;p(i) =1}
Dp=|X\ (A UAyU---UA,)| =2

Toto je presne situacia z vety
Pozrime sa na to, ¢o by sme vedeli povedat o s¢itancoch tvaru

|[A;, N A, NN AL
Toto je vlastne pocet permutéacii, ktoré nechavaji ne mieste Cisla i1, 12, ...,i;. Takych per-

mutdcif je presne (n — k)!.
Tuto hodnotu teraz vlastne len dosadime do (5.2)), t.j. do vztahu

n n n
‘X\ (UAZ) =X =14 - 3D A N Ayl +
i=1 i=1 1<ii<iz<n
n
o (=1)F > |A;, DA, N NA |+ + ()" AN A NN Ay,
1<i1<ig<-<ip<n
len si pritom este uvedomime, ze pre kazda volbu {iy,é9,...,it} C {1,2,...,n} dostaneme

v t1 istu hodnotu, teda k-ty sc¢itanec mozeme zjednodusit takto.

n

(1) > 1A, NAy, NN A | = (—1)’“(2)(71—]5)!

1<i1 <2< <ip<n

Tento vyraz eSte mdzeme trochu zjednodusit na zdklade toho, ze

n n! n!
(k)= b=

Dostavame tak vyjadrenie pre D,,, ktoré este trochu upravime:
_n_k”_,_n_k_kﬁ!
Dy= 3 () tn R = S0

¢o je naozaj rovnost (5.8]). O

{der :POZNPIEROVNAKE}
Poznamka 5.2.2. VSimnime si, Ze vyjadenie sumy z principu zapojenia a vypojenia sa

vyrazne zjednodusila tym, ze pre kazdy vyber k-tice i1, ...,ix bol pocet prvkov v prieniku
A, NA;,N---NA,;, rovnaky. T.j. vlastne celd suma sa zmenila na

- n
~D)*( )P
> ()
k=0
kde Py oznacuje pocet prvkov v prieniku & mnozin a Py oznaduje | X|.
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no Nk
Doy (1”;§!+“+<1>"1> )

. 0 J?k 2 .TB n
e :;H:1+x+§+§+~-+a+...
I 11 (—1)"
1
= 7:1_1 .y ) M
e k:0k| +2! 3'+ + o +
D, 1
lim — =~ (5.10)
n—oo MN! e

Ak sa vratime k prikladom zo zaciatku tejto ¢asti, tak sa to d4 interpretovat tak, ze pravde-
podobnost Ze si nikto nezobral naspét svoj dazdnik je priblizne % (Alebo pravdepodobnost,
ze po nahodnom rozdani ani jeden Student ¢i Studentka neopravuje svoju domacu tlohu, je
priblizne 1.)

Mozeme si vS§imnut, ze D,, je naozaj pomerne blizko hodnoty ”?' (UZ pre pomerne malé
n neurobime privelmi velktd chybu, ak D,, odhadneme ¢islom "7')

n!
D, — —
e

R, =

1 1 1
_”!<(n+1)! B (n+2)!+ (n+3)!+"'>
1 1 1 1

{der:EQLIM}

Dostali sme teda, ze plati:

5.2.3 Dalsie vlastnosti D,

Vztah (5.8) vyjadruje D,, ako stcet vyrazov s faktoridlmi 1!,2!, ... n!. Nasledujici vztah je

do istej mieri obrateny — faktorial je vyjadreny pomocou Dy, ..., D,.
" /n - n
= Dy = D 5.11
(PG BN o1

Dokaz sme ponechali ako cvicenie — tiloha [5.2.4]

Cvicenia
Uloha 5.2.1. Ukézte, ze D,, = nD,_; + (—1)" plati pre vietky n € N.

Uloha 5.2.2. Ukéazte rovnost (5.8) matematickou indukciou a pouzitim (5.7). (T.j. bez
pouzitia principu zapojenia a vypojenia.)

Uloha 5.2.3. UvaZzujme permuticie mnoziny {1,2,...,n}. Ako sa d4 vyjadrit pocet permu-
tacii, ktoré maja prave k pevnych bodov?

53

n+1 (n+1)(n+2) + m+1)n+2)(n+3) m+1)n+2)(n+3)(n+4)

+...

{der:EQFAKT}

{dercvic:ULOREKUR}

{dercvic:ULOBEZPIE}

{dercvic:ULOKFIXED}
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. {dercvic:ULOF
Uloha 5.2.4. Ukazte, ze pre n € Ny plati

n

S 0n-E()e

k=0

t.j. rovnost (5.11]).

Uloha 5.2.5. [Knl, Cvicenie 4.9] Dvaja ucitelia skuiaji sicasne skupinu 4 studentov, kazdy
jeden predmet. Kazdy student odpoveda z jedného predmetu 30 minuit. Kolko existuje roz-
vrhov skusania, ak pozadujeme, aby skisky skonc¢ili za dve hodiny?

5.3 Pocet surjektivnych zobrazeni

Ak sme poznali velkosti mnozin A a B, tak sme velmi jednoducho vedeli vyjadrit pocet
vSetkych zobrazeni a aj pocet injektivnych zobrazeni A — B. Vedeli by sem nieco povedat
o pocet surjekcii? Pozrieme sa na tento problém pomocou principu zapojenia a vypojenia.
Oznacme si (pre potreby tejto Casti) ako Sur(n, k) pocet vSetkych surjektivnych zobrazeni
z n-prvkovej mnoziny do k-prvkovej mnoziny. Vidime napriklad, ze Sur(n,k) = 0 pre n < k.
Alebo tiez si lahko uvedomime, ze Sur(n,n) = n! a Sur(n, 1) = 1. A pre nejaké malé hodnoty
n a k by sme skisanim vedeli najst Sur(n, k).
{surj:POZNSTIR}
Poznamka 5.3.1. Pocet surjektivnych zobrazeni z k-prvkovej mnoziny do n-prvkovej mno-
ziny do suvisi aj s poctom rozkladov n-prvkovej mnoziny na k neprazdnych casti, takémuto
problému sa venujeme v Casti Konkrétne plati Sur(n, k) = k! {Z}, kde {Z} predstavuje
pocet rozklad n-prvkovej mnoziny na k podmnozin; pozri poznamku [6.1.2

Podme sa pozriet na to, Ze ako sa Sur(k,n) d& vyjadrit pomocou principu zapojenia a
vypojenia.

Tvrdenie 5.3.2. Nech k,n € Nog, k < n a X, Y si konecné mnoziny také, ze |A| = n,
|B| = k. Potom pocet surjekcit z A do B je rouny

k
{surj:EQPIE} Sur(n, k) = Z(—l)j (j) (k— ). (5.12)
=0

Uvedentd rovnost moézeme prepisat ako:
k k
Sur(n, k) =k" —k(k—1)" + 5 (n—2)" — 5 (k=3)"+...

co (1R (k ﬁ 2) 2"+ (—1)k1 (k ﬁ 1) 1"

Dékaz. Pozerame sa na zobrazenia z n-prvkovej mnoziny do k-prvkovej mnoziny, bez ujmy na

v8eobecnosti si mézeme zobrat priamo B = {1,2, ..., k}. Kedze chceme surjekcie, tak chceme

aby kazdy prvok i € Y mal vzor, t.j. také zobrazenia, ze mnozina f~!({i}) je neprazdna.
Oznacme si pre i = 1,2,...,k ako A; mnozinu takych zobrazeni, kde sa ni¢ nezobrazi na

{surj:EQPIE2} (5.13)

Ai={f: A= B f'({i}) =0}
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Ak este ako X oznac¢ime mnozinu vsetkych zobrazeni A — B, tak vlastne hladdme

Sur(n, k) = ‘X\ (O Ai)

¢ize mozeme aplikovat principe zapojenia a vypojenia v podobe (5.2)), ak sa ndm podari
vyjadrit velkosti mnozin, ktoré tu vystupuju.
Mame |X| = k™. Mnozina

)

A N A NN A

pozostava z tych zobrazeni, kde sa ni¢ nezobrazi na ziadny z prvkov i1,1g,...,%;. T.j. mame
zostavajucich n — j prvkov, na ktoré sa méze nieco zobrazit — a takychto zobrazeni je presne

(k=)

| A NA, NN A = (k—jg)"

Y enagnenay = (0 e
1< <ip<--<i;<n J
7 vety potom dostaneme rovnost
; [k
sur(n, k) = (-1 (5 k=
; J
7=0

kde s¢itanec zodpovedajici j = 0 je pocet prvkov celej mnoziny | X| = k™. O

5.4 Eulerova funkcia
5.4.1 Vyjadrenie Eulerovej funkcie pomocou prvociselného rozkladu
Definicia 5.4.1. Pre kazdé n € N definujeme

() = |{k € N;1 < k < n,ged(k,n) = 1},

t.j. ¢(n) oznacuje pocet celych ¢isel k € {1,2,...,n}, ktoré si nesidelitelné s ¢islom n.
Tuato funkciu ¢: N — N nazyvame Fulerova funkcia.

Pre malé hodnoty vieme najst hodnotu ¢(n) aj tak, ze vyskusame, ktoré ¢isla si neside-
liteIné s n.

~—

{k;ged(k,n) = 1}

{1}

{1}
{1,2}
{1,3}

(1,2,3,4)
{1,5}
{1,2,3,4,5,6}
{1,3,5,7}
{1,2,4,5,7,8}
{1,3,7,9}

O 0o || O x| W I —| 3

S
| O | O | | bl b0 | =

[
o

%)
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Lahko si vieme rozmysliet napriklad to, Ze pre prvocisla mame ¢(p) = p—1. A nie je moc
tazké najst hodnotu Eulerovej funkcie ani pre mocniny prvocisel, vtedy dostaneme

— a— a 1
e(p*) =p* —p* P =p"'p-1)=p (1p>-

Veta 5.4.2. Nech n € Ny. Potom plati
1
p(n) =n]] (1 - p) , (5.14)
pln

kde siucin na pravej strane prebieha cez vsetky prvociselné delitele cisla n.

Uvedeny vyraz vieme zapisat aj tak, ze ak n = p{*...p* je kanonicky rozklad ¢isla n,
tak

k k
; i—1 —1
o) =[]0 -7 ) =]]py (- 1)
j=1 j=1

(Skuste si rozmysliet, Ze oba tieto zdpisy predstavuji to isté.)

Priklad 5.4.3. Napriklad ak n = p® pre nejaké prvocislo, tak z (5.14) dostaneme presne to
isté vyjadrenie, ktoré sme uz spomenuli vyssie:

Mobzeme tiez skontrolovat, ze
1 1 1 2
=6|1—-=)(1—-=2)=6-=-=-=2
o(6)=6(1-3) (1-3) =653
1 1 1 4
pa0) =6 (1-3) (- =103 2~

Dokaz. V mnozine X = {1,2,...,n} chceme ndjst vSetky ¢isla, ktoré st nestidelitelné s ¢islom
n. Ozna¢me pi,pe,...,pr vSetky prvociselné delitele ¢isla n. Z mnoziny X chceme vlastne
dat prec tie cisla, ktoré su delitelné niektorym z tychto prvocisel, ¢ize prvky mnozin

A, ={se€ X;pi|s}

Zaujima nas teda
en) =X\ (A1UAU---UAy)|.

Pritom vieme vypocitat pocty prvkov jednotlivych prienikov vystupujicich v principe zapo-
jenia a vypojenia.

n
|A;| = —
K3
n
A, NALl =
| Aiy N A p—
n
A N AN A= — "
pilpi2.'.pi]
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Teda na zaklade principu zapojenia a vypojenia dostaneme:

(p(n):n_22+ 3 noL

i Pt i< cn PinPiz

..+(,1)j Z L+...+(71)k n

1<iy<ig<<iy<n PirPiz " Pi P1P2 - - - Pk

7 kazdého z tychto ¢lenov mdzeme vynat n a dostaneme tak

o(n)=n 1—1—|— Z : + (=1)" !

p 1<iy<ia<k Piy iy Pip2 - - - Pk

Teraz si uz treba uvedomit, ze vyraz v zatvorke na pravej strane je to isté, ¢o dostaneme
roznasobenim nasledujiiceho stcinu:

O

Ak pozndme vyjadrenie pre p(n) na zéklade kanonického rozkladu, tak je pomerne lahké
overit nasledujice vlastnosti — dékaz sme ponechali ako cvi¢enie (tlohy alh.4.4)).

{euler:DOSMULT}
Déosledok 5.4.4. Ak m,n € N sd nesidelitelné, t.j. ged(m,n) = 1, tak plati

p(mn) = p(m)p(n).

Funkcie, ktoré maju vlastnost z dosledku [5.4.4] sa zvyknu volat aj multiplikativne funkcie.
S takymito funkciami sa mozZete stretnit aj na inych predmetoch, pozri [3].

{euler:DOSMULT2}
Déosledok 5.4.5. Pre lubovolné m,n € N oznacme d = ged(m,n). Potom plati

Mbézeme porovnat vypoéet hodnoty ¢ pomocou vety a dosledku ~ ten nam
umozni pouzivat hodnoty funkcie ¢ v mocninach prvocisel.

Priklad 5.4.6. Majme n = 360 = 23 .32 5.

©(360) = 360 (1—;) (1—?)) (1—;> :%:96
©(360) = p(2*)p(3%)p(5) =2%-3-2-4=12°.3 =96

Pozrime sa na to, ze Eulerova funkcia ndm niekedy méze pomoct pri type prikladov, na
ktoré by sme typicky pouzivali princip zapojenia a vypojenia.

Priklad 5.4.7. Kolko je prirodzenych ¢isel n takych, ze n < 200 a n nie je delitelné ziadnym
7z Cisel 2, 5, 77
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Tieto ¢isla st dost malé na to, Ze sme schopni ich aj vypisat. (A azda pri troche rozmyslania
by sme prisli na to, Zze mozno netreba vypisovat vsetko az po 200; ¢o sndd bude jasné aj
z rieseni, ktoré si ukdzeme.)

V nasledujicej tabulke st zvyraznené ,zlé“ Cisla, t.j. vSetky péarne ¢isla, vSetky nasobky
patky a vsetky ndsobky sedmicky.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 20
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
o1 92 53 54 95 96 57 o8 99 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
101 102 | 103 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 112 | 113 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121 122 | 123 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130
131 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 142 | 143 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150
151 152 | 153 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160
161 | 162 | 163 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170
171 172 | 173 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180
181 182 | 183 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 180
191 192 | 193 194 | 195 | 196 | 197 | 198 | 199 | 200

Vidime, Ze biele §tvoréeky zostali iba v §tyroch stipcoch a spolu ich je 17+ 18 +17+17 = 69.

Pozrime sa na to, ako tito tilohu vieme vyriesit rozumnejsie nez vypisovanim moznosti
— to v akej kapitole je tloha zaradena nam nepriamo prezradza, ¢o by sme tam asi mohli
pouzit.

Riesenie pomocou PIFE.

200 200 200 200 200 200 200
XA\ (A1U 42U 4g) =200 - {zJ - L;J B LJ + LoJ i MJ i {%J - LmJ
=200—100—40—28+20+14+5—2=169
O

Riesenie pomocou Fulerovej funkcie. Mame 2-5-7=170 a

1 1 1 1-4-6
@(70)-70-(1—2> (1—5> (1—7)_70-2.5.7_24.

To znamend, ze medzi ¢islami 1 az 70 je prave 24 ¢isel nestudelitelych s ¢islom 70; ¢o je
iba inak vyjadrend podmienka, ze nemaji byt delitelné 2, 5 ani 7.

Situdcia bude presne rovnaka pre kazdy usek po sebe iducich ¢isel diiky 70, teda aj od
71 po 140 a tiez od 141 po 210.

Vidime teda, ze ¢isel vyhovujucich danych podmienkam takych, ze n < 210 je presne
324 =T72. V rozsahu 201 < n < 210 mame iba tri takéto cisla: 201, 207 a 209.

Teda c¢isel vyhovujicich zadaniu, ktoré maji velkost nanajvys 200, je prave 72 — 3 =
69. O
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5.4.2 Niektoré vlastnosti Eulerovej funkcie

Pre Tubovolné n € Ny plati

n = Zg@(d), (5.15)

d|n
pricom sumu na pravej strane chapeme tak, ze sc¢itujeme cez vsetky prirodzené ¢isla d, ktoré
st delitelmi &isla n. (Uloha [5.4.11)

MozZeme si tieZ vSimnit, Zze s vynimkou pripadov ¢(1) = ¢(2) = 1 dostédvame ako hodnoty
funkcie ¢ iba parne ¢isla (iloha [5.4.2]).

5.4.3 Eulerova funkcia a kongruencie

KedZe sme sa trochu zaoberali Eulerovou funkciou, azda sa patri aspon spomentf Eulerovu
vetu — ¢o je velmi zndmy vysledok o kongruencidch. (A je vcelku mozné, Ze ste sa uz niekde
stretli aspon s Malou Fermatovou vetou, ktora je jej Specidlnym pripadom.)

Naozaj ich vsak iba spomenieme, nebudeme sa nijako venovat dokazom — tie nechame na
iné predmety. Pozri napriklad [C], [S], [SHHK, Veta 3.3.5], [1J, Theorem 5.3].

Veta 5.4.8 (Eulerova veta). Nech a € Z, n € N si také, Ze ged(a,n) = 1. Potom plat{
a?™ =1 (mod n).

Priklad 5.4.9. Napriklad pre n = 16 mame ¢(16) = 8. Vieme pomerne lahko skontrolovat,
ze plati:

3F=3H1=1"=1 (mod 16)

55=052)1=9"=(9)?=12=1 (mod 16)

?=()*=1"=1 (mod 16)

Pre zvyskové triedy 9, 11, 13 a 15 mame

P=(-7=(-1)*"=7=1 (mod 16)

118 = (=58 =(-1)%8=5"=1 (mod 16)

133 = (-3 =(-1)®3®=3"=1 (mod 16)

158 =(-1)¥=(-1)%18=18=1 (mod 16)

Tym sme pokryli vSetky zvyskové triedy neparnych ¢isel modulo 16.

Mozeme si vsimnut, Ze pre n = 16 plati dokonca o €osi viac. Z Eulerovej vety dostavame,
7e pre neparne a by malo platit a® = 1 (mod 16). Vypocty, ktoré sme uviedli vyssie, ukazuju,
7e plati dokonca aj a* =1 (mod 16)

Priklad 5.4.10. ¢(9) = 6, teda Eulerova veta nam hovori, ze ak
a®=1 (mod9)

pre kazdé a € Z také, ze ged(a,9) = 1. T.j. pre celé ¢éisla a také, ze 3 1 a. Opat aj tu vieme
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vcelku lahko skontrolovat, Ze to je naozaj pravda.

1°=1 (mod 9)
26=(2%)2=(-1)2=1 (mod 9)
49=4*2=12=1 (mod9)

(mod 9)
7=(-2)°=4°=1 (mod9)
(mod 9)

Ak pouzijeme Eulerovu vetu na pripad, ked p je prvocislo a ¢(p) = p—1, dostaneme Mali
Fermatovu vetu:

Veta 5.4.11 (Mald Fermatova veta). Nech a € Z a p je prvocislo. Potom plati
a?”' =1 (mod p).
Tento vysledok mozeme sformulovat aj tak, ze pre lubovolné a € Z plati
a’? =a (mod p).

Mald Fermatova veta nam napriklad dava nejaka moznost, ako pocitat inverzny prvok
v poli Z,. Takéto nieco ste mozno spomenuli aj v zimnom semestri na linedrnej algebreﬂ
Cvicenia
Uloha 5.4.1. Ukdite, Ze pre lubovolné n € Ny plati n = 3 ¢(d), t.j. rovnost (5.15). (Hint:

d|n
Moze pomoct skisit nejako rétat, kolko je takych k € {1,2,...,n}, pre ktoré ged(k,n) = d.)
Uloha 5.4.2. Ukazte, 7e pre n > 2 je ¢(n) parne dslo.

Uloha 5.4.3. Ukéite, ze ak m,n € N st nestdelitelné, tak plati ¢(mn) = p(m)e(n). (T.j.
dokézte dosledok )

Uloha 5.4.4. Ukéite, 7e pre lubovolné m,n € N plati
plmn) = p(m)pn)—-=,
(mm) = o(m)o(n)

kde d = ged(m, n). (T.j. dokézte dosledok )
Uloha 5.4.5. Kolko prirodzenych ¢isel n < 1000 je delitelnych dvojkou alebo sedmickou?

Uloha 5.4.6. Kolko je prirodzenych ¢isel n < 1000, ktoré st delitelné dvojkou, trojkou alebo
patkou?

Uloha 5.4.7. [V, Problem 136] Kolko je celych &isel v rozsahu 0 az 999, ktoré nie st delitelné
patkou ani sedmickou

Uloha 5.4.8. Kolko je prirodzenych celych &sel n takych, ze 1 < n < 250 a stcasne n nie
je delitelné ziadnym z ¢isel 2, 3, 5, 77

Uloha 5.4.9. Kolko je prirodzenych &sel n < 2000, ktoré nie st delitelné dvojkou, trojkou
ani patkou, ale sicasne su delitelné sedmickou. T.j. 7| n, 2t n, 34 n, 51 n.

2https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=2005
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5.5 Mobiova funkcia

Definicia 5.5.1. Pre n € N definujme

1 akn=1,
pn =14 (=1)* akn =pips---pr kde p1,pa,...,pk st rézne prvocisla
0 inak.

Funkciu p nazyvame Mdobiova funkcia.

Tvrdenie 5.5.2. Pre kazZdé prirodzené cislo n € N plati

pn) =nd_p(d)z =" pld)d
d|n

d|n
Dékaz. Oznacme si vsetky prvocisla vyskytujice sa v rozklade ¢isla n ako py1, ps, . .., pk. Eule-
rova funkcia ¢(n) vracia pocet prirodzenych ¢isel z rozsahu 1,2, ..., n, ktoré su nesidelitelné

s C¢islom n. Teda ak si oznac¢ime

X ={12,...,n}
Ai={ken;p; |k}

tak vlastne chceme vypocitat p(n) = |X \ {41 UAs U--- U Ag}|.
Pocty prvkov v tychto mnozinach su:

| X[ =n
n
| A = —
(]
n
A, NALl =
4 il Piy Piy
n
|4y N A, N NA = ———
Dostavame teda
b - n
pn) =) (-1 ) ——,
j=0 pllp’lz o 'p’Lj
kde vnitornd suma prebieha cez vSetky j-prvkové podmnoziny {i1,42,...,4;} C {1,2,...,k}.

Ked porovname tento vyraz s definiciou Mdébiovej funkcie, je to to isté ako rovnost
n
n d)—.
> nld)
d|n

Jediny rozdiel je, ze sme pridali aj sCitance pre tie delitele, kde delitel d obsahuje vyssie
mocniny prvoéisel — v tychto pripadoch je vSak u(d) = 0, a teda neovplyvania hodnotu
sumy. O

Definicia 5.5.3. Pre lubovolné z € R oznacme m(x) pocet prvocisel, ktoré si mensie alebo
rovné x. Funkciu 7 volame prvociselnd funkcia.
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62 Esteraz x1+ - +xz,=n

Priklad 5.5.4. Oznacme k-te prvocislo ako pk, t.j. p1 = 2, po = 3, p3 = 5, atd. Potom plati

7(n) =n— 1+w([\/ﬁj)+2(—1)k { (5.16)

n J
pi1pi2 te plk ’
pri¢om suma prebieha vSetky neprédzdne podmnoziny {iy,és,...,it} C {1,2,..., |[v/n]}

Dékaz. Kazdé &islo z rozsahu 1,2,...,n je delitelné niektorym prvoéislom takym, Ze p? < n
t.j. p < v/n. Ak si oznadime K = 7|/n/, staél sa ndm zaoberat prvoéislami py,ps, ..., pK.

Oznacme si X = {1,2,...,n}a A; = {k € X;p; | k}. Cize A; obsahuje vetky &isla, ktoré
su delitelné prvocislom p; a prienik A;, N A;, N---N A;, obsahuje tie ¢isla, ktoré si delitelné
suc¢inom p;, pi, - - - pi,, - Mozeme si uvedomit, ze plati:

n
a2
LPi
n
A, NA;, = J
L Diy Pis
n
A N Ay NN A, = J
_pilpiz .- plk

Ak pouzijeme PIE na tieto mnoziny, tak dostaneme

X\ (AL UA UL Ag) =0 =Y (~1)F {”J .
PiyPiy * " Piy,

Teda této suma vyjadruje pocet prvkov mnoziny X \ (4; U A2 U... Ak). Aké prvky ob-
sahuje tato mnozina?

St to tie prirodzené ¢isla z rozsahu 1,2, ..., n, ktoré nie su delitelné ziadnym z prvocisel
p1,P2,---,PK- Lo znamend, ze spomedzi Gisel takych, ze \/n < k < n sme vyhodili vetky
zlozené Cisla. Sticasne sme vak vyhodili aj prvocisla velkosti nanajvys v/n. Ak teda chceme
zaratat aj tie, potrebujeme pridat este tieto prvoéisla, ktorych je préave m(y/n) = w|v/n]. A
eSte sme zapocitali aj jednotku, ktord nie je prvocislo. Takto naozaj dostaneme pre pocet

prvocisel vztah (5.16]). O
Sumu z [5.16| pomocou Mdébiovej funkcie mdzeme prepisat ako
n

n(n) =n—1+m([va]) + Y @) | 2] (5.17)

pricom suma prebieha cez vSetky delitele d ¢isla pips - - - Pr(ym)-

Cvicenia

56 Esterazax i+ ---+xp=n

V Casti sme sa zaoberali celociselnymi rieseniami rovnice x1 + x2 + - - - + xx = n. Ukazali
sme, ze takychto rieseni vyhovujicim podmienke x; > 0 je prave (”;gf;l) a pri podmienke
z; > 1 dostaneme presne (}_}) riefeni (tvrdenie a dosledok . Chceme sa teraz
pozriet na taktuto otazku, ak nam okrem dolnych ohraniceni pribudnu aj horné ohranicenia.

Ked méme k dispozicii vetu [5.1.1} t.j. princip zapojenia a vypojenia, tak vieme najst
aspon nejaky sposob, ako nieco vyjadrit pocet rieseni.
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Priklad 5.6.1. Kolko existuje rieseni rovnice
1+ 29+ 23 =15

v nezdpornych celych ¢isla takych, ze 1 < 3, 29 <6, x3 < 127

Vlastne sa teda pozerdme na pocet prvkov mnoziny
S = {(x1,29,23) €Z> 21 + 20+ 13 =150< 121 <3,0 <29 <6,0< 13 <12}
Oznacme si
X ={(x1,22,23) € Z3 21 + 2o+ 23 =15,0< 12,0 < 25,0 < x3},

t.j. na chvilu ignorujeme horné ohranicenia. Pocet prvkov tejto mnoziny vieme vypocitat na

zéklade tvrdenia je rovny (152+ 2) = (127).

Méme v tejto mnozine vsak vela trojic navyse — konkrétne tie, kde =1 > 3, zo > 6,
x3 > 13. Ak si oznacime

Al = {(I17x251"3) S X,I’l 2 4}
Ay = {(z1,22,23) € X;20 > T}
Az = {(z1,32,23) € X; 23 > 13}

tak vlastne chceme vypocitat

|S| = ‘X\(Al UAQUA3)|.

Ak vieme vypocitat pocCty prvkov pre Ay, As, A3 a prieniky tychto mnozin, tak dostaneme
nejaké vyjadrenie pre pocet prvkov tejto mnoziny. Toto si vSak tlohy takého typu, aké sme
uz riesili (priklad a viaceré cvicenia v ¢asti|3.2]). Struéne pripomenme ako sme to robili.

Napriklad pocet prvkov A;, kde mame podmienku x; > 4 dostaneme tak, Ze vlastne
mame:

1+ a9+ 23 =15
(.’1?1—4)+$2+.’173:11
y1+y2+ys =11

Nové premenné y; = x1—4, y2 = T2, y3 = x4 uz zodpovedaju podmienkam y; > 0 a z tvrdenia
a teda vieme vypocitat pocet takychto rieseni ako (1}).

Podobne napriklad pre A; N Ay by sme dostali nové premenné y; = x1 — 4, yo = x5 — 7,
y3 = 3, ¢o vedie k hladaniu poctu rieseni y; + y2 + y3 = 4 v nezapornych celych cislach.

Mézeme si vsimnit, ze niektoré z prenikov budi préazdne. Napriklad vSetky trojice z Ao N
Az splnaju x1 + 29 + 23 > 0+ 7 4+ 13 = 20, teda nemdzu dat sucet 15.
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Esteraz x1+ - +xz,=n

Dostaneme teda:

a teda

17
5] = (

17
X = (2)
13
-3
10
Ao = (2)
4
-
6
|A1 ﬂAg‘ = (2>
|A1 ﬂA3‘ =0
|A2 nA3‘ =0

‘AlﬂAgmAg‘:O

) () () () )

=136 —78 —45—-6+ 15

=22

Cisla zadané v tejto tilohe st dost malé na to, Ze zvladneme aj vyskisat vietky moznosti:

0+3+12
14+2+12
1+6+38
24+44+9
3+1+11
3+54+7

0+4+11 04+5+10 04649
1+3+11 144410 1+4+5+9
2+1+12 24+2+11 24+3+10
24+54+8 246+7 34+0+12
3+24+10 3+3+9 34448
3+64+6

Vyskuisajme este jeden pomerne maly priklad — aby sme na nom mohli ilustrovat mys-

lienku, ktora niekedy pomdze.
{riespie:PRIKLSUBST}

Priklad 5.6.2. [Rl, Example 8.6.1] Aky je pocet celo¢iselnych rieSeni rovnice

T+ 22+ 23 =11

takych, ze plati 0 <z <3,0< 23 <4a0<x3 <67

Aj v tejto tlohe je pocet rieseni natolko maly, Ze by sme zvladli aj vypisat vSetky moznosti:

11=14+44+6
11=2+3+6
11=24+4+45
11=3+2+6
11=34+3+5
11=3+4+4

Rozmyslite si, ze sme tu skutoéne nijaké riesenie nevynechali.
Skusme najprv vyriesit tento priklad takym istym spésobom, aky sme uz spomenuli vyssie.
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Riesenie pomocou PIE. Vlastne chceme vypocitat | X \ (41 U A2 U As)| pre
X = {(331,3327$3) S Zg;xl 4+ a0 +ax3=11,2; > 0}
Ay = {(z1,20,73) € X;2; > 0,21 > 4}
Ay = {(x1,29,23) € X;2; > 0,29 > 5}
Az = {(w1,72,23) € X;2; > 0,23 > 7}

Mozeme si v8imnut, ze |As N Az| = |A; N AyN As| = 0, kedZe pre rieSenia patriace do A N Ag
mame xo + x3 > 12.

Poéty prvkov vietkych mnozin, ktoré potrebujeme pri pouziti vety vieme opit spo-
¢itat standardnym sposobom:

a teda pocet rieseni je
13 9 8 6 4 2
X\ (A1 UA U A3)| = — — —
o= (5)- ()= ()-6) () ()
=78-36—28—15+6+1=6
O

Uvedenym postupom sme dostali teda, ze existuje Sest rieseni — ¢o sihlasi s tym, Ze sme
vypisovanim dostali prave Sest moznosti. Skiisme sa pozriet este na iné trochu trikové riesenie.

Riesenie. Pozerame sa na celo¢iselné rieSenia
1+ Ty + T3 = 11

také, ze 0 < x1 <3,0< 25 <4 a0<x3<6. Ak si zavedieme nové premenné

y1=3—11
Yo =4 — 9
y3 =0 — w3

tak aj y1,2,3 st celé ¢isla a mame tie rovnaké obmedzenia 0 <y; < 3,0 <y, <4a0 <y3 <6.
Ako vyzerd zodpovedajica rovnica pre nezname yi, yo, Y37

T+ a2+ 23 =11
(3—1‘1)+(4—.’L‘2)+(6—$3):13—11
ity +ys=2
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66 Esteraz x1+ - +xz,=n

Dostali sme rovnicu toho istého typu ale s inou pravou stranou. Teraz ale méame vyhodu, ze
nevyhnutne vsetky riesenia spIﬁajli yi < 2. (Mame totiz y1 < y1 + y2 + y3 = 2, podobne pre
ostatné dve premenné.)

Takze vlastne horné ohranicenia y; < 3, yo < 4, y3 < 6 si nemusime vsimat — st ne-
vyhnutne splnené pre kazda trojicu (y1,y2,y3) vyhovujicu tejto rovnici. Teda staci pouzit
tvrdenie [3.2.1] ktoré hovori o rieSeniach takych, ze y; > 0. Dostaneme, ze mame prave

(-

Poznamka 5.6.3. Mohli by sme sa zamysliet aj nad tym, ¢i trik pouzity v priklade [5.6.2) by
nam pomohol aj pri prvej tlohe, ktort sme si ukdzali — priklad[5.6.1} Ak pouzijeme analogicku
substitiaciu y; = 3 — 1, y2 = 6 — x3, y3 = 12 — z3, tak sa od rovnice x1 + x2 + z3 = 15
dostaneme k hladaniu poctu celociselnych rieseni

O

y1+y2+ys =26

s obmedzeniami 0 < y; < 3, 0 < y2 <6, 0 < y3 < 12. Nie je to tak ako v predoslom priklade
— kde vsetky horné ohranicenia boli splnené automaticky. Ale vlastne problém méme iba
S Y1, nerovnosti yo < 6 aj y3 < 12 s splnené pre vsetky nezdporné riesenia. Takze pre pocet

rieSeni dostaneme . A
- =28 — 6 = 22.
()~ (o) =2

Vidime, ze aj v tomto priklade sa takouto substitticiou riesenie zjednodusilo.

Pokial st podmienky na vsetky premenné rovnaké, tak nam trochu roboty usetri to, ze
dostaneme rovnaky poéty prieniky dvojic mnozin, trojic mnozin, atd (poznamka [5.2.2]).

Priklad 5.6.4. Kolko existuje Stvoric celych ¢isel takych, ze plati
T1 4+ To+ 23+ 24 =32

a sucasne 0 < z; < 10.

Riesenie. Opét chceme aplikovat PIE, pricom mame:

X = {($1,$2,$3,$4) S Z4;£L'1,l'2,1'3,$4 Z 0}
A = {(w1, 22,23, 24) € X5, < 10}

Pre pocty prvkov jednotlivych mnozin mame:

35
xi= (%)
24
()
13
Ay, N A =
a0 = ()

|Ai1 ﬂAiz ﬂAig‘ =0
‘Al ﬂAQﬂA3ﬁA4‘:O

66



KAPITOLA 5. PRINCIP ZAPOJENIA A VYPOJENIA 67

A teda pre pocet rieseni dostaneme

S| =X\ (A1 UAy U Az U Ay)|

35 4\ /24 4\ /13
= — +

3 1)\ 3 2/\ 3
~35-34-33 4-24«23-22+6~13~12-11
- 6 6 6
=11(35-17—-32-23+13-12)
= 11(595 — 736 + 156) = 11 - 15 = 165

O

Mozeme si vSimnut, ze aj v tejto ulohe funguje trik z prikladu Po substittcii y; =
10 — z; dostaneme
y1+y2 +yzs +ys =8,

pricom obmedzenia 0 < y; < 10 st uz teraz redundantné. Teda pocet rieseni mdzeme jedno-

ducho vyjadrif ako
8+3 11
= = 165.
(5°)-()

Takto sa teda dostaneme k rieSeniu ovela rychlejsie — chceli sme vSak uviest aj riesenie
bez tohto triku, ako este jednu ilustraciu pouzitia PIE; v tomto pripade so symetrickymi
podmienkami.

Cvicéenia

Uloha 5.6.1. [Bl 2.21] Kolko existuje celo¢iselnych rieSeni rovnice x1 + x2 + 3 + x4 = 17
takych, ze 1 <x1 <3,2<25<4,3<23<5,4< x4 <67

Uloha 5.6.2. Kolko existuje celo¢iselnych rieseni rovnice z1 + 9 + 23 + 24 = 26 takych, Ze
2<x; <T7prei=1,2,3,47

Uloha 5.6.3.
Uloha 5.6.4. Kolko existuje celoéiselnych rieseni rovnice
T+ 2o+ 23+ 24 =19
takych, ze 2 <11 <4,3<22<6,4 <23 <6, x4 >2.
Uloha 5.6.5. Kolko existuje celo¢iselngch rieSen{ rovnice
T+ 29+ x3 = 28
takych, ze 3 <21 <9,0< a5 <8, 7< x3 < 17.

Uloha 5.6.6. Kolko existuje ¢isel mensich nez tisic, pre ktoré je ciferny stcet rovny 14.
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Kapitola 6

Stirlingove, Catalanove a iné
Cisla

6.1 Pocet rozkladov — Stirlingove a Bellove ¢isla

Na roznych predmetoch sme sa videli, ze relacie ekvivalencie a rozklady mnozin st pomerne
dolezité pojmy. Mozeme sa pytat kombinatorickil otazku kolko existuje roznych rozkladov
(resp. relacii ekvivalencie) existuje na n-prvkovej mnozine. Uvidime, Ze viaceré zaujimavé
veci budeme vediet povedat, aj ak budeme pocitat pocet rozkladov, ktoré maja prave k
tried.

Pripomernime, Ze pod rozkladom mnoziny X rozumieme to, ze X = |JR, pricom:

o Kazdd mnozina A € R je neprazdna.

o Tieto mnoziny si po dvoch disjunktné, t.j. pre A, B € R plati

A#B= AnB=0.

Definicia 6.1.1. Pocet rozkladov mnoziny {1,...,n} oznacujeme B,, a voldme Bellove ¢islo.
Pocet rozkladov mnoziny {1,...,n}, ktoré maju prave k-tried budeme oznacovat {7} }
alebo S(n, k) a nazyvat Stirlingove cislo druhého druhu.

Nézov Stirlingove Cisla druhého druhu napovedd, Ze existuja aj Strilingove ¢isla prvého
druhu. Tie spomenieme neskor.
Je zrejmé, ze plati:

Bn:ki{Z}. (6.1)

0
Poznamka 6.1.2. Vdaka tomu, ze existuje prirodzeny vztah medzi surjektivnymi zobraze-

niami a rozkladmil]
! =
k! { k} Sur(n, k).

Konkrétne pre kazdé surjektivne zobrazenie f: A — {1,2,...,k} nam {f~((i));i =
1,...,k} d& nejaky rozklad mnoziny A na k mnoziny. A sicasne kazdy rozklad zodpovedd
prave k! surjekciam, lebo mam prave k! moznosti ako priradit jednotlivym triedam rozkladu
prvky 1,2 ... k. (T.j. mam prave k! moznosti ako mozem triedy rozkladu usporiadat.)

D4 sa na to pozriet aj tak, ze pocet surjekcii je to isté ako pocet usporiadanych rozkladov.

IPozri aj https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1730
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6.1.1 Stirlingove cisla druhého druhu

Nie je tazké si uvedomit, ze plati

a stucasne {Z} =0ak k> n.
Aj pre Stirlingove ¢isla mame

1
{n;r } = k{Z} + {k: i 1} (6.2) {rozklad:EQSTIRREKUR}
resp. S(n+1,k) = kS(n, k) + S(n,k —1). (Jej odvodenie sme ponechali ako cvicenie — tiloha
6.1.2)

Pre malé n a k by sme vedeli vypisat hodnoty { Z} aj sktsanim jednotlivych moznosti
— ked mdme k dispozicii rekurenciu (6.2)), tak je to eSte o kisok jednoduchsie, na zdklade
pripadov k =1 a k = n vieme dopocitat ostatné hodnoty.

K 01| 2 3 4 5 6 | 7
n
0 1
1 0]1
2 01| 1
3 01| 3 1
4 01| 7 6 1
) 01|15 25 10 1
6 0|1 |31] 9 | 65 15 1
7 0163|301 |35 | 140 | 21 |1

Na zaklade toho vieme vyjadrit aj hodnoty B, pre malé n.
Cvicenia
Uloha 6.1.1. Comu sa rovné {E} v zavislosti od n?

Uloha 6.1.2. Ukéite, 7e pre n € Ny, k € N plati vztah (6.2)), t.j.

n+1 n n
()
S Ty
Uloha 6.1.3. Ukazte, ze {5} = 21 — 1 = £=2_ (Pokiste sa aj o nejaky dokaz priamo
z definicie, bez pouzitia rekurencie ((6.2).)

{rozkladcvic:ULOREK}

6.2 Catalanove ¢isla

TODO pocet uzatvorkovani, pocet binarnych stromov
TODO rekurencia

Co=1
Cni1= chcnfk (6.3) {catalan:EQREKUR}
k=0
1 2n+1
Cn = DY 1< n > (6.4) {catalan:EQBINOM}
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Kapitola 7

Fibonacciho c¢isla

7.1 Definicia Fibonacciho a Lucasovych cisel

V tejto Casti sa budeme zaoberat Fibonacciho postupnostou.
Definicia 7.1.1. Pre n € Ny definujeme Fibonacciho cislo F,, rekurentne, pomocou podmie-
nok Fp=0,Fi=1a

Fn+2 = Fn+1 + Fn (71)

Je jasné, ze uvedené pociatoéné hodnoty spolu s rekurenciou (7.1)) jednoznacéne uréuju F,
pre kazdé nezdporné celé cislo n.

n |011]2(3|4(5|6|7]8]|9
F,|0]1]1(2|3|5|8|13 21|34

n (1011 ] 12 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19
F, | 55|89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181

Pri niektorych tvahéach sa nam bude hodit pracovat nie iba s Fibonacciho ¢islami, ale aj
s inymi postupnostami redlnych (¢i komplexnych) éisel, ktoré spliajd ta ista rekurenciu:

An+2 = An—i—l + An (72)

Samozrejme, aj tu plati, Ze ak si zvolime hodnoty Ay a Aj, tak st jednoznacéne urcené aj
vsetky dalsie hodnoty A,, pre n € Ny.
Lucasove cisla Lo =2, L1 =1

Ln+2 = Ln+1 + Ly

Poznamka 7.1.2. Niekedy sa nam moézem hodit pracovat s F,, aj pre zdporné indexy n. Je
pomerne lahké si rozmysliet, Ze rovnost (7.1) jednoznacne uréuje hodnoty F), aj pre vietky
zaporné celé Cisla.

n|1]0|-1]-2|-3|-4|-5|—-6|-7|-81]-9
F,l1]0( 1 |-1| 2 |-3|] 5 |—-8|13|-21]| 34

Z uvedenych hodno6t sa da uhadnuf, ze plati:
F_,=(-1)"F,. (7.3)

Tuto rovnost pomerne lahko dokdzeme matematickou indukciou (tiloha [7.1.1]).
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Cvicenia

Uloha 7.1.1. Dokézte, ze pre kazdé n € Ny plati F_,, = (=1)"F,.

7.2 Zakladné vlastnosti Fibonacciho c¢isel

Pozrieme sa na vyjadrenie F,, pomocou korefiov rovnice z2 — x — 1 = 0, t.j. pomocou ¢&isel:

1+V5
L

1-+5
V=

Cislo ¢ je velmi zndme — nazyva sa zlaty rez a velmi pravdepodobne ste sa s nim na réznych
miestach uz stretli a este aj stretnete.

Kedze s tymito ¢islami budeme rozne veci pocitat, nie je zlé si uvedomit, ze plati:

pti=1
-9 =V5
prp=-1

Tvrdenie 7.2.1. Pre lubovolné n € Ny plati:

7son7wn:s0n7wn

L NG (7.4)

Uvedené tvrdenie mdzeme overit matematickou indukciou. Neskdr sa pozrieme aj na to,
Ze by sme na tento vztah vedeli prist aj bez toho, aby ndm niekto prezradil vyjadrenie na
pravej strane uvedenej rovnosti. Ak v8ak mame zadand rovnost, ktord sa snazime dokazovat,
tak dokaz matematickou indukciou je priamociary.

Dékaz. 1° Pre n = 0,1 mame

5B 0Th
p-v V5
V5 7\/57171?2
2 2
e —prv=1-F

{fib:TVRBINET}

{£fib:EQBINET}



{fib:POZNBINETLK}

{fib:EQLIM}

{£ib:EQLUCAS}

72 Zakladné vlastnosti Fibonacciho ¢isel

2° Ak predpokladdme platnost rovnosti (7.4) pre n + 1 a n, tak dostaneme

Fn+2:Fn+1+Fn

<pn+1 _ ,(/}n—&-l @n _ wn
R R
A A i
NN
(p+ 1" (b+1)y"
V5 V5
P2t PP gn
v VB

(pn+2 o d)n+2

V5

O

Poznamka 7.2.2. Ked sa pozrieme na toto odvodenie, tak vidime, zZe sme v jednom kroku
dostali rovnosti "2 = "l 4 " a Y"T2 = "l 4 " Teda geometrické postupnosti
A, =™ a B, = " tiez vyhovuju rekurencii .

Nie je tazké si uvedomit, ze ak takejto rekurencii vyhovuja nejaké dve postupnosti, tak
je splnend aj pre kazdu ich linedrnu kombinaciu. Teda iny argument, ktory sme mohli po-
uzit na odvodenie by mohol byt taky, Ze obe strany rovnosti vyhovuji pociatoénym
podmienkam Fy = 0, F; = 1 a tiez rekurencie definujtcej Fibonacciho postupnost — teda sa
postupnosti na Tavej a pravej strane tejto rovnosti musia rovnat.

Vsimnime si, Zze 0 < ¢ < 1, ¢ize lim ¢™ = 0. Teda z (7.4) vidime to, ze hodnota F,, sa
n—oo

priblizne rovné ”’—7;, pricom chyba bude pre velké n mald. Takisto lahko dostaneme, ze

. Fn+1 1+ \/5
lim =p=
n—oo [, 2

: (7.5)

145

t.j. podiel dvoch po sebe nasledujicich Fibonacciho ¢isel sa v limite bliZi k hodnote ¢ = =%

Teda Fibonacciho ¢isla stuvisia so zlatym rezom.

Pri definicii Fibonacciho ¢isel sme spomenuli aj Lucasove ¢isla, ktoré boli urcené rovnakou
rekurenciou, ale s pociato¢nymi podmienkami Lg = 2, L1 = 1.

n |0[1]2|3[4]5|6]|7]8]9
L, |2|1]|3[4|7|11|18 |29 |47 |76

Tvrdenie 7.2.3.
Ly =¢"+9" (7.6)

Dékaz. 1° Pomerne Tahko skontrolujeme, ze " + ¢° = 2 a ¢ + 1 = 1, t.j. tvrdenie plati
pre n = 0 aj n = 1. (A samozrejme ak chcete, moZete vyskusat aj niekolko dalsich malych
hodnét n.)

2° TODO pozndmka O
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7.3 Fibonacciho ¢isla a matice

()

{fibmat :SECT}

fibmat : EQMAT} G (1)) = (FZ’}H FF") (7.7)
n n—1
Apir) (1 1\" (A _ _
( A ) = ( 1 0) Ay (7.8) {fibmat:EQMATREK}
A2 =A+1T

xa(t) =1 — Tr(A)t +det(A) =2 —t — 1
Tvrdenie 7.3.1 (Cassiniho identita).
Foi1Fnq — F2=(-1)" (7.9) {fib:EQCASSINI}

Dékaz. Staci aplikovat determinant na obe strany rovnosti ((7.7)).

det (FFT Ff:) =Fp1Fo — F2=(=1)"

a
3| A B 3
5 3
5
5 g
3 3

Obr. 7.1: Cassiniho identita.

MoZeme si v8imnit, ze z (7.9 dostaneme

Fn+1_ Fn _ (_1)71
Fn Fn—l Fnanl.

O podiele F,11/F, sme uz v (7.5) ukdzali, ze konverguje k ¢. Z tejto rovnosti navyse vidime,
ze Cleny tejto postupnosti sa budi k ¢ blizit takym spdsobom, ze sa striedavo budu vyskytovat
nad a pod limitnou hodnotou.
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74 Fibonacciho ¢isla a matice

Obr. 7.2: Missing square puzzle

7.3.1 Diagonalizacia a Binetov vzorec

Matica, pomocou ktorej sme vyjadrili n-té Fibonacciho ¢islo, ma dve rézne vlastné hodnoty
@ a 1. Teda vieme, ze pre nejakt regularnu maticu P musi platit

A:P(‘g 2)1?1

AM =P (‘% £n> pl

Fn+1 Fn (pn 0 —1
=P P~
( Fn Fn—l 0 ¢"
V su¢ine matic na pravej strane rovnosti si vSetky ¢leny konstantné, jediné ¢leny zavisiace

od n st ™ a ", ktoré sa v celom sucin vyskytuju iba raz. Uz na zdklade tohto vyjadrenia
teda vidime, ze pre nejaké vhodné koeficienty c¢1, co dostaneme

Maéame teda rovnost

Fp =c19" + coy™.

Ak nejako vieme ndjst ¢ o, dostaneme takto odvodenie Binetovej formuly (7.4)).
Moézeme to urobif napriklad tak, ze ak tato rovnost ma platit pre n = 0, 1, tak z rovnosti

c1+c=0
cap+cp=1

vieme vyjadrif ¢; 2. Je to pomerne jednoduchd stistava — takZe staci urobit par dprav alebo
moézeme pouzit aj Cramerovo pravidlo a dostaneme

0 1
det (1 1/J> 1 1

Cl = = = —
det (1 1) v—¢ V5
e
1 0
det (<p 1) 1 1
Coy = ——

1 1\ ¢v-¢ 5
det((p 1/))

Pripadne by sme mohli aj ndjst matice P, P~! a vyjadrit vietky prvky stéinu pomocou
nich — tym by sme nasli aj vyjadrenie pre F,.
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7.3.2 Vypocet n-tého Fibonacciho cisla
SSECTVYPOCET}

A45 — A'A22
A22 —_ (A11)2
All _ A.Alo
AlO _ (A5)2
AP = A At
A4 _ (A2)2

Vidime teda, Ze z matice A vieme postupne dostat A2, A%, A A%2 A% pricom v kazdom
kroku sme urobili niektory z vypoctov

A2k _ (Ak)Q
A2k+1 —A- (Ak)Q

Takymto postupom nam na vypocet A" staci radovo lgn nasobeni matic, ¢o je efektiv-
nejsie, nez ako keby sme postupne vypodéitali vietky mocniny A, A2, A3,..., A™.

7.4 Kombinatoricka interpretacia Fibonacciho cisel

Chceme si rozmysliet, ako suvisi s Fibonacciho ¢islami pocitanie takychto (navzdjom suvia-
cich) objektov.

e Pocet dlazdeni mriezky rozmerov 1 x n dlazdicami velkosti 1 x 1 a 1 x 2.

e Pocet vyjadreni ¢isla n ako suctu jednotiek a dvojok (poznamka [7.4.1)).

e Chceme prejst n schodov tak, ze kazdym krokom stipame o jeden alebo o dva schody

vyssie. Kolko je moznosti, ako sa to da urobit?

Povedzme, ze mame mriezku rozmerov 1 X n, t.j. n Stvorcov poukladanych v jednom
riadku. Mame k dispozicii dlazdice velkosti jeden Stvorec a dva Stvorce — pomocou nich
chceme vydlazdit takato jednoriadkovi mriezku. Ak to vysktSame pre malé hodnoty ¢isla n,
dostaneme moznosti zndzornené na obrazkoch [7.3] a [T.4l

JHH

a7
O 1O o4
O O OO 13

Obr. 7.3: Dlazdenia mriezky 1 x n pre n =1,2,3,4 {fibkom:FIGDLAZ1234}

{fibkomb:POZNSUCTY}
Poznamka 7.4.1. To isté mo6zeme samozrejme povedat aj tak, ze pocitame, kolkymi spo-
sobmi vieme napisat dané ¢islo n v tvare

n=x+T2+ -+ T,

(0]



{fibkomb: TVRDLAZD}

76 Kombinatoricka interpretacia Fibonacciho Cisel

Obr. 7.4: Dlazdenia mriezky 1 x n pre n = 5,6 {fibkom:FIGDL,

priom z; € {1,2}. Na rozdiel od typu tlohy, aky sme riesili v Casti tu k nie je pevne
zvolené ale moze byt Tubovolné.
Opét sa da vyskusat si to pre malé hodnoty n.

n 1] 2 3 1 5 6
Foq | 1] 2 3 5 8 13
1| 14+1|14+1+1 |11 +1+1 |1 +1+14+1+1|[1F+1+1+1+1+1
2 2+1 2+1+41 24+1+1+1 2+14+14+1+1
142 1+2+1 14+2+1+1 1+2+1+1+1
1+1+2 1+1+2+1 1+1+2+1+1
242 2+2+41 2+24+1+1
14+1+1+2 1+14+1+42+1
2+ 142 24+142+1
14+2+2 1+24+2+1
1+1+1+1+2
24+141+2
1+2+1+2
1+1+2+2
2+2+42

7 toho, ¢o sme si vyskusali vyssie, uz nie je tazké prist na vzfah medzi tymto problémom
a Fibonacciho ¢islami.
Tvrdenie 7.4.2. Pocet dliZdeni mriezky rozmerov 1 X n pomocou dlaZdic rozmerov 1 x 1 a
1 x 2 je rovny Fp1q.
Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na n.

1° Pre n = 0,1, 2 vysktisame vsSetky moznosti.

2° Majme nejaké dlazdenie mriezky rozmerov 1 x (n + 1). Ako poslednt dlazdicu sme
pouzili bud §tvorec 1 x 1 alebo obdlznik 1 x 2. V prvom pripade zaciatok mriezky méa rozmery
1xn, a teda takychto dlazdeni bude podla indukéného predpokladu F, 1. V druhom pripade
zadiatok pozostévajuci z 1 x (n—1) Stvorcov modZeme vydlazdit F;, spdsobmi. Spolu dostaneme

FTL+1+FTL:F71+2

moznosti pre dlazdenie celej mriezky. O
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7.5 Identity a sumy s Fibonacciho cislami

. 7.5.1 Niektoré vlastnosti Fibonacciho cisel
{fib:TVRKONV}

Tvrdenie 7.5.1 (Konvoluénd vlastnost). Pre lubovolné m,n € Ny plati
{fib:EQKONV} Foin=FnFoi1+ Fp 1 F, (7.10)

Dékaz. Ak vyuzijeme maticovi rovnost (7.7)), tak mame

1 1\" /1 1\" /1 1\"™"
1 0 1 0/ \1 0
Fm+1 Fm Fn+1 Fn — Fm+n+1 Fm—i—n
Fm Fm—l Fn Fn—l F7n,+77, Fm+n—1
Ak sa pozrieme na to, ¢o v tomto stcine dostaneme v lavom hornom rohu danej matice, tak

mame:
Fan+1 + Fm,—an - Fm+n-

O
Fon = Fp(Fs1 + F1) (7.11) {fib:EQ2N}
Fony1=F2 +F? (7.12) {fib:EQ2N+1}

Tieto rovnosti sa tiez daju vyuzit na pomerne efektivny vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla —
do istej miery podobnym postupom, aky sme videli v Casti Sucasne je rovnost
zaujimava aj z toho dévodu, ze ndm dava jednoduché vyjadrenie pre sicet druhych mocnin
dvoch po sebe nasledujiicich Fibonacciho ¢isel.

7.5.2 Sumy obsahujice Fibonacciho ¢isla

13121 |34

AIs
o
—
—
[\
w
ot
0]

n

> Fo=Fop—1 (7.13) {fibsum:EQSUM}
k=0

S tym, ¢o doteraz vieme, sa zd4, Ze do tvahy prichddzaju viaceré stratégie:

e Vedeli by sme to dokdzat matematickou indukciou?

e Zjednodusi sa suma, ak pouzijeme Binetov vzorec?

e Daju sa nejako vyuzit matice?

e Vedeli by sme lavi aj pravi stranu nejako kombinatoricky interpretovat?

Podme sa pozriet na tieto moznosti. Viaceré z nich su relativne jednoduché — ale aj tak
som sem napisal dokazy. Jednak aby sme ich navzajom mohli porovnat — ktoré z nich sa
podobaju, ktoré isli lahsie ¢i tazsie. A azda je to uzitoéné aj z toho pohladu,
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78 Identity a sumy s Fibonacciho cislami

Dokaz matematickou indukciou. TODO

Nasledujuci dokaz nie je vyrazne odlisny od dékazu matematickou indukciou — ak pouzi-

jeme fakt, ze Fj, = Fj,41 — F_1, tak sa v tejto sume vela Clenov vykrati.

Dokaz pomocou teleskopickej sumy.

Spn=F+F+F+ - +F_1+F,
=Fo+ (Fo — Fo) + (F3 — F1) + (F, — Fr—2) + (Fy1 — Frm1)
=F 1+ F,—-F=F,_4—1

Kombinatoricky dokaz. 7 tvrdenia vieme, 7e Fj, 2 je pocet dldzdeni mrieZky rozmerov

1 x (n+ 1) ak mame k dispozicii dlazdice velkosti 1 x 1 a 1 x 2.
Ak sa pozerdme na to, kde sa vyskytla poslednd dvojdlazdica, tak:

e Napravo od nej je dlazenie uz jednoznacne urcéené — moézeme pouzivat iba dlazdice 1 x 1.
e Nalavo od nej mame vSetky mozné dlézdenie kratSej mriezky; t.j. ak sme dvojdlazdicu
polozili za k-te policko, tak mame vsetky dldzdenie mriezky 1 x k, ktorych je prave

Fry.

Mozné hodnoty pre k st 0,1,...,n — 1. NavySe este musime zapocitat jednu moznost, ktora

neobsahuje ziadnu dvojdlazdicu. Dostaneme takto

n—1

Foio=1+ Z Frpq
k=0

:1+2Fk
k=1

To je uz v podstate dokazovand rovnost; iba tam je vynechany séitanec Fy = 0.

7.5.3 Fibonacciho cisla a binomické koeficienty

o0
{EQFIBSUMBINOM} Foyi = Z (n ; k)
k=0

fn= )+ (1) (157)

(7.14)

Tato sumu sme sice zapisali ako nekoneéni sumu — ale od istého miesta uz plati k > n—k
a teda nenulovych séitancov mame iba konecne vela. (Opéat vyuzivame konvenciu, ktort sme

uz viackrdt spomenuli a ob¢as sa aj ukdzala ako uzitoénéd — pozri pozndmku )
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Pozrime sa na to, ¢o dostaneme pre niekolko malych hodnot n:

() ()
@ +®+ @ +© —1+6+10+4=21=F

Tu st znazornené vzdy rovnakou farbou prvky Pascalovho trojuholnika, ktoré v sicte
davaju Fy, I, Fs, Iy, Fg, ', I+ (T.j. tie isté sucty, ktoré sme uviedli vyssie.)

o0 Do 1 1
O B EB L ikEEL,
OO OO0 O @ 728 s o7

Mame vela moznosti, ako dokézat identitu (7.14)).
Napriklad jedna moznost je skusit vyuzit Pascalovu identitu a dokazat toto tvrdenie
matematickou indukciou.

Dokaz matematickou indukciou. O

Mozeme skusit tvrdenie dokazovat aj kombinatoricky — pozerat sa na dlazdenia mriezky
1 x n. V tomto pripade ich rozdelime podla toho, kolko obsahuji domin tvaru 1 x 2.

Dokaz. Pozerajme sa na dlazdenia mriezky 1 X n pomocou dlazdic 1 x 1 a 1 x 2. V tvrdeni
sme ukazali, Ze takychto dldzdeni je Fj, 1.

Ak sa v nich vyskytne k dlazdic 1 x 2, tak ndm zostdva pouzit n— 2k dlazdic 1 x 1. Pozrime
sa teda, kolko réznych poradi sa da vybrat. Mame za sebou usporiadanych spolu n—k dlazdic
a chceme vybrat na ktoré pozicie dame k dvojdlazdic. Mame teda (";k) moznosti.

Zistili sme teda, ¢omu sa rovnd pocet dlazdeni ak sme zafixovali pocet dvojdlazdic —
rovnost dostaneme tak, ze tieto hodnoty s¢itame cez vSetky mozné hodnoty k. O
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Cvicenia

Uloha 7.5.1. Ukézte, ze plati:

Zsz =Fopyp1—1
k=0

n
E Fopp1 = Fopgo
k=0

Uloha 7.5.2. Dokézte, ze pre n € Ny plati

Z F2 =F,Foy,.
k=0

ibsumcvic:ULOBINKRATFIB} .
Uloha 7.5.3. Ukazte, ze pre kazdé n € Ny plati

Py = zn: (Z) F.

k=0

7.6 Fibonacciho ¢isla a delitelnost
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Kapitola 8

Jednoduché rekurencie

8.1 Linearne homogénne rekurencie s konstantnymi ko-
eficientami

Pre Fibonacciho postupnost sme videli odvodenie Binetovho vzorca , ktory nam vlastne
hovori, ze Fibonacciho postupnost vieme vyjadrit ako linearnu kombinaciu dvoch geometric-
kych postupnosti. Nasim cielom je povedat si nieco o vysledkoch, ktoré tento fakt zovseobec-
nuju na niektoré podobné postupnosti.

Budeme sa teda zaoberat postupnostami, ktoré si urc¢ené podmienkou tvaru

Ay =cpAp 1+ cp2An_o+ -+ c1Ap_py1 + coAn_i (8.1)

kde co, ..., ¢, st nejaké zadané konstanty a (A4,)22, je postupnost uréend uvedenym predpi-
som. Budeme predpokladat, ze vSetky konStanty ci a aj Cleny postupnosti Ay st komplexné
¢isla. Navyse predpokladdme, Ze ¢y # 0. (Touto podmienkou sme ni¢ nestratili — ak by sme
uvazovali rovnicu s ¢g = 0, tak v nej mame posledny c¢len tplne zbytocne, kedze je
nulovy.)

Asi je pomerne Tahké vidiet to, Zze ak pozadujeme, aby postupnost (4,)22, vyhovovala
podmienke a sucasne mame zadané hodnoty pre Ag, ..., Ax_1, tak uz je celd postupnost
urcend jednoznacne. Konkrétne vidime, ze zo zadanych hodnot je jednoznacne urcené comu
sa rovnd Ay. Z tychto hodnot uz potom mame jednoznacne urcené aj A4, atd

Ap =cpr1Ap_1 +cx2Ap 2+ +c1d1 + Ao
Apyr = cp 1 Ap +cp2Ap_1 + -+ 1o + Ay
Apyo = cp 1Ak + oAk + - + 143 + coA
Apg3 = ck—1Apy2 + c2App1 + -+ c1dy + coAs

Takéto rovnice volame linedrne homogénne rekurentné rovnice s konstantnymi koeficientms.

Na desifrovanie tohto siahodlhého nazvu:
1. Asi nés neprekvapi termin rekurencia, ktory dobre pozndme ako predpis vyjadrujuci
nejaky ¢len postupnosti pomocou predchaddzajicich.
2. St to linedrne rovnice, t.j. nie si tam ¢leny ako napriklad A, = A2 | + A2 _, alebo
A, =sinA,_1.
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82 Linearne homogénne rekurencie s konstantnymi koeficientami

3. Médme konstantné koeficienty, t.j. napriklad nevyhovovala by rovnica tvaru A,, = nA,,_1+
2nAn,2.

4. Je to homogénna rovnica, t.j. da sa prepisat na tvar A, —cp_1A4n_1 —Cxr—24n_2—"--—
c1An—g+1 + coAp—r = 0 — na rozdiel od rovnice tvaru A, — cx—1A4n—1 — Ck—24p_2 —
coo—1Ap_pr1+coAn—k = f(n), kde na pravej strane by bola nejakd nenulova funkcia.

Ako o chvilu uvidime, rekurencia tzko suvisi s korenmi nasledujiicej rovnice:

Definicia 8.1.1. Rovnicu

2

2P = 12" 0z 4o (8.2)

nazyvame charakteristickd rovnica rekurencie (8.1J).

Jedna z veci, ktoré by mohli naznacovat, ze takdto rovnica méze nejako byt uzito¢na pri
rieseni rekurencii je to, ze jej korene nam urcuju kvocienty takych geometrickych postupnosti,
ktoré vyhovuju zadanej rekurencii —[8.1.1}

Nasu rekurenciu a aj jej charakteristickti rovnicu mézeme samozrejme zapisat aj v tvare:

Ap —cp1An_1 —cr2An_2— - —c1Ap_p41 — c0An_p =0

k k—1 k-2

¥ —cp_1x — Cp_oX e —cix—cog=0

Budeme pri tivahéach o takychto rekurentnych rovniciach ¢asto pracovat s rieSeniami charak-
teristickej rovnice, t.j. s korenmi polynému na lavej strane tejto rovnosti.

Poznamka 8.1.2. Ak mdme zadané hodnoty Aq,..., Ar_1, tak spolu rovnica jedno-
znaéne uréuje hodnoty A,, pre vietky n € Z, t.j. aj pre zaporné celé ¢isla. Cize ak sa nadm to
niekedy hodi, mézeme pracovat aj so zapornymi indexami.

Podobny fakt sme uz spomenuli v poznamke pre Fibonacciho postupnost.

Je uzito¢né si vSimnut, ze linedrnou kombinaciou postupnosti vyhovujicich rekurencii
tvaru (8.1) opat dostaneme taku postupnost. Teda plati:

Tvrdenie 8.1.3. Postupnosti vyhovujuce rekurencii (8.1) tvoria podpriestor vektorového
priestoru vietkych komplexnyjch postupnosti CN. Tento podpriestor md dimenziu k.

Dokaz. Ukéazat, ze ide o podpriestor je pomerne priamociare — tloha Oznacme tento
podpriestorako S.
Zvolme si takéto pociatoéné hodnoty

AP =1 AN =0 AV =0
AY =0 AV =1 . AV =0
AP =0 A =0 . AF V=0
0 1 k—1
AY =0 AN =0 AR =

tak dostaneme %k postupnosti A©) AM Ak
Tieto postupnosti patria do S a st linedrne nezavislé.
Navyse kazda postupnost z S vieme zapisat ako linedrnu kombinaciu tychto postupnosti.

A=AgA® + A;AD 4. 4 4, ABD
(Stadi si uvedomit, Ze postupnosti na lavej aj pravej strane rovnosti vyhovuja rekurencie (8.1))

a maju zhodnych prvych k hodnét.) O
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Veta 8.1.4. Uvazujme rekurenciu (8.1)) a predpokladajme navyse, Ze charakteristickd rovnica
2* = cp_12F T cp_oxF 24 - 41z +co nemd ndsobné korene. Oznacme korene tejto rovnice
v C ako ag, 1, ..., qk.

Potom pre kazdé riesenie (A, ) rekurencie (8.1) existuji koeficienty do,ds, ... ,dy tak, Ze
A, = doag + dla? + -4 dkaz.

Inak povedané, postupnosti (a)>2, pre i =0,1,...,k tvoria bidzu priestoru postupnosti vy-
hovugiicich rekurencii (8.1]).

V tlohe je dokdzané, ze vietky postupnosti af si skuto¢ne riesenia rekurencie (8.1]).
Tato veta ndm déva informaciu, ze pomocou nich vieme dostat aj vsetky ostatné riesenia.
Situécia je o cosi komplikovanejsia v pripade nasobnych korenov.

Veta 8.1.5. UvazZujme rekurenciu , Nech « je s-ndsobny koren je charakteristickej rov-
nice. Potom:

a) Postupnosti o™, na™, n%a”, ..., n*"ta™ vyhovuji rekurencii .

b) Ak pre kazdy koren zoberieme postupnosti takéhoto tvaru, tak spolu dostaneme bdzu pries-
toru vietkych postupnosti spliajicich .

Vsimnime si, ze sme dostali prave k& postupnosti — pocet korenov wvrdtane ndsobnosti je
totiz rovny k. (Tu vyuzivame fakt, Ze pracujeme nad komplexnymi ¢islami — a zo zékladnej
vety algebry vieme, ze kazdy nekonstantny polyném méa nad C tolko korenov, kolko je jeho
stuper.)

Poznamka 8.1.6. Moze byt uzitocné uvedomit si, ze vieme zostavit aj trochu ind bézu.
Konkrétne postupnosti o, (le) a”, (g) a’, ..., (Sﬁl) a™ generuju ten isty podpriestor, ako po-
stupnosti uvedené v predoslej vete.

Na to si staci uvedomit, ze vhodnou linedrnou kombindciou 1, (711), (g), R (Sfl) vieme
dostat 1,m,m2,...,n°"! a obratene. (Inak povedané, toto st dve bazy pre priestor polynémov
stupfia nanajvys s v premennej n.)

To isté bude platit aj ak zoberieme a”, (7)o"~ !, (5)a" 2,...,(,")a"*"!, kedZe tie
sa od predoslych postupnosti liSia iba vyndsobenim vhodnou konstantou. (Konkrétne ide
o vynésobenie nejakou mocninou ¢&isla a.)

Takyto velmi Specificky tvar spominame preto, ze ndm vyjde v ¢asti [8.1.3] z Jordanovho

tvaru matice suvisiacej s touto rekurenciou.

Nasim cielom je ukdzat si vety B.1.4] a[B.1.5 na konkrétnych prikladoch a pozriet sa aj na
to, ¢i ich vieme nejako zdévodnit.

Dokaz tychto viet nechdme na neskor. Nejaké moznosti dokazu si ukazeme v casti [8.1.2
pomocou zddvodnenia linedrnej nezavislosti uvedenych rieSeni a v casti [8.1.3] pomocou Jor-
danovho tvaru. (A daju sa zdovodnit aj inymi sposobmi.) Asi nie je privelmi prekvapivé, ze
dokazy budu jednoduchsie pre pripad, ked charakteristicka rovnica nema nasobné korene —
evidentne aj formulécia vety je v tomto pripade vyrazne jednoduchsia.

Mohli by sme sa ale na tomto mieste aspon zamysliet nad tym, Ze postupnosti uvedené vo
veteskutoéne vyhovuju nasej rekurencii, t.j. overit ¢ast a) tejto vety. Neurobime detailny
dokaz, ale aspon naznacime ako sa to di odvodit. Iny argument, zaloZzeny na maticiach, je
spomenuty v poznamke B.1.8]

Ak a je s-nasobny koren polynému p(z) = 2% — cp_12F 71 — ¢ _o2P 2 — - — c1x — o,
tak je siicasne aj s-nasobny koren polynému
l'n_kp(l‘) — " ckilxn—l o ck72xn—2 L Cl$n_k+1 _ C()(En_k.
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84 Linearne homogénne rekurencie s konstantnymi koeficientami

Vsimnime si, ze toto je presne podmienka, ktord hovori, ze A, = a™ vyhovuje rekurencii
ED).

Stcasne vieme aj to, Ze « je (s — 1)-ndsobnym korefiom polynému, ktory dostaneme po
zderivovani — a opéf aj lubovolného jeho nasobku. Je teda korenom polynémov:

(2" Fp(x)) =na" "t —cp_i(n—1)a" 2 — 92" 2 — - —ci(n—k+1Da"F —co(n — k)z"F!

n—=k n—k+1 n—=k

p(z)) =na" —cp_12"t —cpo(n—1)z" 2= —ci(n—k+ 1)z co(n —k)x

)

z(x
To, Ze « je korenom tychto polynémov, je presne to isté, ako ze A%l = na™ vyhovuje
rekurencie (8.1J).
Ak budeme podobnii ivahu opakovat — teda opét tento polyném zderivujeme a vhodne
vynasobime — tak dostaneme, ze tej istej rekurencii vyhovuju aj dalsie spomenuté riesenia az
-1, n
po n®" a”.

8.1.1 Priklady ilustrujice hlavné vety
TODO

8.1.2 Linearna nezavislost
{1hrek:SSECTLN}

Vo vetach a sa tvrdi, Ze konkrétnych k postupnosti tvori bazu priestoru rieseni
rekurencie O tomto podpriestore uz vieme, ze ma dimenziu k. StCasne vieme aj to, zZe
tieto postupnosti st skuto¢ne rieseniami. (Aj ked pre pripad ndsobnych koretiov sme dokaz
iba naznadili.)

Sta¢i ndm teda ukézaft, Ze tieto postupnosti st aj linedrne nezavislé. (Mame potom tolko
linedrne nezdvislych postupnosti (vektorov), kolko je dimenzia nasho priestoru — a teda tieto
postupnosti tvoria bazu.)

Jednoduché korene
Jedna z moznosti, ako zdovodnit v tomto pripade linedrnu nezavislost rieseni je vyuzit Van-

dermondovu maticu.
{1hrek: TVRNADERMREG}

Tvrdenie 8.1.7. Nech F je lubovolné pole ag,aq,...,a, € F si navzajom rozne prvky pola
F'. Potom matica

1 ag ag ...oag

1 a a2 ... af

1 ay a2 ... a¥

1 ap a% ..oap

je requldrna. Tuto maticu nazyvame Vandermondova matica.

Dékaz. Predpokladajme, ze by sme vedeli dostat nulovy vektor ako linedrnu kombinéciu riad-
kov uvedenej matice. Oznacme si koeficienty takejto linedrnej kombinécie ako cg,cq, ..., Cy.
Potom na k-tej siradnici (pre £k =0,1,...,n) mame

2
co + crap + coay + - - + cpay =0,

¢o znamena, 7e ay je koreiom polynému p(x) = co + 1 + cox? + - - - + cpa™.

Vieme, ze nenulovy polyném stupna n modze mat nanajvys n korenov. Tu sme dostali
n + 1 korenov ag, a1, ..., a,. Teda p(x) je nulovy polyném, ¢ize vsetky koeficienty st nulové,
tj,co=c1=---=c¢c,=0. O]
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V stvislosti s vetou [8.1.4] je tento fakt uzitoény preto, ze z neho uz vidime linedrnu nezé-
vislost postupnosti af, oy, ..., af. Tvrdenie nam totiz hovori, ze uz aj ak sa pozerame
iba na prvych k ¢lenov tychto postupnosti, tak dostaneme linedrne nezavislé vektory.

TODO determinant Vandermondovej matice

2 n
1 ao 0L8 ..o.oag
n
1 a a% co.oaf
1 ay a5 ... af| —
det 2 03 2 | = H (aj — ai).
o o : 0<i<j<n
1 a, a® ... a”

Pozri napriklad [Kol Priklad 6.2.17(2) a tloha 6.2.20(2)].

Nasobné korene

Jedna z moznosti ako dokazat linearnu nezavislost postupnosti z vety je postupovat
podobne ako v pripade jednoduchych korenov. Opét sa pozrieme iba na prvych k ¢lenov. Do-
staneme tak maticu rozmerov k X k, ktord sa nazyva zovseobecnend Vandermondova matica.

Aj pre takito maticu sa dé ukazat, Ze je regularna — ale dékaz (a jeho zépis) by bol o ¢osi
naroc¢nejsi.

8.1.3 Vyjadrenie pomocou matic

Nasledujtica maticova rovnost je ekvivalentnd s podmienkou ({8.1)):

Ck—1 Ck—2 C2 €1 O
A, 1 0 0 0 O A,
A1 0 1 ... 0 0 O A,_o
= . . . . . . . (8.3)
An—_kt1 0 0 1 0 0 A,k
0 0

Je pomerne lahké presvedéit sa o tom, ze a st skuto¢ne ekvivalentné. V prvom
riadku maticovej rovnosti mame priamo podmienku . Ostatné riadky maju tvar
A; = A; pre vhodné 1.

Vyhoda tohto vyjadrenia je, ze sme dostali Stvorcovii maticu

Ck—1 Ck—2 C2 €1 (o

1 0 0 0 O

0 1 0 0 O

A= .
0 0 ... 1 0 0

0 0 ... 0 1 0

taki, ze jej mocniny suvisia s postupnostou, ktord nas zaujima.

Aptk—1 Ap_1
Aptr—2 Ao
L (8.4)
A, Ay
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86 Linearne homogénne rekurencie s konstantnymi koeficientami

Mocniny Stvorcovej matice vieme vyjadrif pomerne jednoducho ak najdeme jej vlastné hod-
noty — prinajmensom v pripade, Ze tdto matica je diagonalizovatelna. (Ale aj pre vSeobecné
matice — s vyuzitim Jordanovho tvaru.) Z rovnosti vidime, ze A, sa da dostat ako
linedrna kombindcia jednotlivych prvkov matice A™. Pozrieme sa teda na to, ako vyzera Jor-
danov tvar matice A a jeho mocniny — toto ndm déva jednu z moznosti ako odvodit vety
BT a

Vedeli by sme néjst aj rozne iné vyjadrenia pre v tvare nasobenia matic. (Napriklad
ak by sme zapisali vektory do riadku namiesto do stlpca. Alebo zvolili iné poradie v akom
do nasho vektora ukladame prvky postupnosti. Kazdopddne vyjadrenia takého typu budua
vyzerat tak, Ze v niektorom riadku alebo stipci méme koeficienty vystupujice v predpise
danej rekurencie a v ostatnych sa vyskytne jedna jednotka a na zvySnych miestach nuly.)

Charakteristicky polyném
Chceli by sme teraz overit, ze charakteristicky polyném nasej matice sa rovna

xa(x) = 2P — cp1 2T — 0T — =y — . (8.5)
Teda vlastne charakteristicky polyném sa zhoduje s charakteristickou rovnicou rekurencie
B

Mozno trochu pomoze, ak sa najprv pozrieme na malé rozmery.

T—c —C
-1 T

2

xa(z) = =z(x—c)—cp=2"—c1x — ¢

Tr—c —C
-1 x

=z(x? — oz —¢1) — ¢

2333 —62.132 —C1T — Cg

%l 1

r—«C¢c3 —Cp —C1 —(C
-1 T 0 0
xaa@=\ o 3 L
0 0 —1
Tr—c3 —Cy —C1 -1 =z 0
=x| —1 T 0|4+c|l0 -1 =x
0 -1 T 0 0o -1
=2(2® — c32® —car — 1) — ¢
:£U4—C3:L‘3—02(E2—61£U—CO

7 malych pripadov, ktoré sme vypocitali vyssie, uz azda vidno ako by sa dal urobit dokaz
matematickou indukciou vzhladom na rozmery matice.

Dékaz rovnosti (8.5). TODO O
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Ro6zne korene — diagonalizacia

Pozrime sa najprv na pripad, Ze charakteristicky polyném x 4(z) nemd nésobné korene — t.j.
na pripad zodpovedajici vete [3.1.4

V takomto pripade je nasa matica A je podobnd s diagonalnou, tak mézeme vyuzit velmi
podobné tvahy, aké sme urobili pre Fibonacciho postupnost v ¢asti [7-3.1]

Ak si ag, a1, ..., qr oznac¢ime korene charakteristického polynomu, tak matica A je po-
dobné s diagonalnou maticou D = diag(ag, aq, ..., ax), a teda existuje reguldrna matica P
tak, ze plati:

A=PDP!
A" =pD"pP!
af 0 ... 0 0
0 aof ... 0 0
Ar=p| : Pt
0 0 ... af;y O
o 0 ... 0 ay
Teda vsetky prvky matice A" sa daji vyjadrit ako linedrne kombindcie ¢isel af, af, ..., ap_1, af.

(Koeficienty vystupujtice v tychto linedrnych kombinéciach zavisia od matice P a P~1.)
Na zéklade maticového vyjadrenia (8.4) méme potom aj vyjadrenie pre A, v takomto
tvare, t.j. dostaneme

A, =doagy +diat + -+ di—1af_q + drag

pre nejaké konstanty dg,ds, ..., dg.

Nasobné korene — Jordanov tvaru

Pozrieme sa na situdciu zodpovedaji vete t.j. na to, ¢o sa stane, ak ya(z) ma aj
nasobné korene. V pripade, ze existuji nasobné vlastné hodnoty, Jordanov tvar uz nemusi mat
diagondlny tvar, pre nasobné vlastné hodnoty sa mézu vyskytniat Jordanove bloky velkosti
vacsej nez 1 x 1. V tomto pripade pracujeme s maticou pomerne Specifického tvaru a budeme
dokonca vediet dokézaft, Ze pre kazdd vlastnd hodnotu existuje jeding blok —

Stéale vSak plati, ze z A = PJP~! budeme mat vyjadrenie

A" = pJjrp—L.

Situacia sa teda zmenila v tom, Ze teraz sa chceme pozerat na to, ako vyzeraji mocniny
Jordanovho tvaru — ¢o je o ¢osi komplikovanejsie.

Samozrejme, kedze Jordanov tvar je blokovo diagonalna matica, pri vypocet J™ nam staci
vediet, ako vyzeraji mocniny jednotlivych blokov.

n

Ji 0 ... 0 Jr0 ... 0
0 J, ... 0 0 Jr ... 0
J =1 . ) ) =| . )
0 0 ... J; 0 0 ... Jn
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88 Linearne homogénne rekurencie s konstantnymi koeficientami

Stcasne z linedrnej algebry vieme, Ze pre Jordanov blok tvaru

A 10 0 0
0 A 1 0 0
00 A 0 0

J = ,
00 0 0 A1

o
o
o
o
o
>

ma n-ta4 mocnina tvar

A7 (711) )\n—l Eg; )\n—2

0 an ) An-1
0 0 A"
J" =
0 0 0 0 Am (M)Ant
0 0 0 0o 0 A

T.j. na hlavnej diagonéle sa vsade nachddza A" a na dalsich diagonélach st postupne

n n n .
<1> 2 J

(Takéto postupnost skonéi, ked sa uz dalsie mocniny nezmestia do velkosti Jordanovho bloku,
resp. ak sa zmestia vSetky, tak za clenom (Z) A" =1 uz budd nasledovat nuly.)

Pre pripad, Ze to pomoéze vyjasnit ako vyzera vSeobecny tvar takejto mocniny, sa mozeme
pozriet na niekolko prvych mocnin bloku velkosti 4 x 4.

A1 00 A2 20 10

S0 a0 |0 A2y 1
“lo 0o a1 “lo 0 a2 o2
00 0 A 0 0 0 A

A3 3M2 3a 1 A 4N 6 4N
|0 N B | [0 At A 6N
“lo o0 a3 “lo o0 A oan
0 0 0 A 0 0 0 A

Opat z (8.4) potom vidime, ze A,, vieme zapisat ako linedrnu kombindciu veci vyskytu-
jacich sa v J™. Pre s-nasobnu vlastni hodnotu A dostaneme blok velkosti s, a teda sa tam
vyskytnd A", (71’) At (sfl)/\”fﬁl.

Ako sme uz spomenuli v poznadmke[8.1.6] tieto rieSenie ddvaji bazu toho istého podpriestor
ako A7, nA”, n2\", ..., n° "1 A\". Teda takymto sposobom dostaneme skutocne vetu

lhrek : POZNMATSURIESENIA}
Poznamka 8.1.8. Vieme, ze maticova rovnost je ekvivalentné s pé6vodnou rekurenciou

B1).
Teda postupnosti, ktoré sme dostali umocnovanim matice, s to skuto¢ne rieSenia rekuren-
cie (8.T). Tieto postupnosti maju tvar linedrnych kombindcif postupnosti A™, nA™, nA", ..., n*~1A",
Staci si teda uvedomit, ze vhodnou volbou pociatoc¢nych podmienok vieme dostat aj tieto
postupnosti.
{lhrek:TVRJEDENBLOK}

88



KAPITOLA 8. JEDNODUCHE REKURENCIE 89

Tvrdenie 8.1.9. Matica

Ck—1 Ck—2 Cy C1 C
1 0 0O 0 0
0 1 0O 0 0

o O
o O
o=
_= O
o O

md pre kazdu vlastni hodnotu A vo svojom Jordanovom tvare prdve jeden blok.

Dékaz. Staci sa pozriet na tvar matice

Che1 — A Cp—2 c2 ¢ C
1 -2 0 0 0
0 1 0 0 0
A— M= )

0 0 1 =X 0

0 0 0 1 =X
Vidime, Ze poslednych n — 1 riadkov je linedrne nezévislych. Teda dostaneme, 7e h(A—\I) >
n—1tjn—h(A=X)=1. O
Cvicenia

{1lhrekcvic:ULOGEOM}
Uloha 8.1.1. Ukézte, 7e geometrickd postupnost A,, = o™ vyhovuje rekurencii (8.1) prave
vtedy, ked «a je korenom charakteristickej rovnice.

{1lhrekcvic:ULOPPR}

Uloha 8.1.2. Ukézte, Ze postupnosti vyhovujtce rekurencii tvoria podpriestor vekto-
rového priestoru vietkych komplexnych postupnosti CN.
Uloha 8.1.3. Najdite vyjadrenie pre n-ty ¢len postupnosti uréenej rekurenciou
A, =24, 1+ A, o
pre n € Z, n > 2, a po¢iatoénymi podmienkami Ay =0, A; = 1.
Uloha 8.1.4. Nijdite vyjadrenie pre n-ty ¢len postupnosti uréenej rekurenciou

An = 5An—1 - 6An—2

pre n € Z, n > 2, a pociatoénymi podmienkami 4y = 0, A; = 1.
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grafdef : 0BRSTVORECROZNE}

Kapitola 9

Graty

9.1 Zakladné pojmy

Chceme sa zaoberat grafmi — t.j. nie¢im podobnym ako na obrazku
Tento pojem by sme mohli formalizovat napriklad takto:

Definicia 9.1.1. Nech V je konecna mnozina a E je nejakd mnozina dvojprvkovych pod-
mnozin mnoziny V. Potom dvojicu G = (V, F) nazyvame graf. Prvky mnoziny V voldme
vrcholy a prvky mnoziny E voldme hrany grafu G.

Pre dany graf budeme oznacovat V(G) jeho mnozinu vrcholov a E(G) jeho mnozinu hrénﬂ

Pretoze budeme c¢asto pouzivat mnozinu vsetkych dvojprkovych podmnozin danej mno-
ziny V, hodi sa nam nejaké oznacenie pre tito mnozinu. Budeme v tomto texte pouzivat
oznacenie V12, v niektorych textoch najdete aj oznacenie (‘2/)

Azda aspon trochu vidno, Ze tdto formalizacia zodpoveda tomu, ¢o sme sa snazili zndzornit
na nasich obrazkoch; prvky mmnoziny E naozaj zodpovedaju tomu, ze sme vybrali, ktoré
dvojice vrcholov st spojené. Ten isty graf mozeme nakreslit réznymi spésobmi; mézeme rézne
poukladat vrcholy; mozeme si vybrat rézne éiary predstavujice hrany — jednoduchy priklad
takéhoto typu je zndzorneny na obrazku [9.1}

1< O
XX

Obr. 9.1: Ten isty graf nakresleny réznymi spésobmi

17 angli¢tiny: vertices a edges.
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Ak e = {u,v} € E, tak hovorim, Ze vrchol u a hrana e st susedné. Namiesto {u,v} € E
budeme hrany strucnejsie zapisovat ako uv € E. Ak pre dva vrcholy u,v € V plati uwv € E,
tak hovorime, Ze st to susedné vrcholy. Ak {u,v} ¢ E, voldme ich nesusedné vrcholy.

Uzitoc¢né st aj niektoré dalsie zovseobecnenia. Napriklad m6zeme mat medzi dvoma vr-
cholmi viacero hran — dostaneme tzv. multigrafy. Alebo nds moze zaujimat situécia, kedy
hrana ma aj smer — t.j. o hrane vieme povedat nie iba to, ktoré dva vrcholy u a v spdja,
ale aj to, ¢i ide z vrchola u do vrchola v alebo obratene. Takto dostaneme usmernené grafy.
Mohli by sme napriklad pripustit aj hrany z nejakého vrchola do toho istého vrchola, tzv.
slucky. Zatial sa vsak zaoberajme iba jednoduchou situaciou, ktorti sme zaviedli v definicii
011} t.j. hrany nie st orientované a nemdme povolené nasobné hrany ani slucky.

Iny mozny smer zovSeobecnenia je, ze niektoré veci sa daju rozumne zadefinovat aj v pri-
pade, ze V je nekonecna mnozina. My sa budeme venovat iba kone¢nému pripadu.

Definicia 9.1.2. Nech G = (V, E) je graf a u € V. Potom pocet vrcholov, ktoré si susedné
s vrcholom w stuperni vrchola. Budeme ho oznacovat deg(v) alebo niekedy aj degq (v). (Najmé
vtedy, ak bude treba zdéraznit, s ktorym grafom pracujeme.)

Ekvivalentne mdzeme stupen vrchola zadefinovat ako pocet susednych hran.

Mbzeme si vsimnut jednu pomerne jednoducht vlastnost, ktord musia splnat stupne vr-
cholov v Tubovolnom grafe — konkrétne to, ze sicet stupriov sa rovné dvojnasobku poctu
hran..

Tvrdenie 9.1.3. Nech G = (V, E) je graf. Potom plat{

Z deg(v) = 2|E|.

veV

Dékaz. Dvoma sposobmi spocitame pocet dvojic (v,e), kde v € e € E. (T.j. pocet dvojic
vrchol a hrana, ktoré navzajom susedia.)

Pre kazdd hranu mdme prave dva vrcholy. Pre kazdy vrchol mame prive deg(v) hran.
Teda obe strany rovnosti

S deg(v) = 21|

veV
vyjadruji pocet takychto dvojic. O
Z tvrdenia [9.1.3] vidime, ze stdet stuptiov vSetkych vrcholov grafu bude vzdy pérny.
Dosledok 9.1.4. V lubovolnom grafe je pocet vrcholov nepdrneho stupria pdrny.

MozZeme sa pozriet na to, kolko najviac hran moze obsahovat graf na nejakej mnozine
vrcholov.

Definicia 9.1.5. Ak V mé n prvkov a E obsahuje vSetky dvojprvkové podmnoziny mnoziny
V, tak graf G = (V, E) nazyvame kompletny graf na n vrcholoch a oznac¢ujeme K.
Kompletny graf K,, méa n vrcholov a (g) = w hran.
Podobne ako pre iné struktiry, aj pre grafy vieme povedat, kedy su ,,v podstate rovnaké*.
Definicia 9.1.6. Nech G = (V,E) a G’ = (V',E’) st grafy a f: V — V' je zobrazenie.
Zobrazenie f je izomorfizmus grafov ak f je bijekcia a pre Tubovolné u,v € V plati

{furvteE &  {f(u) flv)}eE"
Dva grafy G a G’ st izomorfné, ak existuje izomorfizmus medzi G a G'.
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O O O

Ky Ky K3 Ky Ks

Obr. 9.2: Kompletné grafy K; az K

Definicia 9.1.7. Nech G = (V, E) je graf. Graf G’ = (V', E’) sa nazyva podgraf grafu G ak
V'CVaFE CE.

Ak mnozZina E’ obsahuje vSetky hrany z E, ktorych koncové vrcholy lezia vo V', tak
G = (V' E') je indukovang podgraf alebo tiez podgraf grafu G indukovany mnozinou vrcholov
V. Strucnejsie:

E =BEnvE,

Inymi slovami: O podgrafe hovorime, ak dostali graf G’ takym sposobom, Ze sme vybrali
niektoré vrcholy V' C V a niektoré spomedzi hrdn medzi tymito vrcholmi. Ak sme zobrali
vsetky mozné hrany grafu G, kde oba vrcholy lezia v zadanej podmnozine, tak hovorime
o indukovanom podgrafe.

Napriklad indukovany podgraf kompletného grafu bude opédt kompletny graf. Ale kazdy
graf na danej n-prvkovej mnozine vrcholov je podgraf grafu K,.

Definicia 9.1.8. Nech G = (V, E). Potom komplement grafu G je graf G = (V, E’) taky, Ze
E =VIE\E.

Inymi slovami, madme t4 istd mnozinu vrcholov, ale zobrali sme prave tie hrany, ktoré
povodny graf neobsahoval.

Cvicenia
Uloha 9.1.1. Dokézte: Pre Iubovolné 2 vrcholy u, v Petersenovho grafu (obrazok ) exis-

tuje automorfizmus f Petersenovho grafu taky, ze f(u) = v. (Ndzov automorfimus znamena
izomorfizmus grafu G s tym istym grafom G.)

Uloha 9.1.2. Definujme graf G nasledovne. Nech M = {1,2,3,4,5}. Mnozinu vrcholov V
budi tvorit vsetky dvojprvkové podmnoziny mnoziny M. Dva vrcholy A, B C M budi spo-
jené hranou ak A N B = (. Dokézte, Ze je to vlastne Petersenov graf (teda Ze je izomorfny
s Petersenovym grafom). Vedeli by ste pouzit tento popis na doékaz toho, ze

a) pre fubovolné 2 vrcholy u a v existuje automorfimzus Petersenovho grafu taky, ze f(u) = v,
b) pre ITubovolné 2 dvojice susednych vrcholov (u,v) a (u/,v") existuje automorfimzus Peter-
senovho grafu také, ze f(u) =u' a f(v) =/,

¢) pre lubovolné 2 dvojice nesusednych vrcholov (u,v) a (u/,v’) existuje automorfimzus Pe-
tersenovho grafu také, ze f(u) =u’ a f(v) =0’

Uloha 9.1.3. Dokazte: V kazdom grafe, ktory mé aspoii dva vrcholy, existuji dva (rozne)
vrcholy, ktoré maju rovnaky stupen.
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Obr. 9.3: Petersenov graf

9.2 Stromy

Vo viacerych situdciach sa nam bude hodit pozerat sa na rézne postupnosti susednych vr-
cholov.

Definicia 9.2.1. Nech G = (V, E) je graf. Postupnost (vg, e1, v1, ..., ek, v;) kde pre vg, .. ., v
Vae,...,ep € FE nazgyvame sled, ak e; = {v;,v;41} prei =0,1,...,k — 1.

Sled v ktorom sa neopakuju ziadne hrany nazyvame tah. Sled, v ktorom sa neopakuju
ziadne vrcholy nazyvame cesta.

V definicii sledu pripastame aj k = 0, t.j. sled mo6ze pozostavat z jediného vrcholu. Pod
dlZkou sledu budeme rozumit pocet hran, ktoré sa v fiom vyskytly.

Mbzeme si uvedomit, zZe sled je jednoznacne urceny postupnostou vrcholov, preto casto
budeme pouzivat aj struénejsie oznacenie (vg,v1,..., V).

Lahko si uvedomime, ze kazda cesta je sucasne tahom. (Ak sa neopakuji ziadne vrcholy,
nemdzu opakovat sa opakovat ani hrany.)

Definicia 9.2.2. Ak pre sled (vg, e1,v1, ..., ek, vx) plati vg = vg, t.j. prvy a posledny vrchol
je rovnaky, nazyvame ho uzavrety sled. Ak je uzavrety sled sicasne tahom, volame ho uzavrety
tah.

Uzavrety tah taky, ze s vynimkou prvého a posledného vrchola sa v ilom iné vrcholy uz
neopakuju nazyvame kruznica.

Definicia 9.2.3. Graf G = (V, E) sa nazyva stvisly, ak pre Tubovolné vrcholy u,v € V
existuje cesta z u do v.

Pojem stvislého grafu by sme mohli ekvivalentne definovat tak, Ze namiesto cesty by sme
pouzili tah alebo sled (dloha[9.2.1)).
Kazdy graf sa da rozdelit na viacero suvislych grafov — tzv. komponentov savislosti; pozri

tlohy a
D4 sa tiez ukazat, Ze suvisly graf na n vrcholoch mé aspon n — 1 hrén (iloha [9.2.6)).

Definicia 9.2.4. Suvisly graf, ktory neobsahuje nijaki kruznicu, sa nazyva strom.

Graf, ktory neobsahuje kruznice sa zvykne nazyvat aj acyklicky graf. Teda definiciu stromu
mozeme sformulovat aj tak, ze je to suvisly acyklicky graf.

Mbobzeme si v§imnuf nasledujtcu vlastnost, ktora je uzitocna pri dékazoch rozliénych tvr-
deni o stromoch.

93



{stromy:TVRPRIDAJ}

{stromy:TVRN-1}

{stromy: TVRN-1JESTROM}

94 Stromy

Obr. 9.4: Priklady stromov

Tvrdenie 9.2.5. KazZdy strom, ktory md aspon dva vrcholy, md aspon dva vrcholy stupria 1.

Dokaz. Nech T je strom (vg,v1,...,v;) je najdlhsia cesta v strome T'. Tato cesta obsahuje
aspon dva vrcholy.

Koncové vrcholy nasej cesty vg a v, maja stupen jedna; inak by sa tato cesta dala prediiit’.
(Sporom. Nech by vy, mal eSte jedného suseda s iného nez vi_1. Potom s sa nerovnd ziadnemu
z vrcholov vg, v1, . . ., vp—1 — inak by sme boli schopni nédjst kruznicu. Potom (vg, v1, .. ., U, 8)
je dlhsia casta.) O

Vidime teda, ze v strome mdme vrchol stupnia 1 (aZ na dve pomerne trividlne vynimky).
Vo viacerych dokazoch sa ndm bude hodit vysledok o tom, ako stromy vznikaju pridavanim
vrchola stupna 1.

Tvrdenie 9.2.6. Nech G = (V, E) je graf, ktory obsahuje vrchol v stupria 1. Graf G je strom
prdve vtedy, ked indukovany podgraf na mnoZine V '\ {v} je strom.

Doékaz. Zaoberdme sa grafom G a podgrafom G — v, ktory vznikol vynechanim vrchola v a
jedinej hrany, ktord z neho vychadza. Ozna¢me ako v’ jediného suseda vrcholu v.

Pretoze G neobsahuje kruznice, ani podgraf G — v neobsahuje kruznicu. Chceme este
ukdzat, ze G — v je suvisly. Ak z,y € V' \ {v}, tak existuje cesta z x do y v G. Stcasne této
cesta nemdze prechadzat cez v, pretoze do tohto vrcholu sa da vojst a vyjst z neho iba po
jedinej hrane — takato cesta by teda ttto hranu obsahovala dvakrat.

Pomerne Tahko zistime, ze ak G — v je suvisly, tak aj graf G je suvisly. Lubovolné
dva vrcholy z V'\ {v} vieme spojit cestou. Este chceme ukézat existenciu cesty z lubovolného
vrchola z € V do v. Ak x = v, tak mdzeme zobrat cestu pozostévajicu iba z vrcholu v. Ak
T # v, tak existuje cesta z x do v’, k tejto ceste nam staci pridat jednu hranu. O

Tvrdenie 9.2.7. Nech T je strom, ktory md n vrcholov. Potom T md prdve n — 1 hrdn.

Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na n.

1° Pre n =0, 1,2 mdézeme vyskusat vsetky mozné grafy na najviac dvoch vrcholoch.

2° Nech n > 2 a tvrdenie plati pre n. Nech T je strom, ktory ma n + 1 vrcholov.

Podla tvrdenia [9.2.5] existuje nejaky vrchol v stupnia 1. Vynechanim tohto vrchola do-
staneme graf G — v, ktory je opéf stromom na zéklade tvrdenia Podla indukéného
predpokladu ma G — v prave n — 1 hran. Graf G dostaneme pridanim jedinej hrany, teda ma
prave n hran. O

Tvrdenie 9.2.8. Nech G = (V, E) je swvisly graf ktorgy md n vrcholov a n — 1 hrdn. Potom
G je strom.
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Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na n.

1° Pre n = 0, n = 1, n = 2 tvrdenie plati. (Lahko to skontrolujeme, ak sa pozrieme na
vSetky mozné grafy na dvoch a menej vrcholoch.)

2° Prepokladajme, Ze tvrdenie plati pre n > 2. Chceme ukéazat, Zze plati aj pre graf G
s n + 1 vrcholmi.

Najprv ukédzme, ze v G existuje vrchol stupiia 1. Z tvrdenia[0.1.3] vieme, zZe stcet stupriov
je 2|E| = 2n — 2. Ak by vsetky vrcholy mali stuper aspoil 2, tak by stcet stupriov bol > 2n.
Teda existuje aspon jeden vrchol stupnia mensieho nez dva; nejaky taky vrchol si oznacme
v. Tento vrchol nemdze mat stupen 0, pretoze potom by graf G nebol suvisly. Mame teda

deg(v) = 1.
Podla tvrdenia [9.2.6| ndAm staci ukazat, ze vynechanim vrchola v dostaneme strom. To
vyplyva z indukéného predpokladu O

KedZe kazdy stvisly graf mé aspon n— 1 hrén (tloha(9.2.6), predchddzajice dva vysledky
vlastne hovoria, ze stromy st stuvislé grafy s minimalnym moznym poctom hran. Vieme pridat
aj viaceré dalSie zaujimavé charakterizacie stromov, ktoré st zosumarizované v nasledujicej
vete.

Veta 9.2.9. Nech G = (V, E) je graf, ktory md n vrcholov. Nasledujice podmienky si ekvi-
valentné:
(i) G je strom.
(i) G je sivisly a mdan — 1 hrdn.
(iii) Pre lubovolné x,y € V existuje prdve jedna cesta z x do y.
(iv) Graf G je sivisly a stucasne odstrdnenim lubovolnej hrany dostaneme nestvisly graf.
(v) Graf G je acyklicky a pridanim lubovolnej novej hrany dostaneme kruznicu.

Pre istotu zdoraznim, ze v aj v mnozina vrcholov zostava rovnakd; menime iba
mnozinu hran.

Podmienku mozeme popisat aj tak, ze G je minimalny sivisly graf — mnozina hrén sa
neda zmensit tak, aby graf stale zostal sivisly. Podmienka hovori to, ze G je maximalny
acyklicky graf.

Dékaz. Ekvivalenciu medzi a sme uz dokazali (tvrdenia a9.2.8). Aj ostatné

dokazy budu do istej miery podobné — casto budeme pouzivat indukciu a pri niektorych
implikdciach sa ndm bude hodit tvrdenie [9.2.6]

Dokaz, ze kazdy strom spliia aj |(#47)| sme ponechali ako cvicenie — tlohy a
(Opét by malo byt uzitocné tvrdenie [9.2.6l) Podme sa pozriet na obratené implikacie
— v oboch pripadoch zo zadanej podmienky vieme, ze graf je suvisly; sta¢i nam teda ukazat
neexistenciu kruznic.

Predpokladajme, ze pre ITubovolné x, y existuje jedina cesta z x do y. Chceme
ukdzat, ze G neobsahuje kruznicu. Ak by graf G obsahoval kruznicu, tak pre Tubovolné vrcholy
leziace na tejto kruznici by sme medzi nimi mali dve cesty — kedze po kruznici sa z x do y
mozeme vybrat doma réznymi smermi.

Predpokladajme, ze G je minimalny suvisly graf. Nech by v G existovala
kruznica. Vynechanim niektorej hrany tejto kruznice neporusime suvislost. Ak sme totiz
vynechali hranu {z,y}, tak z « do y sa stle vieme dostat po zostdvajicich hranich tejto
kruznice. To znamend, Ze aj v novom grafe lezia z a y v tom istom komponente sivislosti.

Uz ndm zostéva iba ukézat ekvivalenciu medzi a
(7)) Nech G je strom a {z,y} ¢ E. Pretoze v G existuje cesta z = do y, po pridan{

hrany {z,y} dostaneme spolu s touto cestou kruznicu.
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(v) :>@ Nech G je maximdlny acyklicky graf. Chceme dokézat, ze G je suvisly. Pre
Iubovolné z,y € V(G) bud su tieto vrcholy spojené hranou alebo pridanim hrany {z,y}
vznikne kruznica. V druhom spomenutom pripade zostavajtce vrcholy kruznice tvoria cestu
v G spajajicu z a y. O

Cvicenia

Uloha 9.2.1. Nech G = (V, E) je graf a u,v € V. Ukéite, e ak existuje sled zacinajici v u
a konciaci vo v, tak existuje aj cesta z u do v. (Hint: Skiste sa pozriet na najkratsi sled z u
do v.)

Uloha 9.2.2. Nech G = (V, E) je graf. Pre lubovolné dva vrcholy u, v grafu G definujme
reldciu ~ na mnozine V' tak, Ze u ~ v prave vtedy, ked existuje cesta z u do v. Ukézte, ze tato
relacia je relacia ekvivalencie na mnozine V. Triedy ekvivalencie ~ nazyvame komponenty
suvislosti grafu G.

Uloha 9.2.3. Nech G = (V, E) je Iubovolny graf a C' je niektory jeho komponent stivislosti.
Ukazte, ze indukovany podgraf na mnozine C' je sivisly.

Uloha 9.2.4. Ukdite, Ze pre kazdy vrchol u grafu G je jeho komponent stvislosti rovny
najvicsiemu savislému indukovanému podgrafu obsahujicemu vrchol wu.

Uloha 9.2.5. Hranu e v grafe G nazveme [mostom], ak jej odstrdnenim sa zvySi pocet
komponentov suvislosti.

Dokézte, ze hrana e grafu G je mostom prave vtedy, ked neexistuje kruznica v G obsa-
hujtca hranu e.

Uloha 9.2.6. Dokézte: Stvisly graf na n vrcholoch mé aspon n — 1 hréan.

Uloha 9.2.7. Ukézte, 7e kazdy strom je minimélny suvisly graf, t.j. vynechanim Tubovolnej
hrany vznikne nesavisly graf. (Hint: D4 sa pouzit tvrdenie )

Uloha 9.2.8. Ukézte, ze ak T je strom, tak pre fubovolné dva vrcholy z,y € V(T) existuje
prave jedna cesta z x do y. (Hint: Predpokladdme, Ze existuji vrcholy x, y také, ze medzi
nimi mame dve rozne cesty. Skuste zobrat takito dvojicu, kde stcet dlzok ciest je najmensi
mozny.)

Uloha 9.2.9. Dokézte: Graf G = (V, E) je suvisly prave vtedy, ked pre kazdy rozklad

mnoziny vrcholov V' = V; UV, na dve neprazdne disjunktné mnoziny existuje hrana spajajica

nejaky vrchol z V7 s nejakym vrcholom z V5.

Uloha 9.2.10. [Kn| Cviéenie 9.4] Dokdzte, ze ak graf na n vrcholoch m4 asponi (";') + 1
-1

5 ) hran nestadi.

hran, tak je suvisly. Ukézte na priklade, ze ("

Uloha 9.2.11. Nech P, a P, st dve cesty maximalnej moznej diiky v stuvislom grafe G.
Dokazte, ze P; a P, maju spoloény vrchol. Musia mat spolo¢ni hranu?

Uloha 9.2.12. Nijdite v Petersenovom grafe kruzmice dlzok 5, 6, 8 a 9. Ukazte, 7e v tomto
grafe nie su ziadne kruznice dlzok 3 ani 4.
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9.3 Planarne grafy

9.3.1 Eulerova formula

V tejto Casti sa chceme pozriet na také grafy, ktoré sa daju ,,pekne* nakreslit v rovine.

Definicia 9.3.1. Graf sa nazyva plandrny graf alebo rovinnyg graf ak je mozné nakreslit graf
v rovine takym sp6sobom, Ze sa v tomto nakresleni nijaké dve hrany nepretinaju.

Takato definicia nie je velmi presnd, pretoze sme poriadne nepovedali, ¢o rozumieme pod
terminom rovinné nakreslenie grafu. Ale aspon individualne by mohla byt jasna predstava, ze
chceme nejako kazdému vrcholu v grafe priradit nejaky bod rovine a hranam priradit nejaké
krivky v rovine. O nich médme aspon nejaku intuitivnu predstavu — a formalne by sme krivky
definovali ako spojité funkcie z uzavretého intervalu (0,1) do R2. Na tomto mieste sa vSak
uspokojime s intuitivnou predstavou o krivkach a kresleni grafov.

Priklad 9.3.2. Kompletny graf K, je plandrny — aj ked nie kazdy sposob nakreslenia bude
taky, ze sa hrany nebudu pretinat. Je asi do istej miery vec vkusu, ktory sposob nakreslenia
grafu K z obrazku[9.5]sa zda byt najprirodzenejsi, resp. ktory by sme vyskusali nakreslit ako
prvy. Ale urc¢ite po chvili skisania by sme nasli nejaké rovinné nakreslenia — na uvedenom
obrazku st dve rovinné nakreslenia, prvy sposob je taky, zZe sa v nom hrany pretinaju.

Obr. 9.5: Graf K4 nakresleny réznymi spdsobmi

Na geometrick intuiciu sa ale budeme spoliehat najmé pri pojme steny, o ktorom chceme
nieco teraz povedat. Mame teda graf nejako nakresleny v rovine, tym s teda urcené nejaké
body zodpovedajice vrcholom a nejaké vrcholy zodpovedajice hranam. Takéto nakreslenie
rozdeli rovinu na niekolko oblasti medzi ktorymi sa nedéd prechddzat bez toho, aby sme presli
cez niektoru hranu. Tieto oblasti budeme nazyvat stenami.

Hoci takéto nieco vyzerd intuitivne pomerne zrejme, dokazat takéto tvrdenie forméalne nie
je vobec uplne jednoduché. Dokéazat uz taka vec, ze uzavreta krivka rozdeli rovinu prave na
dve Casti je dost obtiazne (Jordanova veta o krivkdch). Na tomto mieste sa uspokojme s tym,
7ze mame aspon nejakud intuitivnu predstavu o tom, ako vyzeraju oblasti, na ktoré nakreslenie
nejakého grafu rozdelilo rovinu.

Mozno sa oplati este explicitne upozornit na to, ze medzi steny ratame aj vonkajsiu stenu.
Ten isty graf mozem nakreslit viacerymi sposobmi, v zavislosti od toho aké nakreslenie si
vyberieme moze vonkajsia stena pozostdvat z tplne inych hrdn — pozri obrazok [9.6]

Takisto sa oplati uvedomit si, ze sa mdze stat aj to, ze jednou stenou je vonkajsia stena.
Ak sa obmedzime na suvislé grafy, tak toto nastane prave pre stromy — akondhle mame
totiz v grafe nejakt kruznicu, tak t4 rozdell rovinu na dve disjunktné oblasti. (Tu vlastne
vyuzivame Jordanovu vetu o krivkach.)

Spomenme na tomto mieste, ze hrana moze lezat aj na hranici iba jednej steny. Napriklad
takéto nieco dostaneme pre kazdy strom — tam mam iba jednu stenu. Iny priklad je na obrazku
Ak postupne prechadzam celi hranicu niektorej steny, tak takato hranu prejdem dvakréat.
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APAN

Obr. 9.6: Pocet hran vonkajsej steny sa moze pri roznych nakresleniach 1isit

AN

Obr. 9.7: Hrana susediaca s jedinou stenou

Poznamka 9.3.3. stereografickd projekcia

Veta 9.3.4 (Eulerova formula). Ak pre nejaky sivisly rovinng graf oznacuje v pocet vrcholov,
h pocet hran a s pocet stien, pricom v > 1, tak plati

v—h+s=2. (9.1)

Doékaz. Indukciou vzhladom na pocet hran.

1° Ak h = 0, tak mame jediny vrchol a jedint stenu. Teda skutoc¢ne plati v — h 4+ s = 2.

2° Nech h > 1 a tvrdenie plati pre grafy s menej nez h hranami.

Ak G neobsahuje kruznicu, tak je to strom a mé préave h + 1 vrcholov (tvrdenie .
Stcasne v tomto pripade mame iba jednu (vonkajsiu) stenu. Teda v takomto pripade doka-
zované tvrdenie plati.

Zoberme si teraz pripad, ze G obsahuje nejaku kruznicu a e nech je niektord hrana pat-
riaca tejto kruznici. Graf G — e, ktory vznikne vynechanim tejto hrany, je tiez suvisly. Teda
podla indukéného predpokladu pren Eulerova formula. Ako sa zmenil pocet stien vynechanim
hrany?

Hrana e lezi v dvoch roznych stendch poévodného grafu. (Tu vlastne vyuzivame to, Ze
krivka zodpovedajica kruznici rozdelila rovinu prave na dve casti — Jordanovu vetu o kriv-
kéch.) A z tychto dvoch stien vynechanim hrany e vznikla jedna stena. Aplikovanim induke-
ného predpokladu na mensi graf dostaneme

v—(h=1)+(s—1)=2,
z ¢oho vyplyva aj dokazovana rovnost v — h + s = 2. O

Lahko sa da zistit, Zze uvedend rovnost neplati pre nesuvislé grafy — pre takéto grafy by
sme dostali rovnost v tvare

v—h+s=1+c¢ (9.2)
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kde ¢ oznacuje pocet komponentov stvislosti (iloha .

To, ze nejaky graf je plandrny vieme ukézat napriklad tak, Ze sa nam podari najst jeho
rovinné nakreslenie. (Samozrejme, tloha ndjst vhodné nakreslenie nemusi byt jednoduchd
tloha - najmé pre vicsie grafy.) Otdzka je, ako dokédzat, Ze nejaky graf nie je plandrny — t.j.
7e neexistuje nijaké rovinné nakreslenie. Mo6ze byt uzito¢né, ak budeme poznat aspon nejaké

nutné podmienky na to, aby nejaky graf bol stuvisly.
{planar:VINEROV}
Veta 9.3.5. Ak G je plandrny graf, ktory md v vrcholov a h hrdn, pricom v > 3. Potom

plati
h < 3v—6. (9.3) {planar:EQNEROV}

Dokaz. Najprv predpokladajme, ze graf je suvisly. Podme sa pozrief na pocet usporiadanych
dvojic hrana a stene, ktoré navzajom susedia.

Kazda hrana patri prave dvom stendm (pripadne dvakrat tej istej stene), teda takychto
dvojic je prave 2h.

Ak v > 3, tak kazd4 stena je ohranicend aspon troma hranami — tloha (Opat
tu zapocitavame hranu dvakrét ak sa vyskytne na hranici niektorej steny viac ako raz.) To
znamend, ze takychto dvojic je aspon 3s.

Dostaneme teda:

3s < 2h
3(2+h—v)<2h
h<3v-6

Zatial sme dokazali uvedenti nerovnost pre suvislé grafy. To, Ze uvedena nerovnost plati

aj pre nesuvislé grafy ponechdme ako cvicenie — tiloha [9.3.6 O
{planar:DOSK5}
Désledok 9.3.6. Graf K5 nie je plandrny.

Dokaz. Staci spocitat, ze pre graf Ky mame v = 5, h = (g) = 10. Pocet hran je vacsi nez

3v—6 =9, &ize graf nespliia nutnd podmienku (9.3). O

Obr. 9.8: Graf K5 nie je planarny

{planar:TVRSTUP5}
Tvrdenie 9.3.7. Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupria < 5.

Doékaz. Predpokladajme, ze vSetky vrcholy by mali stupen vac¢si nez patf. Z tvrdenia [0.1.3]

vieme, ze
v

> di =2n,

i=1
kde d; oznacuje stupen i-teho vrchola. Z d; > 6 teda dostaneme

6v < 2h.
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100 Planarne grafy

Ak porovndme tito nerovnost s (9.3), tak z h < 3v — 6 dostaneme
6v < 2h < 6v — 12,
¢o je spor. O

Definicia 9.3.8. Kompletny bipartitny graf K, n je graf, v ktorom mnozina vrcholov po-
zostéva z dvoch disjunktnych casti V' = V; UV, takych, Ze mnozina hrén je F = {{u,v};u €
Vi,v € Va}, pricom |V1| = m.

Struc¢ne: Mame m-prvkovi mnozinu V; a n-prvkovi mnozinu Vs a kazdy vrchol z V; je
spojeny s kazdym vrcholom z V5. (A Ziadne iné hrany uz v tomto grafe nie su.)

Obr. 9.9: Grafy K32 a K33

Napriklad kazdy graf K, » je plandrny — na obrazku [9.10] je rovinné nakreslenie grafu
K 3,2

Obr. 9.10: Graf K32 je planarny

Veta 9.3.9. Nech G je plandrny graf, ktory md v vrcholov a h hrdn, pricom v > 3. Ak G
neobsahuje kruznicu dizky 3, tak plati

h<2v—14 (9.4)

Dékaz. Dokaz je podobny na dokaz vety Aj tu urobime to, ze sa obmedzime na suvislé
grafy (a pripad, ked G je nestvisly, nechdme na rozmyslenie).

Argument je takmer rovnaky — treba si ale uvedomit, Ze teraz hranica kazdej oblasti musi
obsahovat aspon styri hrany.

4s < 2h
424+ h—v) <2h
2h < 4v—8
h<2v-4

100



lanar :DOSK33}

KAPITOLA 9. GRAFY 101

Désledok 9.3.10. Graf K33 nie je plandrny.

Dékaz. Gram K3 3 neobsahuje ziadnu kruznicu dizky 4.St¢asne mame v = 6, h = 9. Dosta-
neme 2v — 4 = 8, ¢ize graf nevyhovuje podmienke (9.4]). O

Poznamka 9.3.11. Mé6zeme si vSimnut, Ze graf K3 3 vyhovuje podmienke h < 3v —6 z vety
0.3:5 Tato podmienka je teda nutnd, nie vSak postacujica.

Podobnym sposobom ako vety a mozeme najst ohrani¢enie na pocet hran
vyjadrené pomocou dlzok kruznic — kedze tie nam nieco hovoria o pocte hran ohranicujicich
steny.

Definicia 9.3.12. Nech G = (V| E) je graf. Obvod gmfje di7ka najkratsej kruznice v grafe.
(Ak graf neobsahuje ziadne kruznice, tak obvod polozime rovny cc.)

Veta 9.3.13. Nech G je graf obsahujici aspon jednu kruznicu, ktory md v vrcholov, h hrdn
a jeho obvod je g. Ak graf G je plandrny, tak plati
g(v—2)

g-2

h <

Pozri napriklad [J, Theorem 1.5.3].

9.3.2 Kj3 a K; ako zakdzané podgrafy

Spomenieme bez dokazu — a dokonca aj bez presnej formulacie — to, Ze neplanarne grafy s
presne tie grafy, v ktorych sa nejakym spésobom ,skryvaju“ Kz s a Ks. Takéto vysledky st
Kuratowského veta a Wagnerova veta. Oba vysledky charakterizuji plandrne grafy pomocou
zakazanych podgrafov resp. zakazanych minorov. V jednom pripade ide o to, ze sa da najst
podgraf z ktorého vytvorime K33 alebo K5 takym spdsobom, Ze niektoré po sebe idice
hrany mézeme pospdjat do jednej hrany. V druhom pripade sa K33 a K5 nesmd vyskytnat
ako minory grafu, t.j. nedaju sa dostat tak, Ze niektoré susedné vrcholy zlic¢ime do jedného
vrcholu, vynechdavame hrany, vynechavame izolované vrcholy.

Dokazy tychto viet st pomerne narocné — ale kedze ide o velmi zname vysledky, zdalo sa
rozumné ich pri tejto téme aspon spomentt. (Takisto tu neuvddzame ani presnt formuldciu
tychto viet a potrebnych pojmov — ako napriklad pojem minor grafu.) Viac sa dd néjst
napriklad v [Dl Theorem 4.4.6]. Dokaz Kuratowského vety je napriklad aj v [H, Theorem
11.13], [CH| Theorem 5.14].

Ukazme si na tomto mieste aspon jeden priklad ukazujici, ako sa takyto typ tvah da
pouzit pri dokaze, ze nejaky graf nie je planarny.

Priklad 9.3.14. Pozrime sa na znadmy Petersenov graf. Ukdzeme, ze ak by Petersenov graf
bol plandrny, tak by sme z jeho rovinného nakreslenia dalo vyrobif nakreslenie grafu K s.
Na obréazku [9.11] mame vlavo nakresleny Petersenov graf, pricom st farebne vyznacené dve
trojice vrcholov — tieto dve trojice na konci pouZzijeme pre graf K3 3. V prvom kroku sme
graf zmenili tak, ze sme vynechali dve vodorovné hrany — tym sme urcite nemohli pokazit
planaritu.

Vsimnime si, Ze takto v grafe vznikli Styri vrcholy stupna 2. Dvojice hran prechadzajice
vrcholmi stupna 2 sme nahradili jednou hranou a vrcholy stupna 2 sme vynechali — takto
sme dostali tret{ obrdzok. (Alebo obratene z obrdzka vpravo dostaneme stredny obrézok tak,
niektoré hrany prerusime tym, ze ich rozdelime na dve hrany a medzi nimi bude vrchol stupna
2.) Opét si nie je tazké uvedomit, ze ani takéto zmeny neovplyvnia, ¢ je graf plandrny.

2V angli¢tine girth.
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Obr. 9.11: Petersenov graf nie je planarny {planar : FIGPE

Ale na poslednom obrazku je kazdy z trojice modrych vrcholov spojeny s kazdym zltym
vrcholom — teda je to graf K3 3.

Teda z planarity Petersenovho grafu by vyplyvala planarita grafu K3 3. V dosledku[9.3.10]
sme uz ukézali, Zze K3 3 nie je planarny, ¢ize ani Petersenov graf nemoéze byt planarny.

Stcasne tento postup slazi ako ilustracia Kuratowského vety — Petersenov graf ma pod-
graf, ktory sa da z grafu K3 3 dostat iba pridavanim vcholov stupnia 2 do niektorych hran.

To, Ze Petersenov graf nie je planarny, by sme vedeli odvodit aj inak — tiloha

9.3.3 Pravidelné rovinné grafy a platonske telesa

Chceme sa teraz pozriet na dva navzajom suvisiace problémy — my sa pozrieme na to, ¢o
vieme na ne povedaf ak sa na tuto tlohu pozrame cez grafy:

e Chceli by sme najst sivislé planarne grafy s rovinnymi nakresleniami takymi, ze kazdy
vrchol mé rovnaky stupen a kazda stena je ohranicena rovnakym poc¢tom hran.

e Chceli by sme najst tzv. platonske telesd, t.j. konvexné pravidelné mnohosteny. Teda
také telesd, ako sp napriklad stvorsten alebo kocka — kde vsetky steny st rovnaké a st
to pravidelné n-uholniky.

TODO ako to stvisi s telesami

Pozrime sa na tento problém teda cez planarne grafy.

Kazdy vrchol mé rovnaky stupen, oznaéme ho d. Potom plati

2h = vd.

Podobne, kazda stena nech ma m hran. Opét z toho, ze kazda hrana patri prave 2 stenam,
dostaneme

2h = ms.
Potom z Eulerovej formuly mame

2h 2h
2=v—h+s=—— —
d m

2+1_2+2

h d m

1+1_1+1

h 2 d m
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Chceme najst vsetky c¢isla, ktoré vyhovuju tejto rovnici. M4 platit

1 1 1
d + m - 2’
pricom sucasne vieme, ze d > 3 a m > 3.
Dostavame tieto moznosti:

dlm| h | v s
313|614 4
314|112 8| 6
31513012012
41311216 | 8
513301220

Dostali sme grafy na obrazku Zodpovedajuce telesd st pravidelny stvorsten, kocka,
pravidelny osemsten, pravidelny dvandststen a pravidelny dvadsatsten.

Q 0

G O

Obr. 9.12: Grafy zodpovedajice platonskym telesim

Cvicenia

Uloha 9.3.1. Ukéizte, ze ak G je plandrny graf, tak aj kazdy jeho podgraf je planirny.
Uloha 9.3.2. Ukéite, Ze pre n < 4 st vietky grafy na n vrcholoch planarne.

Uloha 9.3.3. Pre ktoré m, n je graf K, n plandrny?

Uloha 9.3.4. Ukéaite, ze graf G (nie nutne suvisly) plati rovnost v —h+s =1+ ¢, kde ¢
oznacuje pocet komponentov sivislosti.

Uloha 9.3.5. Zdovodnite, Ze ak savisly graf ma aspoti tri vrcholy, tak s kaZzdou stenou
susedia aspoii tri hrany. (MdZe sa tu hodit Jordanova veta o krivkach, ktort sme spomenuli
bez dokazu.)

Uloha 9.3.6. Ukéite, 7e pre lubovolné (nie nutne suvisly) graf G plati nerovnost h < 3v—6,
t.j. nerovnost (9.3). D& sa odvodit o Cosi silnejSia nerovnost, v ktorej bude vystupovat aj
pocet komponentov suvislosti grafu G?

Uloha 9.3.7. Ukéite, 7e ak pre rovinny graf plati rovnost h = 3v — 6, tak pri lubovol-
nom rovinnom nakreslen{ je kazd4 stena ohranicend kruznicou dlzky 3. (T.j. kazd4 stena je
trojuholnik)

Uloha 9.3.8. Ukaite, 7e pre lubovolné v > 3 existuje rovinny graf, ktory ma prave 3v — 6
hran.
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{planarcvic:Ul
Uloha 9.3.9. Nech G je graf na n vrcholoch a n > 11. Dokazte, ze potom graf G alebo jeho

komplement nie je planarny. o1 UL
planarcvi:

Uloha 9.3.10. Ktoré z nasledujicich grafov st rovinné? Zdévodnite!

e

-

Uloha 9.3.11. Ktoré z nasledujucich grafov st rovinné? Zdoévodnite!

{planarcvi:ULOGRAFY8}

{planarcvi:ULOGRAFY10} ;
Uloha 9.3.12. Ktoré z nasledujicich grafov st rovinné?

Uloha 9.3.13. Ukazte, ze:
a) Po vynechani lubovolnej hrany z K5 dostaneme plandrny graf.
b) Po vynechani lubovolnej hrany z K3 3 dostaneme plandrny graf.

{planarcvic:ULOPETERSEN}
Uloha 9.3.14. Ukézte, ze Petersenov graf nie je plandrny, pomocou vety [9.3.13

9.4 Farbenie grafov

Pozrieme sa v tejto Casti na niektoré fakty savisiace s farbenim vrcholov grafu.

Definicia 9.4.1. Graf G = (V, E) sa nazyva k-farbitelny, ak existuje ofarbenie vrcholov
grafu k farbami také, Ze ziadne dva susedné vrcholy nemaja td istd farbu.
2-farbitelny graf sa tiez nazyva bipartitny graf alebo pdrny graf.

Farbenie vrcholov grafu by sme mohli popisat aj ako zobrazenie V. — {1,2,...,k}. (Pri-
¢om méame podmienku, ze pre ak {u,v} € E tak f(u) # f(v).)

Iny mozny pohlad je, ze vrcholy médme rozdelené na k-disjunktnych mnozin V =V, UV, U
-+ UV, pricom st zakdzané hrany v rdmci kazdej z uvedenych mnozin. (Nesmu byt spojené
dva vrcholy z niektorej mnoziny V;.)
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Obr. 9.13: Priklad grafu ofarbeného troma farbami

Definicia 9.4.2. Najmensie k, pre ktoré je graf G k-farbitelny, sa nazyva chromatické cislo
grafu G a oznacuje sa x(G).

AW/ N2

9.4.1 Bipartitné grafy

Pozrime sa najprv na grafy, ktoré sa daju zafarbit dvoma farbami.

Obr. 9.15: Kocka ako priklad bipartitného grafu

Obr. 9.14: y(K,,)

&

0

Vlastne to znamend, ze mame rozklad mnoziny vrcholov V' = V; U V, na dve disjunktné

mnoziny, pricom hrany st iba nejakym vrcholom v Vi a nejakym vrcholom z Vs.

Veta 9.4.3. Nech G =

krunicu nepdrnej diZky.

Doékaz. Jedna z implikécif by mala byt pomerne zrejmé — tloha [9.4:1]

(V, E) je graf. Potom G je parny graf prave vtedy, ked G neobsahuje

Ststredme sa na dokaz, 7e ak graf neobsahuje kruznicu neparnej dlzky, tak sa da ofarbit

dvoma farbami.
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Obr. 9.16: Graf K3 3 je bipartitny

Staci toto tvrdenie overit pre sivislé grafy. (Kazdy komponent stivislosti mézeme ofarbit
zv14st.)

Predpokladajme teda, Ze graf G = (V, E) je suvisly. Vyberme si jeden konkrétny vrchol
vg a pre kazdé u € V sa pozrieme na jeho vzdialenost od vg. T.j. na ¢islo d(vg,u), ktoré
vyjadruje dizku najkratsej cesty z u do .

Ofarbime teraz vrcholy podla parity vzdialenosti od vg. T.j. vrcholy, kde vzdialenost od
v je parna ofarbime jednou farbou a druhou farbou tie vrcholy, pre ktoré je vzdialenost od
Vg neparna.

Ukazeme, ze neexistuje hrana medzi dvoma vrcholmi rovnakej farby.

Nech by existovala hrana medzi vrcholmi v a w takymi, Zze d(vp,v) aj d(vg, w) maji
rovnakd paritu. Nech (vg,v1,v2,...,0 = v) a (vg, w1, ws,...,w; = w) si cesty najkratsej
moznej diiky z vy do v resp. do w. Nech z je posledny vrchol, ktory patri do oboch tychto
ciest.

Pretoze sme pouzili najkratsie cesty, aj useky (vo,v1,...,v; = x) a (vo,wl,’. LW =)
st najkratsie cesty z vy do x. Znamena to teda, ze tieto tiseky maji rovnaku dlzku s.
Teda dlzky zostdvajtcich usekov (z = v, Vit1,...,0 = V) & (T = Wj, Wjg1,..., W = W)

maji rovnaki paritu. Navyse tieto dve cesty uz nemaji spolo¢né vrcholy (a teda ani hrany).
Keby existovala hrana medzi v a w tak by sme s jej pouzitim z tychto dvoch tsekov vedeli
dostat kruznicu neparnej dfiky. (Kruznica pozostava z tejto hrany a z dvoch tsekov diiky S,
spolu mé 2s + 1 hrén.) O

9.4.2 Veta o piatich farbach

Pozrieme sa trochu na otézku, ¢o sa dé povedat o farbeni planarnych grafov. Najprv ukazeme,
ze kazdy planarny graf sa da ofarbif piatimi farbami. Podobny vysledok plati aj pre Styri
farby, ale dokaz je vyrazne naroc¢nejsi — pozri pozndmku [9.4.5

[BM| Theorem 9.11], [Knl Veta 10.5], [MN| Proposition 6.5]

Veta 9.4.4. Kazdy rovinng graf je 5-farbitelny.

Doékaz. Oznacme pocet vrcholov grafu ako n, dokaz urobime indukciou vzhladom na n.

1° Tvrdenie trividlne plati pre n < 5.

2° Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre vSetky grafy, ktoré maji menej nez n vrcholov.

Ak G je plandrny graf, tak G obsahuje vrchol stupria nanajvys 5 (veta . Vyberme
si nejaky takyto vrchol a oznac¢me ho v.

Po vynechani vrchola v dostaneme graf G — v, ktory sa podla indukéného predpokladu
dé ofarbif nanajvys piatimi farbami.

Ak vrchol v ma menej nez piatich susedov, tak mozeme toto ofarbenie doplnit na ofarbenie
celého grafu G tak, ze vyberieme farbu nepouzita pri ziadnom zo susednych vrcholov.

Budeme teda predpokladat, Ze deg(v) = 5. Zoberme si nejaké rovinné nakreslenie grafu
G a susedné vrcholy si oznac¢ime ako vy, vs,...,v5 v smere pohybu hodinovych ruciciek.

Ak v ofarbeni grafu G — v boli pre tychto susedov pouzité iba Styri farby, tak vieme
doplnit ofarbenie tak, Ze pre v vyberieme niektord dal$iu farbu. Predpokladajme teda, Ze
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méame ofarbenie, v ktorom vrcholy vy, ve, ..., vs maji rozne farby. Nasim cielom bude ukazat,
7e ofarbenie graf G — v sa dé zmenit tak, Ze to stale urcuje platné ofarbenie grafu G — v, ale
na ofrabenie tychto piatich vrcholov uz budu stacit styri farby.

Pozrime sa napriklad na vrcholy vy a vs. Ozna¢me si G135 graf pozostévajici iba z tych
vrcholov, ktoré si ofarbené iba farbami vrcholov v; a v3.

Uvedomme si, ze ak v niektorom komponente stvislosti grafu G 3 navzidjom vymenime
tieto dve farby, tak opat dostaneme pripustné ofarbenie grafu G — v.

Ak st teda dva vrcholy v roznych komponentoch stvislosti, tak mézeme povymienat farby
v komponente vrchola vz tak, aby mal rovnaka farbu ako v;. Dosiahneme tym, ze susedia
vrchola v majui iba Styri rozne farby — a teda sa da nejako doplnit ofarbenie na cely graf G.

Ak existuje nejakd cesta z v do vz v grafe G 3, tak uzavretd krivka urcena touto cestou
spolu s vrcholom v oddeli vrcholy ve a vy (obrazok . Cesta zodpovedajica tejto krivke
obsahuje iba tieto dve farby.

U1

v
5 Uy

U4 U3

Obr. 9.17: Tlustracia dokazu vety o piatich farbach

Sktsme teraz zopakovat podobni iivahu pre vrcholy v a v4. Pozerdme sa graf G 4 pozos-
tdvajuici iba z takychto vrcholov. Akékolvek cesta z vy do vy v grafe G — v vsak musi niekde
pretat uzavrett krivku, ktort sme dostali pre vrcholy v; a v3. Teda bude obsahovat aj int
farbu, nemoéze cela lezat v G 4.

Teda komponenty vrcholov ve a vy v grafe Go4 st rézne. To znamend, ze komponent
suvislosti vrcholu v, m6zeme prefarbit tak, aby vs a v4 mali rovnaka farbu. A teda sa potom
takéto ofarbenie d4 doplnit na ofarbenie grafu G nanajvys piatimi farbami. O

Poznamka 9.4.5. V skutoc¢nosti plati silnejsi vysledok — kazdy rovinny graf sa dé ofarbit
pomocou styroch farieb. Dokaz je vSak vyrazne narocnejsi.

Cvicenia

Uloha 9.4.1. Ukéite, Ze bipartitny graf nemoze obsahovat kruznicu nepérnej dizky.

Uloha 9.4.2. N4jdite ofarbenie vrcholov Petersenovho grafu troma farbami. D4 sa Peterse-
nov graf ofrabit dvoma farbami?

9.5 Eulerovské grafy

Pozrieme sa na otazku, ¢i sa po danom grafe da prejst takym sposobom, ze po kazdej hrane
prejdeme prave raz.
TODO mosty

Definicia 9.5.1. FEulerovsky tah je taky tah v grafe G, ktory obsahuje vsetky hrany grafu.
Uzavrety eulerovsky tah je taky uzavrety tah, ktory obsahuje vsetky hrany grafu.
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108 Eulerovské grafy

Obr. 9.18: Priklad grafu s eulerovskym tahom

Ocividne, existencia uzavretého fahu implikuje, ze graf G je suvisly.

Obr. 9.19: Priklad grafu s uzavretym eulerovskym tahom

Veta 9.5.2. Suvisly graf G md uzavrety eulerovsky tah prave vtedy, ked vsetky vrcholy grafu
maju pdrny stupern.

Dékaz. [=] Uloha
TODO O

Takyto vysledok plati aj pre grafy s ndsobnymi hranami a sluékami (iloha [9.5.2]).
Vieme dokazat podobnu vetu aj pre eulerovské tahy, ktoré nie st uzavreté.

Veta 9.5.3. Nech G je sivisly graf a u, v si dva rézne vrcholy grafu G. V grafe G ezistuje
eulerovsky tah zacinajici v u a konciaci vo v prdve vtedy, ked vrcholy u, v maji nepdarny
stupen, a vsetky ostatné vrcholy maji pdrny stupen.

Cvicenia

Uloha 9.5.1. Ukéite, 7e ak graf G ma uzavrety eulerovsky tah, tak vSetky vrcholy maji
parny stupen.

Uloha 9.5.2. Ukézte, ze veta plati aj ak v grafoch povolime slucky a nasobné hrany.

Uloha 9.5.3. Ktoré z grafov zodpovedajiicich platénskym telesim majii uzavrety eulerovsky

tah (obr.[9.12))?

Uloha 9.5.4. Pre ktoré n mé graf K,, uzavrety eulerovsky tah?
Pre ktoré m, n mé graf K,, , uzavrety eulerovsky tah?
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Uloha 9.5.5. Maju dané grafy (uzavrety) eulerovsky tah? Ak dno, nijdite aspon jeden.

9.6 Hamiltonovské grafy

Pre dany graf sa mézeme pytat, ¢i sa d4 prejst po jeho vrcholoch tak, aby sme presli vSetky
vrcholy.

Definicia 9.6.1. Hamiltonovskd kruznica je kruznica, ktord obsahuje vsetky vrcholy grafu.
Hamiltonovskd cesta je cesta, ktord obsahuje vSetky vrcholy grafu.
Graf, ktory ma hamiltonovski kruznicu, volame hamiltonovsky.

Problém zistit, ¢i pre dany graf existuje hamiltonovska cesta a najst ju, je z algoritmického
hladiska ndro¢ny problém. Ale pre malé grafy budeme vediet hamiltonovské cesty (hamil-
tonovské kruznice) nédjst aj skusanim. A takisto vieme povedat niektoré jednoduché nutné
alebo postacujice podmienky na to, aby existovala hamiltonovska kruznica.

9.6.1 Nutné podmienky

Tvrdenie 9.6.2. Ak graf G = (V, E) md hamiltonovskid kruznicu, tak pre kazdd neprizdnu
podmnozinu S CV plati
oG —=8)<|s],

t.j. graf, ktory vznikne z G vynechanim k vrcholov md nanajvys k komponentov suvislosti.

Dokaz. O
Tvrdenie 9.6.3. Nech G = (V, E) je pdrny graf a V = V3 U Vs je nejaky rozklad vrcholov
zodpovedajici ofarbeniu dvoma farbami. Ak G md hamiltonovski kruznicu, tak |V1| = |Val.

Dékaz. Ulohal0.6.3 O

9.6.2 Postacujiice podmienky — Bondy—Chvatalova veta

Ukéazeme si niektoré postacujice podmienky, ktoré hovoria o existencii hamiltonovskej kruz-
nici len na zéklade stupnov vrcholov grafu.
Konkrétne mame takyto vysledok — ktory ale ukdzeme o trochu neskor ako Specidlny

pripad vety [0.6.6] resp. dosledku [0.6.7}

Veta 9.6.4 (Ore). Nech G je graf na n > 3 vrcholoch. Ak sicet stupriov lubovolngch dvoch
vrcholov, ktoré nie su spojené hranou, je asponi n, tak G md hamiltonovskid kruznicu.

Z Oreho vety Tahko dostaneme ako dosledok Diracovu vetu:
Désledok 9.6.5 (Dirac). Ak v grafe na n vrcholoch md kazdyg vrchol stuperi asponi 2, tak G

2 b
mad hamiltonovski kruznicu.
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{hamilton:VTB
Veta 9.6.6 (Bondy—Chvatal). Nech G je graf s n vrcholmi. Nech u, v st nejaké nesusedné
vrcholy grafu G také, Ze
deg(u) + deg(v) > n.
Oznacme G' graf, ktory vznikne z grafu G pridanim hrany medzi vrcholmi u a v.
Potom graf G md hamiltonovski kruznicu prdave vtedy, ked G' md hamiltonovski kruznicu.

Dékaz. TODO O

{hamilton:FIGBONDY} Obr. 9.20: Ilustracia dokazu Bondy—Chvéatalovej vety

Uvazujme teraz takuto konstrukciu. Ak mame nejaky graf, tak pre Tubovolni dvojicu
nesusednych vrcholov u, v taku, ze

deg(u) + deg(v) = n,

priddme medzi ne hranu. Tento postup opakujeme, kym v grafe si nejaké takéto vrcholy.
Vysledny graf nazvime Bondy—Chvdtalov uzdver a ozna¢me ho ¢(G).
Z vety potom okamzite dostaneme:

Dosledok 9.6.7. Graf G obsahuje hamiltonovski kruznicu prdve vtedy, ked jeho uzdver ¢(G)
obsahuje hamiltonovski kruznicu.

Teraz pomerne Tahko vidime, Ze ako désledok dostdvame aj Oreho vetu Ak totiz
pre Tubovolné dva nesusedné vrcholy v grafe G plati deg(u) + deg(v) > n, tak jeho uzéver
je kompletny graf K,,. Pretoze K,, evidentne ma hamiltonovskd kruznicu, z dosledku [9.6.7]
mame, ze aj G ma hamiltonovskd kruznicu.

amilton:DOSBONDYCHVATAL}

9.6.3 Petersenov graf nie je hamiltonovsky
Tvrdenie 9.6.8. Petersenov graf nemd hamiltonovski kruznicu.

Dékaz. Petersenov graf ma 10 vrcholov, kazdy z nich ma stupen 3. VSimnime si tiez, ze
Petersenov graf neobsahuje kruznice dizok tri ani $tyri — dloha

Predpokladajme, Ze by Petersenov graf mal hamiltonovska kruznicu. Teda jeho vrcholy
by sme nejako mohli nakreslitf na kruznicu. Kazdy vrchol ma mat stupen tri — teda v kazdom
vrchole treba pridat este jednu hranu.

110



KAPITOLA 9. GRAFY 111

Ak si uvedomime, 7e nesmie vzniknit kruznica dizky tri ani §tyri, tak pre Iubovolny vrchol
su jediné moznosti vybrat si protilahly vrchol alebo vrcholy tesne vedla neho.

Takd moznost, Ze pre kazdy vrchol by sme vybrali prave protilahly vrchol nefunguje —
napriklad to vidno z toho, ze v takomto grafe mame kruznicu dlzky 4.

Teda urcite aspon v jednom vrchole mame takuto situdciu:

Ak sa teraz pozrieme na protilahly vrchol, tak tam nefunguje ziadna z nasich troch moz-
nosti. Ak by sme ho spojili s hornym vrcholom, tak dostaneme vrchol stupna styri. A zo-
stéavajice dve moznosti (naznacené na nasledujicom obrdzku) by vytvorili kruznice dlzky
Styri.

Cvicenia
{hamiltoncvic:ULOPLATON}

Uloha 9.6.1. N4jdite hamiltonovské kruznice pre grafy zodpovedajice platénskym telesim
(obr. [9.12]).

Uloha 9.6.2. [Knl Cvicenie 9.7] Dokézte, 7e graf na nasledujiicom obrézku nems hamilto-
novskd kruznicu. (Tento graf sa nazyva Herschelov graf.)
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Uloha 9.6.3. Nech graf G ma hamiltonovski kruznicu. Ukdzte, ak G sa d4 ofarbit dvoma
farbami, tak pri lubovolnom takomto ofarbeni sa obe farby vystkytnt rovnako velakrat. T.j.
ak V = V3 U V4, je rozklad taky, Ze ziadna hrana grafu nelezi vo V;, i = 1,2, tak |Vi| = |Val.

Uloha 9.6.4. Ukéite, ze graf K. m,n & hamiltonovsku kruznicu prave vtedy, ked m =n > 2.

Uloha 9.6.5. N4jdite priklad grafu, ktory m4 hamiltovskid cestu, ale nemd hamiltonovskui
kruznicu.

Uloha 9.6.6. [Knl, Cvicenie 9.9] Dokézte, ze ak graf na n vrcholoch mé viac ako ("51) +1

hran, tak ma hamiltonovskd kruznicu. Ukézte na priklade, ze (";1) + 1 hran nestaci. (Hint:
Mozno pomdze Oreho veta.)

Uloha 9.6.7. Ukéite, Ze ak z Petersenovho grafu vynechame niektory vrchol, tak vysledny
graf ma hamiltonovskd kruznicu. (Z tlohy resp. vieme, ze vynechanim Iubovolného
vrchola dostaneme izomorfny graf.)

Uloha 9.6.8. Ukézte, Zze nasledujici graf nems hamiltonovski kruznicu.
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Dodatok A

Prehlady kombinatorickych
identit

Na tomto mieste strucne zosumarizujeme aspon niektoré identity (pripadne aj nerovnosti),
ktoré sa vyskytli v tomto texte. V Ziadnom pripade nejde o vycerpavajici zoznam — si tu
len tie dolezitejsie resp. znamejsie identity. D4 sa najst viacero textov, ktoré si venované
Specidlne tomuto ucelu — obsahuju velké mnozstvo identit a slizia hlavne ako referencna
prirucka

A.1 Binomické koeficienty

A.1.1 Interpretacia binomického koeficientu

Binomicky koeficient (Z) sme zaviedli ako pocet k-prvkovych podmnozin. Spomenuli sme

vsak aj iné veci, ktoré sa daju vyjadrit pomocou binomickych koeficientov:

o Podet rieSeni zy + z9 + -+ + xx = n takych, ze x; € Z a x; > 0 je rovny (”Zﬁ;l)

(tvrdenie [3.2.1]).

e Pocet rieseni x1 + x5+ - -+, = n takych, ze x; € Z a x; > 1 je rovny (Zj) (dosledok
3.2.4).

o Pocet ciest z (0,0) do (k,n) po Stvorcovej mriezke je ("Zk), podkapitola

A.1.2 Pascalov trojuholnik

Ked clovek rozmysla o roznych identitach s binomickymi koeficientami a chce sa s nimi hrat,
overit si ich na konkrétnych prikladoch, ¢i na zaklade konkrétnych pripadov sa pokusit objavit
nejaki vseobecni zdkonitost, moze byt uzitocné mat poruke aspon niekolko prvych riadkov
Pascalovho trojuholnika.
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Binomické koeficienty
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DODATOK A. PREHILADY KOMBINATORICKYCH IDENTIT 115

A.1.3 Sumy s binomickymi koeficientmi

Zakladné vlastnosti Nasledujicu rovnost sme dokédzali ako (4.6)).

n n—1
:EQFRACBINOM} kz(k) = n(k B 1). (A1)

Tato identitu vieme zovseobecnif nasledovne — tloha [4.3.4

n\ [k n\ (n—1
(k> (l> = <l) <k: 3 l)' (A.2) {prehlad:EQBINOMNKKL}

Stéty v riadku Nasledujicu identitu sme odvodili derivovanim binomickej vety v (4.4]),
iné moznosti dékazu st naznacené v tlohach [£.2.7 a 4471

zn: k <Z> = ngn! (A.3)

k=0

Hokejkova identita Tuto identitu sme dokdzali v tvrdeni [2.3.2}

Z j) B (n + 1) (A4) )
Z = 4) {prehladbinom:EQHOKEJ}

Vandermondova identita

> <m>( " ) - (m:”) (A.5) {prehladbinom:EQVANDERMO

S \IJ\s—J

Ako Specidlny pripad dostaneme vyjadrenie pre sicet Stvorcov binomickych koeficientov

v riadku Pascalovho trojuholnika:
n 2
2
>(;) - (%) 49
; J n
7=0

A.1.4 Nerovnosti s binomickymi koeficientmi
A.2 Fibonacciho cisla

A.2.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Maticové vyjadrenie sme odvodili v (7.7) a potom pouzivali vo viacerych dalsich tlohdch.

1 1\" F, F,
(1 0> = < FZI Fn—l) (A.7) {prehladfibon:EQMAT}
A.2.2 Rozne identity
Cassiniho identita (7.9)):
FoiFy oy — F2=(-1)" (A.8) {prehladfibon:EQCASSINI}
Konvoltcia (7.10)
Foin=FnFpi1+ Fn 1 Fy (A.9) {prehladfibon:EQKONV}
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{prehladfibon:EQGCD1}

{prehladfibon:EQGCDmn}

116 Fibonacciho ¢isla

7 nej sme ako Specialne pripady dostali:

F2n = Fn(F7r,+1 + Fn—l) (AlO)
Fony1=F |+ F? (A.11)

n

A.2.3 Sumy s Fibonacciho cislami

Dokézali sme aj vztah (7.14) vyjadrujici Fibonacciho éisla pomocou binomickych koeficien-

tov. FnH_i(n;k)_(Z>+<n;1>+(n52)+... (A.12)

k=0

A.2.4 TFibonacciho é&isla a delitelnost

ged(Fy, Fry1) =1 (A.13)

ng(Fm7 Fn) = Fgcd(m,n) (A14)
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