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Kvadratické zvy²ky

De�nícia
Nech n ∤ q. Potom sa £íslo q sa nazýva kvadratický zvy²ok modulo

n, ak existuje také x ∈ Z, ºe

x2 ≡ q (mod n).

Inak: q je kvadratický nezvy²ok modulo n.
Stru£nej²í zápis:

qRn, ak q je kvadratický zvy²ok modulo n
qRn, ak q je kvadratický nezvy²ok modulo n.

Zaujíma nás prípad, ke¤ n je nepárne prvo£íslo.
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Kvadratické zvy²ky

Príklad
Kvadratické zvy²ky modulo 7 sú 1, 2 a 4.

12 ≡ 1 (mod 7)

22 ≡ 4 (mod 7)

32 ≡ 2 (mod 7)

42 ≡ (−3)2 ≡ 32 ≡ 2 (mod 7)

52 ≡ (−2)2 ≡ 22 ≡ 4 (mod 7)

62 ≡ (−1)2 ≡ 12 ≡ 1 (mod 7)
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Kvadratické zvy²ky

p kvadratické zvy²ky

2 1

3 1

5 1, 4

7 1, 2, 4

11 1, 3, 4, 5, 9

13 1, 3, 4, 9, 10, 12
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Kvadratické zvy²ky

De�nícia
Mnoºina £ísel n1, . . . , nφ(n) sa nazýva redukovaný zvy²kový systém
modulo n ak sú tieto £ísla reprezentantmi v²etkých redukovaných

zvy²kových tried modulo n.
Ekvivalentne: Je to takých φ(n) £ísel, ºe ºiadne dve z nich nie sú

kongruentné modulo n a navy²e kaºdé z nich je nesúdelite©né s n.
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Kvadratické zvy²ky

Veta
Nech p > 2 prvo£íslo. �ubovo©ný redukovaný zvy²kový systém
{a1, . . . , ap−1} modulo p obsahuje p−1

2
kvadratických zvy²kov a

p−1

2
kvadratických nezvy²kov modulo p.

Kvadratické zvy²ky sú práve tie £ísla, ktoré sú kongruentné s £íslami

12, 22, . . . ,
(
p−1

2

)2
.

Medzi £íslami 1, 2, . . . , p − 1 máme p−1

2
kvadratických zvy²kov a

p−1

2
kvadratických nezvy²kov modulo p.
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Legendrov symbol

De�nícia
Ak p je prvo£íslo a a je celé £íslo, tak Legendrov symbol

(
a
p

)
de�nujeme nasledovne:

(
a

p

)
=


1 ak aRp,

−1 ak aRp,

0 ak p | a.

Niekedy sa pouºíva aj ozna£enie (a|p).(
1

p

)
= 1,

(
3

7

)
= −1,

(
4

7

)
= 1,

(
a2

p

)
= 1
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Eulerovo kritérium

Veta (Eulerovo kritérium)

Nech p > 2 je prvo£íslo. Potom pre v²etky n platí(
n

p

)
≡ n

p−1

2 (mod p).

Príklad(
4

7

)
≡ 43 ≡ 2 · 4 ≡ 1 (mod 7)
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Legendrov symbol

Lema
Nech p je nepárne prvo£íslo a a, b ∈ Z. Potom

(i) a ≡ b (mod p) ⇒
(

a
p

)
=

(
b
p

)
(ii)

(
1

p

)
= 1

(iii)
(
ab
p

)
=

(
a
p

)(
b
p

)
(iv)

(
a2

p

)
= 1

(v)
(
ab2

p

)
=

(
a
p

)
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Kedy je −1 kvadratický zvy²ok?

Tvrdenie
Pre kaºdé nepárne prvo£íslo platí(

−1

p

)
= (−1)

p−1

2 .

Teda −1 je kvadratický zvy²ok modulo p ak p = 4k + 1 a
kvadratický nezvy²ok modulo p ak p = 4k + 3.

Tvrdenie
Existuje nekone£ne ve©a prvo£ísel tvaru 4k + 1.
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Kedy je 2 kvadratický zvy²ok?

Tvrdenie
Nech p > 2 je prvo£íslo. Potom(

2

p

)
= (−1)

p2−1

8 .

Teda 2 je kvadratický zvy²ok pre prvo£ísla tvaru 8k ± 1 a
kvadratický nezvy²ok pre prvo£ísla tvaru 8k ± 3.

Tvrdenie
Existuje nekone£ne ve©a prvo£ísel tvaru 8k + 7.
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Mersennove prvo£ísla

Veta
Ak p = 4k + 3 je prvo£íslo, k > 1, tak q = 2p + 1 je prvo£íslo
práve vtedy, ke¤ 2p + 1 | Mp = 2p − 1.

Prvo£ísla Sophie-Germainovej = p aj 2p + 1 sú prvo£ísla
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Gaussova lema

Veta (Gaussova lema)

Nech p > 2 je prvo£íslo a p ∤ a. Nech m je po£et tých £ísel z
mnoºiny {a, 2a, 3a, . . . , p−1

2
a}, ktorých zvy²ok po delení p je vä£²í

neº p
2
. Potom (

a

p

)
= (−1)m.
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Gaussova lema

Veta
Pre £íslo m z Gaussovej lemy platí

m ≡

p−1

2∑
k=1

⌊
2ak

p

⌋
(mod 2).

Teda (
a

p

)
= (−1)

(p−1)/2∑
k=1

⌊ 2ak
p

⌋
.

Pre nepárne a platí

(
a

p

)
= (−1)

(p−1)/2∑
k=1

⌊
ak
p

⌋
.
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