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Kvadratické zvysky

Definicia
Nech n{ q. Potom sa Cislo g sa nazyva kvadraticky zvysok modulo
n, ak existuje také x € Z, ze

x*=gq (mod n).

Inak: g je kvadraticky nezvysok modulo n.
Struénejsi zapis:

gRn, ak g je kvadraticky zvySok modulo n
qRn, ak g je kvadraticky nezvysok modulo n.

Zaujima nas pripad, ked n je neparne prvocislo.
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Kvadratické zvysky

Priklad
Kvadratické zvysky modulo 7 st 1, 2 a 4.

12=1 (mod7)

22=4 (mod 7)

32=2 (mod7)
42=(-32=3>=2 (mod7)
52=(-22=22=4 (mod7)
6°=(-1=1°=1 (mod7)
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Kvadratické zvysky

p | kvadratické zvysky
2 |1

3 |1

5 |14

7 1,2, 4
1111,3,4,5,9

13 11,3, 4,9, 10, 12
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Kvadratické zvysky

Definicia

Mnozina Cisel m, ..., ny,) sa nazyva redukovany zvyskovy systém
modulo n ak sa tieto Cisla reprezentantmi vsetkych redukovanych

zvyskovych tried modulo n.

Ekvivalentne: Je to takych ¢(n) Cisel, Ze ziadne dve z nich nie s

kongruentné modulo n a navyse kazdé z nich je nestdelitelné s n.
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Kvadratické zvysky

Veta
Nech p > 2 prvoéislo. Lubovolny redukovany zvyskovy systém
{a1,...,ap_1} modulo p obsahuje 251 kvadratickych zvyskov a

prl kvadratlckych nezvyskov modu/o p.
Kvadratické zvysky si prave tie Cisla, ktoré si kongruentné s Cislami

2
2 n2 —1
12,2 (PT) .

Medzi Cislami 1,2,...,p — 1 mame pT_l kvadratickych zvyskov a
prl kvadratickych nezvyskov modulo p.
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Legendrov symbol

Definicia
Ak p je prvocislo a a je celé Cislo, tak Legendrov symbol (%)
definujeme nasledovne:

1 ak aRp,

a _
(p) =4 -1 ak aRp,
0 akp|a

1

Niekedy sa pouziva aj oznacenie (a|p).
a
p

(3)=1 @) =-1@)=1(%)
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Eulerovo kritérium

Veta (Eulerovo kritérium)
Nech p > 2 je prvocislo. Potom pre vsetky n plati

(;) =n"2  (mod p).

Priklad
(%) =43=2.4=1 (mod 7)
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Legendrov symbol

Lema
Nech p je neparne prvocislo a a, b € 7. Potom

(i) a= b (mod p) = (%) _ (g)
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Kedy je —1 kvadraticky zvysok?

Tvrdenie
Pre kazdé neparne prvocislo plati

()

Teda —1 je kvadraticky zvySok modulo p ak p=4k+1 a
kvadraticky nezvysok modulo p ak p = 4k + 3.

Tvrdenie
Existuje nekonecne vela prvoéisel tvaru 4k + 1.
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Kedy je 2 kvadraticky zvysok?

Tvrdenie
Nech p > 2 je prvocislo. Potom

(3)-coe

Teda 2 je kvadraticky zvysok pre prvocisla tvaru 8k +1 a
kvadraticky nezvysok pre prvoéisla tvaru 8k + 3.

Tvrdenie
Existuje nekoneéne vela prvocisel tvaru 8k + 7.
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Mersennove prvocisla

Veta
Ak p = 4k + 3 je prvocislo, k > 1, tak q = 2p + 1 je prvocislo
prave vtedy, ked 2p+1| M, = 2P — 1.

Prvocisla Sophie-Germainove] = p aj 2p + 1 sii prvocisla
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Gaussova lema

Veta (Gaussova lema)

Nech p > 2 je prvocislo a p1 a. Nech m je pocet tych Cisel z
mnoziny {a,2a,3a,..., prla}, ktorych zvysok po deleni p je vacsi

nez &. Potom
a
- =(-1)".
(5) =6
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Gaussova lema

Veta
Pre ¢islo m z Gaussovej lemy plati

m= i f:"J (mod 2).

Teda

Pre nepérne a plati

(a) _ (_1)(’7;11/2{3:J‘

p
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