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Okruh F (x)/(h(x))

Veta

Nech F je pole a h(x) ∈ F [x ] je polynóm nad po©om F stup¬a
n ≥ 1. Pre reláciu ekvivalencie �by´ kongruentné modulo h(x)� na
mnoºine polynómov F [x ] ozna£me triedy ekvivalencie ako

f (x) = {g(x) ∈ F [x ]; f (x) ≡ g(x) (mod h(x))}.

Mnoºinu týchto tried ekvivalencie ozna£me ako F (x)/(h(x)).
Pre kaºdé f (x) ∈ F [x ] existuje práve jeden polynóm r(x) taký, ºe
f (x) ≡ r(x) (mod h(x)) a sú£asne st f (x) < st h(x). (T.j. kaºdá
trieda je jednozna£ne reprezentovaná polynómom stup¬a men²ieho
neº n.)
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Okruh F (x)/(h(x))

Veta

Predpisy
f (x) + g(x) = f (x) + g(x)

f (x) · g(x) = f (x) · g(x)
(1)

ur£ujú dobre de�nované binárne operácie na mnoºine F (x)/(h(x))
a (F (x)/(h(x)),+, ·) s týmito operáciami tvorí komutatívny okruh
s jednotkou. Tento okruh voláme faktorový okruh F [x ] pod©a h(x).
Navy²e platí, ºe triedy kon²tantných polynómov, t.j. mnoºina
{c ; c ∈ F}, ur£ujú podokruh, ktorý je izomorfný s po©om F .
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Príklady

R[x ]/(x2 + 1) ∼= C

Q[x ]/(x2 − 2) ∼= Q(
√
2)
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Príklad R(x)/(x2 + 1)

R[x ]/(x2 + 1) = {ax + b; a, b ∈ R}

ax + b + cx + d = (a+ c)x + (b + d)

ax + b · cx + d = (ad + bc)x + (bd − ac)

(ax + b)(cx + d) = acx2 + (ad + bc)x + bd

= ac(x2 + 1) + (ad + bc)x + (bd − ac)
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Príklad R(x)/(x2 + 1)

R[x ]/(x2 + 1) ∼= C

ax + b · cx + d = (ad + bc)x + (bd − ac)

(ai + b) · (ci + d) = (ad + bc)i + (bd − ac)
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Príklad Q[x ]/(x2 − 2)

Q[x ]/(x2 − 2) = {ax + b; a, b ∈ Q}

(ax + b)(cx + d) ≡ acx2 + (ab + cd)x + bd

≡ 2ac + (ab + cd)x + bd

≡ (ab + cd)x + (bd + 2ac)

ax + b · cx + d = (ab + cd)x + (bd + 2ac)
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Príklad Q[x ]/(x2 − 2)

Q[x ]/(x2 − 2) ∼= Q(
√
2)

(b + a
√
2)(d + c

√
2) = (bd + 2ac) + (ab + cd)

√
2

b + ax · d + cx = (bd + 2ac) + (ab + cd)x
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Ireducibilné polynómy

Ireducibilné polynómy

De�nícia

Nekon²tantný polynóm p(x) ∈ F [x ] sa nazýva ireducibilný polynóm
ak pre ©ubovo©né f (x), g(x) ∈ F [x ] také, ºe

f (x) · g(x) = p(x)

je niektorý z polynómov f (x), g(x) kon²tantný polynóm.
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Ireducibilné polynómy

Ireducibilné polynómy

x4 + 1 = (x2 +
√
2x + 1)(x2 −

√
2x + 1)

▶ Nad R sú x2 ±
√
2x + 1 ireducibilné.

▶ Nad C sa dajú rozloºi´.
▶ Nad Q je polynóm x4 + 1 ireducibilný.
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Ireducibilné polynómy

Ireducibilné polynómy

Tvrdenie

Nech F je pole a f (x) ∈ F [x ] je polynóm stup¬a 2 alebo 3.
Polynóm f (x) je ireducibilný práve vtedy, ke¤ nemá korene.
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Ireducibilné polynómy

Ireducibilné polynómy

p(x) | g(x)h(x) ⇒ p(x) | g(x) ∨ p(x) | h(x) (2)

Tvrdenie

Nech p(x), f (x) ∈ F [x ] a p(x) je ireducibilný. Potom p(x) | f (x)
alebo gcd(p(x), f (x)) = 1.
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Kedy dostaneme pole

Pole F (x)/(p(x))

Veta

Nech F je pole a p(x) ∈ F [x ] je ireducibilný polynóm nad F .
Potom okruh F [x ]/(p(x)) je pole.
Navy²e toto pole obsahuje podpole izomorfné s po©om F ,
konkrétne platí, ºe zobrazenie

φ : F → F (x)/(p(x))

φ : c 7→ c

je injektívny homomor�zmus.
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Kedy dostaneme pole

p(x) má kore¬ v F (x)/(p(x))

Tvrdenie

Nech F je pole a p(x) ∈ F [x ] je ireducibilný polynóm nad F .
Ak L = F [x ]/(p(x)) chápeme ako nadpole po©a F , tak u = x je
kore¬ polynómu p(x) v tomto poli.

Faktorový okruh F [x]/(h(x))



Kedy dostaneme pole

p(x) má kore¬ v F (x)/(p(x))

Ak p(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0, tak dostaneme

p(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0

= anx
n + · · ·+ a1x + a0

= anxn + · · ·+ a1x + a0

= p(x)

= 0 = 0

Faktorový okruh F [x]/(h(x))



Kedy dostaneme pole

�tvorprvkové pole

Z2[x ]/(x
2 + x + 1)

▶ x2 + x + 1 nemá korene v Z2

▶ Je to teda ireducibilný polynóm
▶ Z2/(x

2 + x + 1) = {ax + b; a, b ∈ Z2} je ²tvorprkové pole.
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Kedy dostaneme pole

�tvorprvkové pole

Z2[x ]/(x
2 + x + 1) = {0, 1, u, u + 1}

+ 0 1 u u + 1

0 0 1 u u + 1
1 1 0 u + 1 u
u u u + 1 0 1

u + 1 u + 1 u 1 0

· 0 1 u u + 1

0 0 0 0 0
1 0 1 u u + 1
u 0 u u + 1 1

u + 1 0 u + 1 1 u
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