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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Nemoºnos´ kon²trukcií ako napríklad:
▶ kon²trukcia 3

√
2 (zdvojenie kocky)

▶ trisekcia uhla (napríklad cos π
9
)

▶ transendentné £ísla � napríklad π,
√
π (kvadratúra kruhu)
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Kon²trukciou pomocou pravítka a kruºidla máme na mysli to, ºe ak
sme uº nejaké body zostrojili, tak v ¤al²om kroku môºeme:
▶ Vytvori´ priamku ur£enú niektorými dvoma bodmi.
▶ Vytvori´ kruºnicu, kde stred a polomer sú ur£ené uº

zostrojenými bodmi.
▶ Prida´ body, ktoré dostaneme, ako prienik niektorých takýchto

priamok a kruºníc.
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

De�nícia

Predpokladajme, ºe máme danú mnoºinu bodov M, ktorá obsahuje
body (0, 0) a (0, 1). Hovoríme, ºe P bod M je skon²truovate©ný
pomocou bodov mnoºiny M, ak existuje kone£ná postupnos´
krokov uvedeného typu, pomocou ktorej môºeme z bodov mnoºiny
M dosta´ bod P .
Reálne £íslo x nazveme skon²truovate©né z mnoºiny M, ak existuje
skon²truovate©ný bod P = (x , y).
V prípade, ºe M = {(0, 0), (0, 1)}, tak hovoríme stru£ne
o skon²truovate©ných bodoch a £íslach.
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Pre x , y ∈ K aj
▶ x+y

2
, x + y , x − y sú skon²truovate©né;

▶ xy je skon²truovate©né;
▶ Ak x ̸= 0, tak aj 1

x je skon²truovate©né;
▶ √

xy je skon²truovate©né.
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Tvrdenie

Mnoºina K v²etkých skon²truovate©ných £ísel je pole. Platí
Q ⊆ K ⊆ R, je to teda roz²írenie po©a racionálných £ísel.
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Pridávame odmocniny

y − a2
x − a1

=
b2 − a2
b1 − a1

y − c2
x − c1

=
d2 − c2
d1 − c1

x , y ∈ F
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Pridávame odmocniny

(x − a)2 + (y − b)2 = r2,

sx + ty = u

(x − a)2 + (y − b)2 = r2,

(x − c)2 + (y − d)2 = s2.
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Pridávame odmocniny

x1,2 =
−b +

√
D

2a

F (x1) = F (x2) = F (
√
D)
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom

Stupe¬ algebraického prvku

Veta

Ak £íslo u je kon²truovate©né, tak u je algebraické £íslo a stupe¬
[u : Q] je mocnina dvojky.

[u : Q] = 2n

Induk£ný krok:

[F (u) : F ] = [u : F ] ∈ {1, 2}
[F (u) : Q] = [F (u) : F ] · [F : Q] ∈ {2n, 2n+1}
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Zdvojenie kocky

Zdvojenie kocky

Tvrdenie

�íslo 3
√
2 nie je skon²truovate©né.

mu(x) = x3 − 2
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Trisekcia uhla

Trisekcia uhla

Tvrdenie

�íslo cos π
9
nie je skon²truovate©né.

cosα = cos3
α

3
− 3 cos

α

3
sin2

α

3
= 4 cos3

α

3
− 3 cos

α

3

sinα = 3 cos2
α

3
sin

α

3
− sin3

α

3
= 3 sin

α

3
− 4 sin3

α

3

f (x) = 4x3 − 3x − 1
2
.
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Kon²trukcie pravítkom a kruºidlom Transcendentné £ísla, kvadratúra kruhu

Transcendentné £ísla, kvadratúra kruhu

▶ �íslo π je transcendentné. (Bez dôkazu.)
▶ �isto π nie je skon²truovate©né.
▶ Potom ani

√
π nie je skon²truovate©né.
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