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Algebraické prvky

De�nícia

Nech K je roz²írenie po©a F a u ∈ K . Hovoríme, ºe prvok u ∈ F je
algebraický nad F , ak existuje polynóm f (x) ∈ F [x ] taký, ºe u je
jeho kore¬om.

(∃f (x) ∈ F [x ])f (u) = 0

Ak prvok u ∈ K nie je algebraický, tak hovoríme, ºe u je
transcendentný prvok.
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Minimálny polynóm

De�nícia

Nech K je roz²írenie po©a F a u ∈ K je algebraický prvok nad F .
Polynóm m(x) sa nazýva minimálny polynóm prvku u, ak je to
nenulový monický polynóm najniº²ieho moºného stup¬a, ktorého
kore¬om je u.
Ak potrebujeme zdôrazni´ z akého prvku sme minimálny polynóm
dostali, pouºijeme ozna£enie mu(x).
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Minimálny polynóm

Príklad

F = Q
▶ Pre u =

√
2 máme

mu(x) = x2 − 2.

▶ Pre u = 3
√
2 máme

mu(x) = x3 − 2

.
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Minimálny polynóm

I = {f (x) ∈ F [x ]; f (u) = 0}

Tvrdenie

Nech K je roz²írenie po©a F a u ∈ K je algebraický prvok nad F .

Potom existuje minimálny polynóm m(x) prvku u. Tento polynóm

je prvkom u ur£ený jednozna£ne.

Navy²e pre ©ubovo©ný polynóm f (x) ∈ F [x ] platí, ºe u je kore¬om

polynómu f (x) práve vtedy, ke¤ m(x) | f (x).

f (u) = 0 ⇔ m(x) | f (x) (1)
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Minimálny polynóm

Dôsledok

Nech K je roz²írenie po©a F , u ∈ K je algebraický prvok nad F a

m(x) je jeho minimálny polynóm.

Potom pre ©ubovo©né polynómy f (x), g(x) ∈ F [x ] platí
f (u) = g(u) práve vtedy, ke¤ f (x) ≡ g(x) (mod m(x)).

f (u) = g(u) ⇔ f (x) ≡ g(x) (mod m(x)) (2)
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Minimálny polynóm

f (u) = g(u) ⇔ f (x) ≡ g(x) (mod m(x))

f (u) = g(u) ⇔ f (u)− g(u) = 0

⇔ m(x) | f (x)− g(x)

⇔ f (x) ≡ g(x) (mod m(x))
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Minimálny polynóm je ireducibilný

Tvrdenie

Nech mu(x) je minimálny polynóm prvku u nad po©om F . Potom

m(x) je ireducibilný v F [x ].
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F (u) ∼= F [x ]/(m(x))

De�nícia

Nech K je pole, F je jeho podpole a u1, . . . , uk ∈ F .
Symbolom F (u1, . . . , uk) ozna£ujeme najmen²ie podpole po©a K
obsahujúce F ∪ {u1, . . . , uk}.
V prípade jediného prvku budeme pouºíva´ ozna£enie F (u).
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F (u) ∼= F [x ]/(m(x))

Veta

Nech K je nadpole po©a F . Nech prvok u ∈ K je algebraický nad F
a jeho minimálny polynóm m(x) má stupe¬ n. Potom

F (u) = {an−1u
n−1 + · · ·+ a1u + a0; a0, . . . , an−1 ∈ F}

= {f (u); f (x) ∈ F [x ], st f (x) < n}.

Navy²e predpis

φ : f (x) 7→ f (u)

ur£uje dobre de�nované zobrazenie φ : F [x ]/(m(x)) → F (u) Teda

platí

F (u) ∼= F [x ]/(m(x)).
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F (u) ∼= F [x ]/(m(x))

φ(f (x) + g(x)) = f (u) + g(u) = φ(f (x)) + φ(g(x))

φ(f (x) · g(x)) = f (u) · g(u) = φ(f (x)) · φ(g(x))

φ(f (x)) = φ(g(x)) ⇒ f (u) = g(u)

⇒ f ≡ g (mod m)

⇒ f (x) = g(x)
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Pole F (u)

De�nícia

Nech K je pole, F je jeho podpole a u1, . . . , uk ∈ F .
Symbolom F (u1, . . . , uk) ozna£ujeme najmen²ie podpole po©a K
obsahujúce F ∪ {u1, . . . , uk}.
V prípade jediného prvku budeme pouºíva´ ozna£enie F (u).
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Prienik podpolí

Úloha

Nech K je pole a {Fi ; i ∈ I} je nejaký neprázdny systém podpolí
po©a K . Dokáºte, ºe potom aj prienik

F =
⋂
i∈I

Fi

je podpole po©a K .
Ukáºte, ºe pre ©ubovo©nú podmnoºinu M ⊆ K existuje najmen²ie
podpole F po©a K také, ºe M ⊆ F . (V¤aka takémuto argumentu
vieme, ºe existuje podpole F (u1, . . . , uk), ktoré sme zaviedli
v predo²lej de�nícii.)
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Q(
√
2) a Q( 3

√
2)

Q(
√
2) = {a+ b

√
2; a, b ∈ Q}

Q(
3
√
2) = {a+ b

3
√
2+ c

3
√
4; a, b, c ∈ Q}
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Stupe¬ [u : F ]

Tvrdenie

Nech K je roz²írenie po©a F , u ∈ K je algebraický prvok nad po©om

F . Potom stupe¬ roz²írenia F (u) nad po©om F je rovný stup¬u

jeho minimálneho polynómu.

[F (u) : F ] = degmu(x).

Toto £íslo budeme tieº nazýva´ stupe¬ prvku u nad F a ozna£ova´

[u : F ].
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