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Algebraické prvky

Definicia
Nech K je rozsirenie pola F a u € K. Hovorime, ze prvok u € F je
algebraicky nad F, ak existuje polyném f(x) € F[x] taky, ze u je
jeho korefiom.

(3f(x) € F[x])f(u) =0
Ak prvok u € K nie je algebraicky, tak hovorime, Zze u je
transcendentny prvok.
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Minimalny polyném

Definicia

Nech K je rozsirenie pola F a u € K je algebraicky prvok nad F.
Polyném m(x) sa nazyva minimalny polyném prvku u, ak je to
nenulovy monicky polyném najnizSieho mozného stupha, ktorého
korefiom je u.

Ak potrebujeme zdéraznit z akého prvku sme minimalny polyném
dostali, pouzijeme oznaenie my(x).
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Priklad
F=Q
» Pre u=+/2 mame

» Pre u = /2 mame
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Minimalny polyném

I ={f(x) € F[x]; f(u) =0}

Tvrdenie

Nech K je rozsirenie pola F a u € K je algebraicky prvok nad F.
Potom existuje minimalny polyném m(x) prvku u. Tento polyném
je prvkom u urleny jednoznacne.

Navyse pre [ubovolny polyném f(x) € F[x] plati, Ze u je korefiom
polynému f(x) prave vtedy, ked m(x) | f(x).

f(u) =0 & m(x) | f(x) (1)
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Désledok

Nech K je rozsirenie pola F, u € K je algebraicky prvok nad F a
m(x) je jeho minimélny polyném.

Potom pre [ubovolné polynémy f(x),g(x) € F[x] plati

f(u) = g(u) prave vtedy, ked f(x) = g(x) (mod m(x)).

f(u) = g(u) = f(x) = g(x) (mod m(x)) (2)
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Minimalny polyném je ireducibilny

Tvrdenie
Nech m,(x) je minimélny polyném prvku u nad polom F. Potom
m(x) je ireducibilny v F[x].
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F(u) = Flx]/(m(x))

Definicia
Nech K je pole, F je jeho podpole a us,...,ux € F.
Symbolom F(uy,. .., ux) oznaCujeme najmensie podpole pola K

obsahujiace FU {u1,..., ux}.
V pripade jediného prvku budeme pouzivat oznacenie F(u).
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F(u) = Flx]/(m(x))

Veta

Nech K je nadpole pola F. Nech prvok u € K je algebraicky nad F
a jeho minimalny polyném m(x) ma stuperi n. Potom

F(u) = {anf1u"_1 +---+au+ao ao,...,an-1 € F}
= {f(u); f(x) € F[x],stf(x) < n}.

Navyse predpis

o f(x) — f(u)

urCuje dobre definované zobrazenie p: F[x|/(m(x)) — F(u) Teda
plati

F(u) = F[x]/(m(x)).
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F(u) = Flx]/(m(x))

p(f(x) + &(x)) = f(u) + g(u) = ¢(f(x)) + (g(x))

p(f(x) - &(x)) = f(u) - g(u) = (f(x)) - v(g(x))

p(F(x)) = p(g(x)) = f(u) = g(u)
=f=g (mod m)

= f(x) =g(x)
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Pole F(u)

Definicia
Nech K je pole, F je jeho podpole a us,...,ux € F.
Symbolom F(uy,. .., ux) oznaCujeme najmensie podpole pola K

obsahujiace FU {u1,..., ux}.
V pripade jediného prvku budeme pouzivat oznacenie F(u).
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Prienik podpoli

Uloha

Nech K je pole a {Fj;i € I} je nejaky neprazdny systém podpoli
pola K. Dokazte, ze potom aj prienik

F=()F
iel
je podpole pola K.
Ukazte, ze pre lubovoln podmnozinu M C K existuje najmensie
podpole F pola K také, ze M C F. (Vdaka takémuto argumentu

vieme, ze existuje podpole F(u1,...,ux), ktoré sme zaviedli
v predoslej definicii.)
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Q(v2) a Q(v2)

Q(V2) = {a+ bV2;a,b c Q}
Q(V2) ={a+ bV2+cV4,a,bccQ}
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Stupen [u : F]

Tvrdenie

Nech K je rozsirenie pola F, u € K je algebraicky prvok nad polom
F. Potom stuperi rozsirenia F(u) nad polom F je rovny stupiiu
jeho minimdlneho polynému.

[F(u) : F] = deg my(x).

Toto ¢islo budeme tieZ nazyvat stupen prvku u nad F a oznacovat
[u: F].
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