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Okruh polynómv Polynómy ako funkcie

Polynómy ako funkcie

Funkcie f : F → F tvaru

f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0,

kde a0, . . . , an ∈ F .
▶ Ak F je nekone£né pole, takýto poh©ad je v poriadku.
▶ Pri kone£ných poliach treba niektoré veci robi´ inak.

Polynómy a okruh F [x]



Okruh polynómv Polynómy ako funkcie

Terminológia

f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0

▶ Stupe¬ st f (x) = n, ak an ̸= 0. Pre nulový polynóm poloºíme
st f (x) = −∞.

▶ a0, . . . , an voláme koe�cienty
▶ Výraz anx

n voláme vedúci £len polynómu f (x) a an sa nazýva
vedúci koe�cient.

▶ Ak an = 1, tak polynóm f (x) je normovaný alebo monický.
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Okruh polynómv Operácie s polynómami

Operácie s polynómami

▶ Polynómy vieme s£itova´ a násobi´.
▶ Dostaneme tak komutatívny okruh s jednotkou.
▶ Je to aj obor integrity.

st f (x)g(x) = st f (x) + st g(x) (1)
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Okruh polynómv Veta o delení so zvy²kom

Veta o delení so zvy²kom

Tvrdenie (Veta o delení so zvy²kom)

Nech f (x), g(x) ∈ F [x ] a g(x) ̸= 0. Potom existujú celé polynómy

q(x), r(x) ∈ F [x ] také, ºe platí

f (x) = q(x) · g(x) + r(x), st r(x) < st g(x).

Navy²e polynómy q(x) a r sú týmito podmienkami jednozna£ne

ur£ené.

Polynóm q(x) budeme vola´ podiel a polynóm r(x) zvy²ok po

delení polynómu f (x) polynómom g(x). Budeme pouºíva´

ozna£enie r(x) = f (x) mod g(x).
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Okruh polynómv Delite©nos´ v okruhu polynómov

Delite©nos´ v F [x ]

De�nícia
Nech F je pole a f (x), g(x) ∈ F [x ]. Hovoríme, ºe f (x) delí g(x) a
ozna£ujeme f (x) | g(x), ak existuje polynóm h(x) ∈ F [x ] taký, ºe

g(x) = f (x)h(x).

V opa£nom prípade pouºívame ozna£enie f (x) ∤ g(x).

f (x) | g(x) ⇔ r(x) = 0
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Okruh polynómv Delite©nos´ v okruhu polynómov

Delite©nos´ v F [x ]

Tvrdenie
Nech F je pole, f (x), g(x), h(x) ∈ F [x ]. Potom platí:

(i) 1 | f (x), f (x) | 0
(ii) Ak 0 | f (x), tak f (x) = 0.
(iii) f (x) | f (x)
(iv) Ak f (x) | g(x) a g(x) | h(x), tak f (x) | h(x) .

(v) Ak f (x) | g(x) aj g(x) | f (x), tak existuje c ∈ F , c ̸= 0 také,

ºe f (x) = cg(x); a obrátene.

f (x) | g(x)∧g(x) | f (x) ⇔ f (x) = c ·g(x) pre nejaké c ∈ F\{0}
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Okruh polynómv Delite©nos´ v okruhu polynómov

Delite©nos´ v F [x ]

f (x) | g(x), f (x) | h(x) ⇒ f (x) | g(x)± h(x)

f (x) | g(x) ⇒ f (x) | g(x)h(x)
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Korene polynómov Korene polynómov

Dosadenie a zvy²ok

f (c) = anc
n + · · ·+ a1c + a0.

Môºeme si v²imnú´, ºe hodnota f (c) prirodzene súvisí s delením
polynómom tvaru x − c .

Tvrdenie
Nech F je pole, f (x) ∈ F [x ] a c ∈ F . Ozna£me r zvy²ok po delení

polynómu f (x). Potom platí f (c) = r .
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Korene polynómov Korene polynómov

Dosadenie a zvy²ok

De�nícia
Nech F je pole a f (x) ∈ F [x ]. Prvok c ∈ F je kore¬ polynómu

f (x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0 ak platí

f (c) = anc
n + · · ·+ a1c + a0 = 0.

Tvrdenie
Nech F je pole, f (x) ∈ F [x ] a c ∈ F . Potom c je kore¬om

polynómu f (x) práve vtedy, ke¤ (x − c) | f (x), t.j. ke¤ existuje

polynóm g(x) taký, ºe

f (x) = (x − c)g(x).
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Korene polynómov Korene polynómov

Dosadenie a zvy²ok

De�nícia
Nech F je pole, f (x) ∈ F [x ] a c ∈ F . Hovoríme, ºe c je k-násobný
kore¬ polynómu f (x) ak

(x − c)k | f (x).

Veta
Nech f (x) ∈ F [x ] je nenulový polynóm nad po©om F . Potom po£et

kore¬ov polynómu f (x) v F je nanajvý² st f (x).
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Korene polynómov Kedy sa polynomická funkcia rovná nule

Nulová funkcia musí ma´ nulové koe�cienty

Ak F je nekone£né pole, tak z

(∀c ∈ F )f (c) = 0

vyplýva a0 = a1 = · · · = an = 0.
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Korene polynómov Kedy sa polynomická funkcia rovná nule

Nefunguje to v kone£ných poliach

f , g : Z2 → Z2

f = x2 + x

g = 0
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Korene polynómov Racionálne korene

Racionálne korene

Veta
Nech f (x) = anx

n + · · ·+ a1x + a0 ∈ Q[x ] pri£om an ̸= 0 a v²etky

koe�cienty sú celé £ísla. Ak racionálne £íslo p
q je kore¬om polynómu

f (x), pri£om gcd(p, q) = 1, tak platí

p | a0, q | an.

Dôsledok
Ak f (x) je monický polynóm s celo£íselnými koe�cientami a α je

nejaký racionálny kore¬ polynóm f (x), tak platí α ∈ Z.
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Korene polynómov Ideály v okruhu polynómov

Delite©nos´ a ideály

▶ f (x) | g(x)
▶ g(x) ∈ (f (x))
▶ (g(x)) ⊆ (f (x))
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Korene polynómov Ideály v okruhu polynómov

Iba hlavné ideály

Tvrdenie
Nech F je pole a I ⊆ F [x ] je ideál v okruhu (F [x ],+, ·). Potom
existuje polynóm a(x) ∈ F [x ] taký, ºe

I = (a(x)) = {a(x)f (x); f (x) ∈ F [x ]}.

Ak navy²e pridáme podmienku, ºe polynóm a(x) je monický alebo

nulový, tak je polynóm a(x) ideálom I jednozna£ne ur£ený.
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Korene polynómov Ideály v okruhu polynómov

Najvä£²í spolo£ný delite©

De�nícia
Nech F je pole a f (x), g(x) ∈ F [x ]. Hovoríme, ºe polynóm
d(x) ∈ F [x ] je najvä£²í spolo£ný delite© polynómov f (x) a g(x), ak
platí
▶ d(x) | f (x), d(x) | g(x)
▶ Pre ©ubovo©ný polynóm c(x) ∈ F [x ] taký, ºe c(x) | f (x) a

c(x) | g(x) platí aj c(x) | d(x).

c(x) | f (x) ∧ c(x) | g(x) ⇒ c(x) | d(x)
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Korene polynómov Ideály v okruhu polynómov

Najvä£²í spolo£ný delite©

▶ Takto de�novaný n.s.d nie je ur£ený jednozna£ne.
▶ Monický n.s.d ozna£íme

d(x) = gcd(f (x), g(x)).
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Korene polynómov Ideály v okruhu polynómov

Najvä£²í spolo£ný delite©

Tvrdenie
Nech F je pole a f (x), g(x), d(x) ∈ F [x ]. Potom mnoºina

I = {u(x)f (x) + v(x)g(x); u(x), v(x) ∈ F [x ]}

je ideál v okruhu F [x ].
Polynóm d(x) je najvä£²í spolo£ný delite© polynómov f (x) a g(x)
práve vtedy, ke¤ (d(x)) = I .

(d(x)) = {u(x)f (x) + v(x)g(x); u(x), v(x) ∈ F [x ]}
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Korene polynómov Ideály v okruhu polynómov

Bézoutova identita

Dôsledok
Nech F je pole a f (x), g(x) ∈ F [x ]. Ak d(x) = gcd(f (x), g(x)),
tak existujú polynómy u(x), v(x) ∈ F [x ] také, ºe

d(x) = u(x)f (x) + v(x)g(x).
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Korene polynómov Kongruencie

Kongruencie

De�nícia
Nech F je pole a a(x), b(x), f (x) ∈ F [x ]. Hovoríme, ºe polynómy
a(x) a b(x) sú kongruentné modulo f (x) ak platí

f (x) | a(x)− b(x).

Pre takúto situáciu pouºívame ozna£enie a(x) ≡ b(x) (mod f (x)).

a(x) ≡ b(x) (mod f (x)) ⇔ f (x) | a(x)− b(x)

Polynómy a okruh F [x]



Korene polynómov Kongruencie

Kongruencie

Tvrdenie
Nech f (x), a(x), b(x), c(x) ∈ F [x ]. Potom platí:

(i) a(x) ≡ a(x) (mod f (x))

(ii) Ak a(x) ≡ b(x) (mod f (x)), tak aj b(x) ≡ a(x) (mod f (x)).

(iii) Ak a(x) ≡ b(x) (mod f (x)) a b(x) ≡ c(x) (mod f (x)), tak
aj a(x) ≡ c(x) (mod f (x)).
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Korene polynómov Kongruencie

Kongruencie

Ak a(x) ≡ c(x) (mod f (x)), b(x) ≡ d(x) (mod f (x)), tak platí

a(x) + c(x) ≡ b(x) + d(x) (mod f (x))

a(x) · c(x) ≡ b(x) · d(x) (mod f (x))
(2)
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