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Definicia topoldgie

Definicia
Nech X je mnozina. Systém 7 C P(X) sa nazyva topoldgia na
mnozine X, ak plati:

(01). 0, X €T.
(02). Ak A, BeT,takajANBeT.

(03). Ak A; € T pre kazdé i € I, tak aj J A, € T.

i€l
Ak T je topolégia na mnozine X, tak dvojicu (X, 7) nazyvame
topologicky priestor. O mnozinach patriacich do 7 hovorime, Ze si
to otvorené mnoziny v priestore (X, T).
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Topologické priestory Definicia topologie

Definicia topoldgie

» Topolégiu vieme zadat vela inymi spésobmi — tato
axiomatizacia je pomerne jednoducha.
» Da sa na to pozerat tak, Ze ,,meriame” vzdialenost nie Cislom,
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Priklady topoldgii

» Ting = {0, X} = indiskrétna topoldgia
» Taise = P(X) = diskrétna topolégia
» Sierpinského priestor
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Metrické priestory

Definicia

Nech X je mnozina. Zobrazenie d: X x X — R sa nazyva metrika,
ak pre lubovolné x,y € X plati

(D1). d(x,y) > 0;

(D2). d(x,y) =0 prave vtedy, ked x = y;

(D3). d(x,y) =d(y,x)

(D4). d(x,z) < d(x,y)+d(y, z).

Ak d je metrika na X, tak dvojicu (X, d) nazyvame metricky
priestor.
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Topolégia odvodenad od metriky

B(a,r) = {x € X;d(x,a) < r}

» Bod a € U nazvime vnitorny bod mnoziny U, ak existuje
redlne Cislo r > 0 také, ze B(a,r) C U.

» Ak kazdy bod mnoziny U je vnitornym bodom tejto mnoziny,
tak hovorime, ze U je otvorend v metrickom priestore (X, d).

(X, Ta)
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Uzavreté mnoZziny

Definicia
Nech X je topologicky priestor a C C X.
Podmnozina C sa nazyva uzavreta mnozina, ak jej doplnok X \ C

Je otvorend mnozina.
Ak C je sucasne otvorena aj uzavreta v X, nazveme ju obojaka

mnozina.

Sets are not doors. They can be open, closed, both, or neither.
Neznamy autor
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Uzavreté mnoZziny

Tvrdenie

Nech (X, T) je topologicky priestor. Oznacme ako C systém
vsetkych uzavretych mnozin v X. Potom plati:

(C1). 0,X ecC.
(C2). Ak A,B€C tak, AUB € C.
(C3). Ak A; € C pre vietky i € | (pricom | # (), tak aj (| A; € C.

i€l
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Uzavreté mnoZziny

Tvrdenie
Nech X je lubovolna mnozina. Nech C C P(X) je systém mnozin,
ktory spliia podmienky (C1), (C2), (C3). Potom

T={X\C;Cec(}
Je topolégia na X.

Navyse, uzavreté mnoziny v (X, T) st presne mnoZiny patriace do

C.
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Kofinitnd a kospocitatelna topoldgia

Teor = {0} U{X \ F;F je konecna podmnozina X}

Teoc = {0} U{X \ F;F je spocitatelnd podmnozina X}
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Béza topoldgie

Definicia

Nech (X, T) je topologicky priestor. Systém B C T sa nazyva baza
topoldgie T, ak kazda otvorend mnozina U je zjednotenim nejakého
systému mnoZin patriacich do B.

(VueT)3ScBU={]S

> B CT,t.,. vietky bazové mnoziny sl otvorené.
» Ekvivalentne: Pre [ubovolné x € X a jeho otvorené okolie U

existuje B € B tak, ze x € B C U.

(vxeUeT)3BeB)xeBCU
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Béza topoldgie

Veta
Ak B je baza nejakej topolégie na X, tak plati:
(B1). B pokryva X, t.j.

Us=x.

(B2). Ak By € B obsahuji bod x € X, tak existuje B € B také,
Zex e BC BiNB;.

(Vx e X)[x e Bipe B= (3B B)x € BC Bi N By
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Béza topoldgie

Obratene, ak B je systém podmnozin mnoziny X, ktory splha (B1)
a (B2), tak mnozina v3etkych zjednoteni podsystémov B tvori

topolégiu 7 na X.
T={Jcccn}

Navyse, B je baza topoldgie T.
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Priklady baz

» Baisc = {{x};x € X}
> Bind = {X}
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Baza topolégie
Topolégia odvodenad od metriky

B(a,r) = {x € X;d(x,a) < r}

B={B(a,r);ac X,reR,r >0}

Oznacenie: T4
Ind baza: B = {B(a,r);ac X,re Q,r >0}
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Baza topolégie

Sorgenfreyova priamka

Sorgenfreyova priamka (Lower limit topology)
X =R s topolégiou danou bazou

B ={(a,b);a,beR,a< b}.
Oznacenie: R, alebo 7.

> (a, b) je obojaka
> T CTi
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Subbéza

Definicia
Nech (X, T) je topolégia a S C T. Hovorime, ze S subbaza
topolégie T, ak

B= {ﬂ F, F C S, F je neprazdna kone€nd mnozina}

tvori bazu topoldgie 7.
T.j. S je subbéaza prave vtedy, ked prieniky koneéne vela mnozin
z S tvoria bazu.
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Subbéza

Veta
Ak S je subbaza nejakej topoldgie na X, tak plati:
(S1). S pokryva X, tj.

Us=x.

Obratene, ak S je systém podmnozin mnoziny X, ktory spliia (S1),
tak mnozina vsetkych prienikov koneénych podsystémov systému S,
t.

B = {ﬂ F;F CS,F je neprazdna konecnd mnozina}

Je bazou nejakej topologie na X.
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Okolie bodu

Definicia

Nech (X, T) je topologicky priestor a x € X. Podmnozina N C X
sa nazyva okolie bodu x, ak existuje otvorena mnozina U taka, Ze
x € U C N. Ak navySe N je otvorend mnozina, volame ho otvorené
okolie.

Systém vsetkych okoli bodu x budeme oznacovat ako N, systém
vSetkych otvorenych okoli bodu x budeme oznacovat O.
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Baza okoli

Baza okoli

Definicia

Nech (X, T) je topologicky priestor, x € X. Nech By C Ny, t.j. Bx
je nejaky systém pozostavajici z okoli bodu x. Hovorime, ze By je
béza okoli v bode x, ak pre [ubovolni otvorend mnozinu U
obsahujicu x existuje B € B, tak, ze B C U.

(VU e 03B eB)xe BCU

» Otvorené gule tvoria bazu pre 7y.
» Uzavreté intervaly v R (uzavreté gule v R").
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Baza okoli

Veta
Nech (X, T) je topologicky priestor a B C T (t.j. B je nejaky
systém otvorenych mnozin). Potom B je baza topoldgie X préve

vtedy, ked By = {B € B; x € B} je biza okoli bodu x (pre kazdy
bod x € X).
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Baza okoli
Sorgenfreyova priamka

Priklad

B ={(a,b);a,beR,a< b}

By ={(a,b);a,b e R;a < x < b}
B, = {(x,b); b€ R; x < b}
B! = {(x,b); b€ Q;x < b}

Pre iracionéalne x systém
Cx={(a,b);a,be Q;a< x < b}

nie je baza okoli v bode x.
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Baza okoli
Baza okoli

Veta

Nech (X, T) je topologicky priestor.

Nech pre kazdé x € X je By baza okoli v bode x € X, ktora
pozostava iba z otvorenych mnozin t.j. By C T. Potom plati

(BO1). Pre kazdé B € By plati x € B.
(BO2). Ak Ui € By, tak existuje U € By také, ze U C Uy N Us.
(BO3). Ak y € U € By, tak existuje V € B, také, ze V C U.
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Baza okoli

Veta

Obratene, predpokladajme, Ze pre kazdy bod x € X mame
priradeny nejaky systém B, C P(X) a tieto systémy vyhovuji
poziadavkam (BO1)—(BO3). Potom

B=|J B«

xeX

splia podmienky (B1) a (B2), je to teda baza nejakej topoldgie T
na mnozine X. Navyse, pre tiito topologiu T je jej lokdlna baza
v bode x prave By.
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Baza okoli
Moorova rovina

Priklad

Na I = {(x1,x2) € R? x; > 0} vezmeme v bodoch b = (b1, by) s
by > 0 bazu urcent euklidovskou metrikou, t.j.

B(b,r) = {(x1,%) € T;[[x—yll2 = v/(xa — b1)2 + (2 — b2)2 < r},
a pre body s nulovou druhou stradnicou:

{(b1,0)} U{y/ (0 — ba)? + (2 — r2 < 1}
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Baza okoli

Moorova rovina
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Figure: Bazové mnoziny v Mooreovej rovine.
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Vnatro a uzaver Uzaver

Uzaver

Definicia
Nech (X, T) je topologicky priestor a A C X. Potom mnozinu

A= ﬂ{C;A C C C X; C je uzavreta podmnozina X} (1)
nazyvame uzaver mnozZiny A.
Niekedy budeme pouzivat aj oznalenie cl(A) resp. clr(A) — toto

oznacenie bude uzito¢né najma v pripade, ak budeme pracovat
s uzavermi nejakej mnoziny v dvoch roznych topolégiach.
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Vnatro a uzaver Uzaver

Uzaver

Tvrdenie
Nech (X, T) je topologicky priestor.
(i) Pre lubovolné A C X je mnoZina A uzavreta.
(ii) Mnozina A C X je uzavretd prave vtedy, ked A = A.
(iii) Ak AC C C X a C je uzavretd mnozina, tak A C C.

Tvrdenie
Nech (X,T) je topologicky priestor, A, B sii podmnoziny X. Ak
ACB, tak AC B.

ACB = ACB (2)
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Vnatro a uzaver Uzaver

Uzaver

Veta

Pre uzaver podmnozin topologického priestoru X plati:
(CL1). 0 = 0;

(CL2). ACA;

(CL3). AUB=AUB

(CL4). (A)=A B

Obratene, ak mame operator : P(X) — P(X), ktory splia
podmienky (CL1)—(CL4) a ak definujeme

C={ACX;A= A},
tak systém C splia podmienky (C1)~(C3). (Cize mnoziny, pre ktoré
plati A = A, sii presne uzavreté mnoziny topoldgie T, ktord

dostaneme ako doplinky takychto mnozin.)
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Vnatro a uzaver Uzaver

Uzaver

» Popis ,zhora” vs. ,zdola"
» V metrickych priestoroch: Uzaver = limity postupnosti.
» V topologickych priestoroch: Uzaver = limity sieti.
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Vnatro a uzaver Uzaver

Uzaver

Tvrdenie
Nech (X, T) je topologicky priestor, x € X, A C X.

Potom x € A préave vtedy, ked kazdé okolie U bodu x ma
neprazdny prienik s A.

x €A & (VU e Ny)(ANU #0)
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Vnatro a uzaver Uzaver

Lokéalne konecné systémy

Definicia

Nech (X, T) je topologicky priestor a S je nejaky systém
podmnozin mnoZiny X. Systém S sa nazyva lokdlne konecny, ak pre
kazdy bod x € X existuje okolie U > x, ktoré ma neprazdny prienik
iba s konecne vela mnozinami z S. (T.j. mnozina

{§ €8;5NU # 0} je konecna.)
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Vnatro a uzaver Uzaver

Lokéalne konecné systémy

Veta
Nech {Aj; i € I} je lokalne konecny systém. Potom

Ua=Ua

icl i€l

Désledok

Zjednotenie lokdlne koneéného systému uzavretych mnoZin je
uzavreta mnozina.
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Vnatro a uzaver Vnitro

Vnatro mnoziny

Definicia
Nech (X, T) je topologicky priestor a A C X. Potom vndtro
mnoziny A definujeme ako

IntA= U{U C A; U je otvorena v X}.

Tvrdenie
Nech (X, T) je topologicky priestor, A je podmnozZina X. Potom:

A= X\Int(X\ A)
IntA=X\X\A
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Vnatro a uzaver Vnitro

Vnatro mnoziny

Tvrdenie

Nech (X, T) je topologicky priestor, A, B C X. Potom plati:
(i) Ak AC B, tak Int A C IntB.

(ii) IntACA

(iii) Int(ANB) =IntANIntB

(iv) Mnozina Int A je otvorend. Pre kazdi otvoreni mnozinu

UCX platilntU = U.
(v) Int(IntA) =IntA
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Husté a riedke mnoziny

Husté mnoZziny

Husta polievka je taka, Ze kdekolvek naberiem, tak je nejaky
rezanec.

Hust3 prednaska je taka, ze kdekolvek otvorim poznamky a ukizem
prstom, tak je nejaké tvrdenie, ktorému nerozumiem.

Hustd mnozina je taka, ze kdekolvek sa pozriem, tak ndjdem nejaké
body z tejto mnozZiny.

Neznamy autor
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Husté a riedke mnoziny

Husté mnoZziny

Definicia

Nech (X, T) je topologicky priestor. PodmnoZina D C X je husts
v X, ak D = X, t.j. jej uzaver je cely priestor.

Hust( mnozinu mbdzeme ekvivalentne charakterizovat tak, ze D
pretina kazda neprazdnu otvoreni mnoZinu.

VU eT\{0})DNU#D

V tejto podmienke sa namiesto celej topoldgie stali obmedzit na
mnoziny z nejakej bazy B.
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Husté a riedke mnoziny

Husté mnoZziny

Tvrdenie
Nech (X, T) je topologicky priestor, U, D C X. Ak D je husta
mnozina a U je otvorena mnozina, tak

UunbD=U.
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