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Konvergencia sietí Postupnosti vs. siete

Postupnosti vs. siete

▶ Poznáme viaceré výsledky o metrických priestoroch, ktoré
dávajú do súvisu topologické vlastnosti s konvergenciou
postupností.

▶ Chceme zov²eobecni´ pojem limity postupnosti tak, aby
analogické tvrdenia fungovali v kaºdom topologickom priestore.

▶ Na to zavedieme pojem siete (a neskôr aj pojem podsiete).
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Postupnosti vs. siete

V priestoroch vyhovujúcich prvej axióme spo£ítate©nosti (resp.
v metrických priestoroch) vieme:
▶ a ∈ A ⇔ existuje postupnos´ prvkov z A taká, ºe xn → a
▶ spojitos´ ⇔ sekvenciálna spojitos´

xn → a ⇒ f (xn) → f (a)

V metrických priestoroch je kompaktnos´ charakterizovaná tak, ºe
kaºdá postupnos´ má konvergentnú podpostupnos´.

Konvergencia sietí



Konvergencia sietí Postupnosti vs. siete

Postupnosti vs. siete

▶ existuje postupnos´ prvkov z A taká, ºe xn → a ⇔ a ∈ A
▶ spojitos´ ⇔ sekvenciálna spojitos´

uzáver spojitos´
1. ax. spo£. + postupnosti ⇔ ⇔
©ubovo©ný + postupnosti ⇒ ⇒
©ubovo©ný + postupnosti ⇍ ⇍
©ubovo©ný + siete ⇔ ⇔
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Nahor usmernená mnoºina

De�nícia

Nech ≤ je relácia na neprázdnej mnoºine D. Mnoºina D sa nazýva
nahor usmernená mnoºina, ak
(NU1). Pre kaºdé d ∈ D platí d ≤ d . (re�exívnos´)

(NU2). Pre ©ubovo©né d1,2,3 ∈ D z d1 ≤ d2 a d2 ≤ d3 vyplýva
d1 ≤ d3. (tranzitívnos´)

(NU3). Pre ©ubovo©né d1,2 ∈ D existuje d ∈ D tak, ºe d1 ≤ d a
d2 ≤ d .

Príklady: lineárne usporiadané mnoºiny, (Bx ,⊇)
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Nahor usmernená mnoºina

Príklady:
▶ lineárne usporiadané mnoºiny
▶ ©ubovo©ný zväz (=£.u.m., kde existuje sup{d1, d2},

inf{d1, d2})
▶ (P(X ),⊆), (P(X ),⊇)
▶ (Bx ,⊇)
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De�nícia siete

De�nícia

Nech D je nahor usmernená mnoºina a X je topologický priestor.
Zobrazenie d 7→ xd z D do X budeme nazýva´ sie´ a ozna£ova´
(xd)d∈D .
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Limita siete

De�nícia

Nech X je topologický priestor a (xd)d∈D je sie´ v X . Hovoríme, ºe
sie´ (xd)d∈D konverguje k bodu a ∈ X , alebo tieº ºe a je limita
siete (xd)d∈D , ak pre kaºdé otvorené okolie U ∋ a existuje d0 ∈ D
také, ºe xd ∈ U pre kaºdé d ≥ d0.

(∀U ∈ Oa)(∃d0 ∈ D)(∀d ∈ D)(d ≥ d0 ⇒ xd ∈ U) (1)

Ozna£enie: a ∈ lim xd , xd → a

(∀U ∈ Oa)(∃d0 ∈ D)(⟨d0,∞) ⊆ x−1[U]) (2)

Konvergencia sietí



Konvergencia sietí De�nícia limity

Príklady

▶ Postupnosti
▶ Ak M je najvä£²í prvok (D,≤), tak xd → xM .

xd → a ⇔ a ∈ {xM}
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Sta£í subbáza

Tvrdenie

Nech (xd)d∈D je sie´ v topologickom priestor (X , T ) a nech a ∈ X .
Nech S je subbáza topológie T . Sie´ (xd)d∈D konverguje k a práve
vtedy, ke¤ pre kaºdé U ∈ S obsahujúce a existuje d0 ∈ D také, ºe
xd ∈ U pre kaºdé d ≥ d0.

( ∀
U∋a

U ∈ S)(∃d0 ∈ D)( ∀
d≥d0

d ∈ D)xd ∈ U
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Limity sietí popisujú topológiu

Lema

Nech X je topologický priestor a a ∈ X . Predpokladajme, ºe pre
kaºdé U ∈ Oa máme nejaký bod xU ∈ U. Potom sie´ (xU)U∈Oa na
nahor usmernenej mnoºine (Oa,⊇) konverguje k a.
To isté tvrdenie platí ak Oa nahradíme nejakou bázou okolí Ba

v bode a.
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Limity sietí popisujú topológiu

Veta

Nech (X , T ) je topologický priestor, a ∈ X a A ⊆ X . Potom a ∈ A
práve vtedy, ke¤ existuje sie´ (xd)d∈D taká, ºe xd → A a pre v²etky
d ∈ D platí xd ∈ A.

a ∈ A ⇔ (∃(xd)d∈D)[(∀d)xd ∈ A ∧ xd → a]

Veta

Nech (X , T ) je topologický priestor a C ⊆ X . Mnoºina C je
uzavretá práve vtedy, ke¤ pre ©ubovo©nú konvergentnú sie´
pozostávajúcu z bodov patriacich do C aj kaºdá jej limita patrí do
C .
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Priestor {0, 1}R

D = {F ⊆ R;F je kone£ná}

▶ De�nujeme sie´ (χF )F∈D .
▶ χF → χR
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Priestor ⟨0, ω1⟩

▶ xα = α dáva sie´ na nahor usmerennej mnoºine ω1

▶ xα → ω1
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Jednozna£nos´ limity a hausdor�ovské priestory

De�nícia

Topologický priestor (X , T ) sa nazýva hausdor�ovský priestor alebo
T2-priestor, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ X také ºe a ̸= b existujú
disjunktné otvorené mnoºiny U ∋ a, V ∋ b.

(∀a, b ∈ X )[a ̸= b ⇒ (∃U,V ∈ T )(a ∈ U ∧ b ∈ V ∧ U ∩ V = ∅)]

Veta

Nech (X , T ) je topologický priestor. Priestor X je hausdor�ovský
práve vtedy, ke¤ kaºdá sie´ v X má nanajvý² jednu limitu.
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Priestor C (D) a konvergencia sietí

De�nícia

Pre ©ubovo©nú nahor usmernenú mnoºinu (D,≤) de�nujeme
priestor C (D) nasledovne: Mnoºina s ktorou budeme pracova´ je
D ∪ {∞}, kde ∞ /∈ D.
Pre d ∈ D ozna£me

d̂ = {x ∈ d ; x ≥ d} ∪ {∞}.

Ak poloºíme
B = {{d}; d ∈ D} ∪ {d̂ ; d ∈ D},

tak dostaneme bázu topológie na mnoºine D ∪ {∞}
Tento topologický priestor priestor ozna£íme C (D).
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Priestor C (D) a konvergencia sietí

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor a (xd)d∈D je sie´ v X . Nech a ∈ X .
Potom sie´ (xd)d∈D konverguje k a práve vtedy, ke¤ zobrazenie
x : C (D) → X de�nované ako

x(d) =

{
xd ak d ∈ D,

a ak d = ∞

je spojité.
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Konvergencia sietí a spojitos´

Tvrdenie

Nech f : X → Y je zobrazenie medzi topologickými priestormi X ,
Y . Zobrazenie f je spojité v bode a práve vtedy, ke¤ pre kaºdú sie´
(xd)d∈D konvergujúcu k bodu a v X aj sie´ (f (xd))d∈D konverguje
k f (a) v priestore Y .

xd → a ⇒ f (xd) → f (a)

Dôsledok

Nech X a Y sú topologické priestory. Zobrazenie f : X → Y je
spojité práve vtedy, ke¤ pre kaºdú sie´ (xd)d∈D v priestore X platí:
Ak sie´ (xd)d∈D konverguje k bodu a ∈ X , tak sie´ (f (xd))d∈D
konverguje k f (a).

xd → a =⇒ f (xd) → f (a)
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Iniciálna topológia

Veta

Nech X je topologický priestor s iniciálnou topológiou vzh©adom na
{fi : X → Yi}. Nech (xd)d∈D je sie´ v X a nech a ∈ X .
Sie´ (xd)d∈D konverguje k a (v iniciálnej topológii) práve vtedy, ke¤
pre kaºdé i ∈ I konverguje sie´ (fi (xd))d∈D ku fi (a) (v priestore Yi ).

xd → a ⇔ (∀i ∈ I )fi (xd) → fi (a) (3)
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Sú£in, podpriestor

Dôsledok

Nech (xd)d∈D je sie´ v topologickom sú£ine
∏
i∈I

Xi . Táto sie´

konverguje k bodu a práve vtedy, ke¤ pre kaºdé i ∈ I sie´
(pi (xd))d∈D konverguje k pi (a) v priestore Xi .

xd → a ⇔ (∀i ∈ I )pi (xd) → pi (a) (4)

sú£inová topológia = topológia bodovej konvergencie

Dôsledok

Nech X je topologický priestor a S je jeho podpriestor. Nech
(xd)d∈D je sie´ v S a a ∈ S . Táto sie´ konverguje k a
v podpriestore S práve vtedy, ke¤ konverguje k a v priestore X .
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Riemannov a Darbouxov integrál

S(f ,D) =
n∑

k=1

f (ti )(xi − xi−1)

U(f , d) =
n∑

k=1

sup
t∈⟨xi−1,xi ⟩

f (t)(xi − xi−1)

L(f , d) =
n∑

k=1

inf
t∈⟨xi−1,xi ⟩

f (t)(xi − xi−1)
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Riemannov a Darbouxov integrál

S(f ,D) =
n∑

k=1

f (ti )(xi − xi−1)

▶ Delenia môºem usporiada´ a dostanem tak nahor usmernenú
mnoºinu.

▶ Potom D 7→ S(f ,D) je sie´, limita tejto siete je presne
Riemannov integrál.

▶ Podobne viem dosta´ horný a dolný integrál ako limity sietí.
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Nespo£ítate©né sumy

De�nícia

Nech pre kaºdé i ∈ I je xi reálne £íslo. Ozna£me

D = {F ⊆ I ;F je kone£ná}

a pre kaºdé F ∈ D poloºme SF =
∑
i∈F

xi .

Potom sú£et
S =

∑
i∈I

xi .

de�nujeme ako limitu siete (SF )F∈D na nahor usmernenej mnoºine
(D,⊆).
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Nespo£ítate©né sumy

▶ Podarilo sa nám takto poveda´ zmysluplnú de�níciu sú£tu cez
©ubovo©nú indexovú mnoºinu.

▶ Ak xi ≥ 0 pre v²etky i ∈ I , tak ekvivalentnú de�níciu by sme
dostali ako S = sup

F∈D
SF .

▶ Ak I = N tak S je sú£tom v zmysle tejto de�nície práve vtedy,
ke¤ pre kaºdé preusporiadanie σ : N → N dostaneme ten istý

radu S =
∞∑
i=0

xσ(i)

▶ Ak existuje (kone£ný) sú£et
∑
i∈I

xi , tak potom mnoºina

{i ∈ I ; xi ̸= 0} je spo£ítate©ná. (T.j. nenulové prvky sa môºu
vyskytnú´ len pre spo£ítate©ne ve©a indexov.)
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De�nícia podsiete

De�nícia

Nech x = (xd)d∈D je sie´ v topologickom priestore X . Sie´ (ye)e∈E
na nahor usmernenej mnoºine E sa nazýva podsie´ siete x , ak
existuje zobrazenie h : E → D také, ºe

ye = xh(e)

a navy²e zobrazenie h sp¨¬a podmienku

(∀d ∈ D)(∃e0 ∈ E )(∀e ∈ E )(e ≥ e0 ⇒ h(e) ≥ d). (5)

▶ Iné ozna£enie: (xde )e∈E , kde h(e) = de .
▶ (5) hovorí, ºe h(e) → ∞ v C (D).
▶ Podsie´ postupnosti nemusí by´ postupnos´
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Podsiete

Tvrdenie

Ak sie´ (xd)d∈D konverguje k a, tak aj kaºdá jej podsie´ (xde )e∈E
konverguje k a.

Konvergencia sietí



Podsiete

Hromadné body

De�nícia

Nech (xd)d∈D je sie´ v topologickom priestore X . Bod a ∈ X je
hromadný bod siete (xd)d∈D ak pre kaºdé okolie U body x a pre
kaºdé d0 ∈ D existuje d ≥ d0 také, ºe xd ∈ U.

(∀U ∈ Oa)(∀d0 ∈ D)(⟨d0,∞) ∩ x−1[U] ̸= ∅) (6)

Tvrdenie

Nech (xd)d∈D sie´ v topologickom priestore X a a ∈ X . Bod a je
hromadný bod siete (xd)d∈D práve vtedy, ke¤ existuje podsie´ tejto
siete, ktorá konverguje k a.
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Hromadné body

Tvrdenie

Nech (xd)d∈D sie´ v topologickom priestore X a a ∈ X . Bod a je
hromadný bod siete (xd)d∈D práve vtedy, ke¤ pre kaºdé d ∈ D platí

a ∈ {xe ; e ∈ D, e ≥ d}.

a ∈
⋂
d∈D

{xe ; e ∈ D, e ≥ d}

Dôsledok

Mnoºina hromadných bodov siete (xd)d∈D je uzavretá mnoºina
v X .

Veta

Nech (X , T ) je topologický priestor. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
(i) Priestor X je kompaktný.
(ii) Pre ©ubovo©nú sie´ v X existuje konvergentná podsie´.
(iii) Kaºdá sie´ v X má hromadný bod.
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Ko�nálna podsie´

De�nícia

Nech (xd)d∈D je sie´ na nahor usmernenej mnoºine D. Nech
E ⊆ D je podmnoºina taká, ºe pre kaºdé d0 ∈ D existuje e ∈ E
s vlastnos´ou e ≥ d0;

(∀d ∈ D)(∃e ∈ E )(e ≥ d0). (7)

dostaneme tak sie´ x |E na nahor usmernenej mnoºine E . (T.j. sie´
(xe)e∈E .)
Takúto sie´ nazývame ko�nálna podsie´ siete (xd)d∈D .

Viaceré tvrdenia platné pre iste uº neplatia, ak sa obmedzíme na
ko�nálne podsiete.
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