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Konvergencia sieti Postupnosti vs. siete

Postupnosti vs. siete

» Pozname viaceré vysledky o metrickych priestoroch, ktoré
davaji do savisu topologické vlastnosti s konvergenciou
postupnosti.

» Chceme zovieobecnit pojem limity postupnosti tak, aby
analogické tvrdenia fungovali v kazdom topologickom priestore.

» Na to zavedieme pojem siete (a neskér aj pojem podsiete).
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Konvergencia sieti Postupnosti vs. siete

Postupnosti vs. siete

V priestoroch vyhovujicich prvej axiome spocitatelnosti (resp.
v metrickych priestoroch) vieme:
» ac A & existuje postupnost prvkov z A taka, Ze x, — a
> spojitost < sekvencialna spojitost

X, — a = f(xn) — f(a)

V metrickych priestoroch je kompaktnost charakterizovana tak, ze
kazda postupnost ma konvergentn( podpostupnost.
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Postupnosti vs. siete

> existuje postupnost prvkov z A takd, 7e x, > a< ac€ A
> spojitost < sekvencialna spojitost

uzaver | spojitost
1. ax. spo¢. + postupnosti & &
lubovolny + postupnosti = =
lubovolny + postupnosti < <
lubovolny + siete & =
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Konvergencia sieti Definicia limity

Nahor usmernend mnozina

Definicia

Nech < je relacia na neprazdnej mnozine D. Mnozina D sa nazyva

nahor usmernend mnozina, ak

(NUL). Pre kazdé d € D plati d < d. (reflexivnost)

(NU2). Pre lubovolné dip3€ Dz di < dbadr <ds vyplyva
di < ds. (tranzitivnost)

(NU3). Pre [ubovolné di > € D existuje d € D tak, ze d; < d a
dr» < d.

Priklady: linearne usporiadané mnoziny, (B, 2)
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Konvergencia sieti Definicia limity

Nahor usmernend mnozina

Priklady:
» linedrne usporiadané mnoziny
» [ubovolny zvdz (=¢.u.m., kde existuje sup{dy, da},
inf{dl, dz})
> (P(X), <) (P(X),2)
> (Bx;2)
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Definicia siete

Definicia
Nech D je nahor usmernena mnozina a X je topologicky priestor.
Zobrazenie d — x4 z D do X budeme nazyvat siet a oznaCovat

(Xd)deD-
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Konvergencia sieti Definicia limity

Limita siete

Definicia

Nech X je topologicky priestor a (x4)qep je siet v X. Hovorime, ze
siet (x4)dep konverguje k bodu a € X, alebo tiez ze a je limita
siete (xq)dep, ak pre kazdé otvorené okolie U > a existuje dy € D
také, ze xg € U pre kazdé d > dy.

(VU € 0,)(3do € D)(Vd € D)(d > dy = xq € U) (1)

Oznacenie: a € limxy, x4 — a

(YU € 0,)(3dy € D)({dy, 00) C x~L[U]) (2)
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Priklady

» Postupnosti
» Ak M je najvacsi prvok (D, <), tak xg — xum-

X4 — a & ac{xu}
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Konvergencia sieti Definicia limity

Stadi subbaza

Tvrdenie

Nech (x4)dep Jje siet v topologickom priestor (X,T) a nech a € X.
Nech S je subbéza topolégie T. Siet (xq4)qcp konverguje k a préave
vtedy, ked pre kazdé U € S obsahujiice a existuje dy € D také, ze
xq € U pre kazdé d > dy.

3 D D
(UvaaU € S)(3dy € )(dzvdod € D)xg € U
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Limity sieti popisuji topoldgiu

Lema

Nech X je topologicky priestor a a € X. Predpokladajme, Ze pre
kazdé U € O, mame nejaky bod xy € U. Potom siet (xy)uco, na
nahor usmernenej mnozine (O,, D) konverguje k a.

To isté tvrdenie plati ak O, nahradime nejakou bazou okoli B,

v bode a.
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Limity sieti popisuji topoldgiu

Veta

Nech (X, T) je topologicky priestor, a € X a AC X. Potom a € A
prave vtedy, ked' existuje siet (x4)dep takd, Ze x4 — A a pre vsetky
d € D plati x4 € A.

acAe (H(Xd)deD)[(Vd)Xd EANXy — a]

Veta

Nech (X, T) je topologicky priestor a C C X. Mnozina C je
uzavreta prave vtedy, ked pre [ubovolnii konvergentni siet
pozostdvajicu z bodov patriacich do C aj kazda jej limita patri do

C.
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Priestor {0, 1}%

D ={F CR;F je konecna}

» Definujeme siet (xf)Fep-
> XF = XR
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Priestor (0, wy)

> x, = « dava siet na nahor usmerennej mnozine wy
> x, — wi
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Jednoznacnost limity a hausdorffovské priestory

Definicia

Topologicky priestor (X, 7") sa nazyva hausdorffovsky priestor alebo
To-priestor, ak pre [ubovolné a, b € X také ze a # b existuji
disjunktné otvorené mnoziny U > a, V > b.

(Va,be X)az b= (AU,VeT)acUrbe VAUNV =)

Veta
Nech (X, T) je topologicky priestor. Priestor X je hausdorffovsky

prave vtedy, ked kazda siet v X ma nanajvys jednu limitu.
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Priestor C(D) a konvergencia sieti

Definicia

Pre lubovolnd nahor usmernent mnozinu (D, <) definujeme
priestor C(D) nasledovne: Mnozina s ktorou budeme pracovat je
D U {0}, kde oo ¢ D.

Pre d € D oznacme

d={xed;x>dU{x}.

Ak polozime R
B={{d};de D}uU{d;d e D},

tak dostaneme bazu topolégie na mnozine D U {oo}
Tento topologicky priestor priestor oznalime C(D).
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Priestor C(D) a konvergencia sieti

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor a (x4)acp Jje siet v X. Nech a € X.
Potom siet (x4)dep konverguje k a prave vtedy, ked zobrazenie
x: C(D) — X definované ako

kdeD
Y(d): X4 a c D,
a akd=o

je spojité.
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Konvergencia sieti a spojitost

Tvrdenie

Nech f: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi X,
Y. Zobrazenie f je spojité v bode a prave vtedy, ked pre kazdi siet
(xq)dep konvergujicu k bodu a v X aj siet (f(xy4))dep konverguje
k f(a) v priestore Y.

Xd — a = f(xd)—>f(a)

Désledok

Nech X a Y si topologické priestory. Zobrazenie f: X — Y je
spojité prave vtedy, ked pre kazdi siet (x4)dep v priestore X plati:
Ak siet (x4)qgep konverguje k bodu a € X, tak siet (f(x4))dep
konverguje k f(a).

Xg = a = f(xq) — f(a)
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Inicialna topoldgia

Veta

Nech X je topologicky priestor s inicidlnou topolégiou vzhladom na
{fi: X = Yi}. Nech (x4)qecp je siet v X a nech a € X.

Siet (xq)dep konverguje k a (v inicidlnej topoldgii) prave vtedy, ked
pre kazdé i € | konverguje siet (fi(x4))acp ku fi(a) (v priestore Y;).

X4 — a = (VI S I)f;(Xd) — f,(a) (3)
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Konvergencia sieti Konvergencia sieti a topologické konstrukcie

Sacin, podpriestor

Désledok

Nech (x4)dep Jje siet v topologickom sicine [] X;. Tato siet
icl

konverguje k bodu a prave vtedy, ked pre kazdé i € | siet

(pi(x4))dep konverguje k p;(a) v priestore X;.

X4 — a = (VI S /)p,'(Xd) — p,-(a) (4)

sa€inova topoldgia = topoldgia bodovej konvergencie

Désledok

Nech X je topologicky priestor a S je jeho podpriestor. Nech
(xq)dep je siet vS a a € S. Tato siet konverguje k a

v podpriestore S prave vtedy, ked konverguje k a v priestore X.
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Riemannov a Darbouxov integral

S(f,D) = f(t:)(xi — xi1)
k=1

U(f,d)=>_ sup f(t)(xi —xi-1)

k=1 tE{Xi—1,Xi)

L(f,d)=> " inf f(t)(x—xi1)

1 tE(Xj—1,X;)
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Riemannov a Darbouxov integral

S(f,D) = f(ti)(xi — xi-1)
k=1

» Delenia mézem usporiadat a dostanem tak nahor usmerneni
mnozinu.

» Potom D — S(f, D) je siet, limita tejto siete je presne
Riemannov integral.

» Podobne viem dostat horny a dolny integral ako limity sieti.
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Konvergencia sieti Riemannov a Darbouxov integral

Nespocitatelné sumy

Definicia
Nech pre kazdé i € | je x; redlne &islo. Oznaéme

D ={F C I;F je konecna}

a pre kazdé F € D polozme S = >’ x;.
ieF

S = ZX,‘.

definujeme ako limitu siete (Sg)Fep na nahor usmernenej mnozine
(D, Q).

Potom sicet
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Nespocitatelné sumy

» Podarilo sa nam takto povedat zmysluplni definiciu stétu cez
[ubovolni indexovi mnozinu.
> Ak x; > 0 pre vietky i € I, tak ekvivalentna definiciu by sme

dostali ako S = sup Sf.
FeD i
» Ak | = N tak S je sGétom v zmysle tejto definicie prave vtedy,

ked pre kazdé preusporiadanie o: N — N dostaneme ten isty
radu S = § X (i)

> Ak existujézgkoneén)’I) sGcet > x;, tak potom mnozina
{i€el,x; #0} je spo(:itatel'nlg.l (T.j. nenulové prvky sa moézu
vyskytnat len pre spoéitatelne vela indexov.)
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Podsiete

Definicia podsiete

Definicia

Nech x = (x4)dep je siet v topologickom priestore X. Siet (Ve)ece
na nahor usmernenej mnozine E sa nazyva podsiet siete x, ak
existuje zobrazenie h: E — D také, Ze

Ye = Xn(e)
a navyse zobrazenie h splia podmienku

(Vd € D)(3ey € E)(Ve € E)(e > eg = h(e) > d). (5)

» Iné oznacenie: (xq4,)eck, kde h(e) = de.
» (5) hovori, ze h(e) — oo v C(D).
» Podsiet postupnosti nemusi byt postupnost
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Podsiete

Tvrdenie
Ak siet (xq4)dep konverguje k a, tak aj kazda jej podsiet (xq,)ecE
konverguje k a.
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Podsiete
Hromadné body

Definicia

Nech (x4)dep je siet v topologickom priestore X. Bod a € X je
hromadny bod siete (x4)qcp ak pre kazdé okolie U body x a pre
kazdé dy € D existuje d > dy také, ze x4 € U.

(YU € 0,)(Vdo € D)((do,00) N x1[U] # 0) (6)
Tvrdenie
Nech (xq)dep siet v topologickom priestore X a a € X. Bod a je

hromadny bod siete (xq4)qgcp préve vtedy, ked existuje podsiet tejto
siete, ktorad konverguje k a.
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Podsiete

Hromadné body

Tvrdenie
Nech (x4)dep siet v topologickom priestore X a a € X. Bod a je
hromadny bod siete (xq4)gcp prave vtedy, ked pre kazdé d € D plati

a€ {xee€D,e>d}.

ae ﬂ{xe;eeD,eZd}

deD
Désledok
Mnozina hromadnych bodov siete (x4)qcp je uzavretd mnozina
v X.
Veta
Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujice podmienky si
ekvivalentné:
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Podsiete

Kofinalna podsiet

Definicia

Nech (x4)dep je siet na nahor usmernenej mnozine D. Nech

E C D je podmnozina taka, ze pre kazdé dy € D existuje e € E
s vlastnostou e > dy;

(Vd € D)(3e € E)(e > db). (7)

dostaneme tak siet x|g na nahor usmernenej mnozine E. (T.j. siet

(Xe)eGE-)
Takato siet nazyvame kofindlna podsiet siete (xq)depn-

Viaceré tvrdenia platné pre iste uz neplatia, ak sa obmedzime na
kofinalne podsiete.
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