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Filtre a ultrafiltre Filtre

Definicia

Systém F C P(X) nazveme filter na mnozine X, ak plati
(F0). D¢ F, F#0

(F1). Ak A,B € F, takaj ANB € F.

(F2). Ak Ac Fa AC BCX, takaj Be F.

Povedali sme tym, ktoré mnoziny s ,velké".
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Filtre a ultrafiltre Filtre

Priklady filtrov

» kofinitny filter alebo Fréchetov filter
Cof(X) ={X\ A A C X, A je kone€nad mnozina}.

» Mnozina N vsetkych okoli bodu x.
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Filtre a ultrafiltre Filtre

Baza filtra

Definicia

Systém B C P(X) sa nazyva baza filtra na mnozine X, ak
(BF0). 0 ¢ B, B#0

(BF1). Ak By € B, tak existuje B € B také, ze B C B; N B;.

Tvrdenie
Ak B je baza filtra na mnozina X, tak

F={ACX;(3BeB)BCA}

Jje filter na mnozine X.
Tento filter budeme nazyvat filter uréeny bazou B, niekedy budeme
pouZivat aj oznacenie Fp.
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Filtre a ultrafiltre Filtre

Baza filtra

(BF0). 0 ¢ B, B£0
(BF1). Ak By € B, tak existuje B € B také, ze B C B; N Bs.

Priklad
> B, je baza filtra na mnozine X.
» Nech (D, <) je nahor usmernena mnozina a

B = {(d,);d € D}.

Potom B je baza filtra na mnozine D.
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Filtre a ultrafiltre Ultrafiltre

Ultrafiltre

Definicia
Filter & na mnozine X sa nazyva ultrafilter, ak pre [ubovolné
A C X plati
(AcUU)Vv (X\Ael), (1)

t.J. bud mnozina A alebo jej doplnok patri do U.

(AUBelU)= (AcelU)V (BelU)
Tvrdenie

Nech F je filter na mnozine X. Filter F je ultrafilter prave vtedy,
ked F je maximalny filter vzhladom na inkliziu
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Filtre a ultrafiltre Ultrafiltre

Ultrafiltre

(AcU)Vv (X\AclU),

» hlavny ultrafilter F, = {A C X;a € A}
» Existuji aj ultrafiltre, ktoré nie si hlavné?
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Filtre a ultrafiltre Ultrafiltre

Ultrafiltre

Definicia

Nech X je mnozina a S C P(X). Hovorime, ze S je centrovany
systém ak kazdy kone€ny konecny podsystém ma neprazdny prienik.
T.j. ak A C S je kone€na mnozina, tak ().A # 0.

Inak: Ak A1,..., A, € S, tak

n

ﬂ Ai # 0.
i=1

Veta
Pre kazdy centrovany systém S na mnozine X existuje ultrafilter U

na X taky, ze S CU.
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Filtre a ultrafiltre Ultrafiltre

Ultrafiltre

Definicia
Filter 7 na mnozine X sa nayzva volny filter, ak (|F = 0.

Tvrdenie
Ultrafilter U na mnozine X je volny prave vtedy, ked Cof(X) CU.

Désledok
Ak X # 0, tak existuje volny ultrafilter na mnoZine X.
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Filtre a ultrafiltre Ultrafiltre

Obraz filtra

Tvrdenie
Nech f: X — Y je zobrazenie a F je filter na mnoZine X. Potom

RIFl={FCY;f'[Fle F}

Jje filter na mnozZine Y.
Ak navyse plati, ze F je ultrafilter na X, tak filter f.[F] je
ultrafilter na Y.
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F-limita Definicia F-limity

F-limita

Definicia

Nech X je topologicky priestor, a je bod z X, F je filter na
mnozine M. Nech f: M — X je [ubovolné zobrazenie. Hovorime,
ze a je limita funkcie f vzhladom na filter F alebo tiez F-limita
funkcie f ak pre kazdé otvorené okolie bodu a plati

fHU] = {x € M;f(x) € U} € F.

Budeme pouzivat oznacenie a € F-lim f alebo tiez F-limf = a.
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F-limita Definicia F-limity

F-limita

fHU] = {x € M;f(x) € U} € F.

» F-limita vo vieobecnosti nemusi byt urcena jednoznacne.
» Pre X =N mame F-limitu postupnosti; oznacenie
a € F-limx, alebo F-limx, = a.
» Pre kofinitny filter na N mame obvykli konvergenciu
postupnosti.
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F-limita Definicia F-limity

F-limita

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor, a € X a S je subbaza topoldgie
priestoru X. Nech f: M — X je zobrazenie a F je filter na M.
Potom bod a je F-limita funkcie f prave vtedy, ked pre kazdé
okolie U bodu a patriace do S plati f~1[U] € F.

(Uzau e S)(F U] € F)

Tvrdenie

Nech F, G si filtre na M také, ze F C G. Nech X je topologicky
priestor, a € X a f: M — X. Ak a je F-limita funkcie f, tak a je aj
G-limita funkcie f.

ac F-limf = acg-limf
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F-limita Priestor C(F) a F-limita

Priestor C(F)

Definicia

Ak F je filter na mnozine X, tak pomocou neho mézeme definovat

priestor C(F) na mnozine X U {oo}, kde 0o ¢ X tak, ze vezmeme
B={{x};xe X}U{FU{x};F € F}

ako bazu topoldgie.
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F-limita Priestor C(F) a F-limita

Priestor C(F)

B={{x};xe€ X}U{FU{x}; F € F}

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor, a € X. Nech F je filter na mnozine
M af: M — X je zobrazenie. Bod a je F-limita zobrazenia f
préave vtedy, ked zobrazenie f: C(F) — X definované ako

Flx) = {f(x) ak x € X,

a ak x = oo.

je spojité.
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F-limita Priestor C(F) a F-limita

Priestor C(F)

Mame dalsi priklad priestoru, kde postupnosti nestacia na popisanie
topoldgie.

Priklad
Nech F je lubovolny volny ultrafilter na mnozine N. Potom plati:
» Bod oo patri do uzaveru mnoziny N.
» Z toho tiez vidime, Ze oo je hromadnym bodom postupnosti
(Xxn)02 urCenej ako x, = n
» Neexistuje postupnost prvkov z N, ktord konverguje k oc.
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F-limita Specialne pripady F-limity

Na reélnej osi

Vieme popisat pomocou sieti aj pomocou filtrov:

B={(a—¢e,a+e)\{a};e >0} .F—Iimfz)l(iLnaf(x)
By ={(a,a+¢),e>0} .7-"+—Iimf:XIi>rr;+ f(x)
By = {(n,00); n € N} Foo-limf = Xli)rroo f(x)
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F-limita Specialne pripady F-limity

Limita v bode

Definicia

Nech X, Y si topologické priestoryy MC X a f: M — Y je
zobrazenie. Nech a € M. Hovorime, Ze bod b € Y je limita funkcie
f v bode a, ak pre lubovolné okolie V € O} bodu b existuje okolie
U € O, bodu a také, ze pre kazdé x € M také, ze x € U a x # a,
plati f(x) € V.

(VV € 0p)(3U € O,) M (U\ {a})] € V

Pouzivame oznacenie
lim f(x) = b.

X—a

B={(U\{a})nM;Uc0,}

Filtre a F-limity



F-limita Specialne pripady F-limity

Majme siet (x4)q4ep na nahor usmernenej mnozine (D, <).

Bp ={(d,>);d € D}
Fp = {AC D;(3d € D)(d, ) C A}

JFp-limx =a & Xg — a
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F-limita F-limita v R

F-limita v R

F-lim(f + g) = F-limf + F-limg=a+b
F-lim(f - g) = (F-limf) - (F-lim g)
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Konvergencia filtrov

Limita filtra

Definicia

Nech X je topologicky priestor a F je filter na mnozine X.
Hovorime, ze F konverguje k a, resp. ze a je limita filtra F, ak
N, C F, t.j. F obsahuje vsetky okolia bodu a.

Oznacenie: F — a.

F —a & ae F-limidy
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Konvergencia filtrov

Limita filtra

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor, a € X a S je subbaza topoldgie
priestoru X. Nech F je filter na M. Potom a je limita filtra F prave
vtedy, ked pre kazdé okolie U bodu a patriace do S plati U € F.

F —a & N,NSCF

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor, a € X a F, G su filtre mnozZine X.
Ak plati F C G a F — a, tak G — a.
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Konvergencia filtrov
Obraz filtra

Tvrdenie
Nech f: X — Y je zobrazenie a F je filter na mnoZine X. Potom

RIFl={FCY;f'[Fle F}

Jje filter na mnozZine Y.
Ak navyse plati, ze F je ultrafilter na X, tak filter f.[F] je
ultrafilter na Y.
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Konvergencia filtrov

Savis s F-limitou

F[Fl={FCY;f'[Fle F}

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor a a € X. Nech F je filter na
mnozine M a f: M — X je zobrazenie. Potom plati: Bod a je
F-limita funkcie f préve vtedy, ked a je limita filtra

FIF]={F C X;f'[F] € F}.
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Vlastnosti konvergencie filtrov

» Limity popisuji uzaver, a teda aj uzavreté mnoziny a
topoldgiu.

Jednoznacnost limity charakterizuje T,-priestory.

Pomocou konvergencie mézeme charakterizovat spojitost.
Konvergencia v sicine je bodova konvergencia.

Neskor pri kompaktnosti budeme mat charakterizaciu pomocou
sieti aj pomocou filtrov.

vvyyvyy
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Uzaver

Veta

Nech X je topologicky priestor, A C X, a € X. Nasledujiice
podmienky si ekvivalentné:

(i) acA
(i) Existuji zobrazenie f: M — X a filter F na mnozine M také,
zefIM]|C Aaac F-limf.
(iii) Existuje filter F na mnozine X taky, ze Ac F a F — a.
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Uzavretost

Veta

Nech X je topologicky priestor a C C X. Nasledujiice podmienky

st ekvivalentné:

(i) Mnozina C je uzavreta.

(ii) Pre [ubovolné zobrazenie f: M — X také, ze f[M] C C a
lubovolny filter F na mnozine M z a € F-lim f vyplyva a € C.

(iii) Pre lubovolny filter F na X taky, ze C € F a lubovolné
a€ X také, ze F — a platia € C.

Filtre a F-limity



Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Spojitost

Tvrdenie

Nech g: X — Y je zobrazenie medzi topologickymi priestormi X,
Y. Nech a € X.

(i) Zobrazenie g: X — Y je spojité v bode a.

(ii) Pre lubovolné zobrazenie f: M — X a filter F na mnozine X
plati: Ak a € F-limf, tak g(a) € F-lim(go f).

(iii) Pre lubovolny filter F na mnozine X plati: Ak F — a, tak
g:[F] — g(a).
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Spojitost

Désledok

Nech X a Y sii topologické priestory a g: X — Y je zobrazenie.

Nasledujice podmienky si ekvivalentné:

(i) Zobrazenie g: X — Y je spojité.

(ii) Pre ubovolny bod a € X, [ubovolné zobrazenie f: M — X a
filter F na mnozine X plati: Ak a € F-lim f, tak
g(a) € F-lim(gof).

(iii) Pre lubovolny bod a € X a [ubovolny filter F na mnozine X
plati: Ak F — a, tak g.[F] — g(a).
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Jednoznacnost a T5

Veta

Nech X je topologicky priestor. Nasledujiice podmienky sii
ekvivalentné.
(i) Priestor X je Hausdorffovsky.
(i) Pre [ubovolny filter F na X existuje nanajvys jedna limita.
(iii) Pre lubovolny filter F na mnozine M a [ubovolné zobrazenie
f: M — X existuje nanajvys jedna F-limita.
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Inicialna topoldgia

Veta

Nech topologicky priestor X ma inicidlnu topoldgiu vzhladom na

systém zobrazeni {f;: X — Y}, i € I}. Potom:

a) Pre [ubovolné f: M — X a [ubovolny filter F na mnoZine M

plati a € F-lim f préve vtedy, ked f;(a) € F-lim(f; o f) pre vsetky
iel.

ac Flimf &  (Viel)fi(a) e Flim(fiof)
b) Pre lubovolny filter F na mnozine X plati

F—a & (Vi € 1)(£)«[F] = fi(a)
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Konvergencia filtrov Vlastnosti konvergencie filtrov

Konvergencia v sicine

Désledok

Nech X = [] X; je topologicky sicin priestorov X;, i € |. Oznaéme
iel

projekcie ako p;: X — X;. Nech a € X.

a) Pre [ubovolné f: M — X a filter F na M plati

ac Flimf &  (vie)p(a) e Flim(p;of).
b) Pre lubovolny filter F na mnozine X plati

Foa o (Yiel)(p)]F] = pi(a)
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Konvergencia filtrov Hromadné body filtrov

Hromadné body

Definicia
Nech X je topologicky priestor, a € X a F je filter na X.
Hovorime, ze a je hromadny bod filtra F, ak

acF

pre vietky F € F.

MnozZina hromadnych bodov je uzavreta:

N F

FeF
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Konvergencia filtrov Hromadné body filtrov

Hromadné body

Lema
Nech X je topologicky priestor a F, G sa filtre na X. Ak F C G a
bod a je hromadny bod filtra G, tak a je hromadny bod filtra F.

Lema
Nech X je topologicky priestor a F je filter na X. Ak F — a, tak a
Je hromadny bod filtra F.

Pre ultrafiltre plati aj obratena implikacia:

Lema
Nech X je topologicky priestor a U je ultrafilter na X. Ak a je
hromadny bod ultrafiltra U, tak U — a.
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Konvergencia filtrov Hromadné body filtrov

Hromadné body

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor, a € X a F je filter na mnoZine X.
Nasledujice podmienky sii ekvivalentné:

(1) a je hromadny bod filtra F.
(i) Existuje filter G O F taky, ze G — a.
(iii) Existuje ultrafilter U O F taky, zeld — a.
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