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Filtre a F-limity



Filtre a ultra�ltre Filtre

Filtre

De�nícia

Systém F ⊆ P(X ) nazveme �lter na mnoºine X , ak platí

(F0). ∅ /∈ F , F ̸= ∅
(F1). Ak A,B ∈ F , tak aj A ∩ B ∈ F .

(F2). Ak A ∈ F a A ⊆ B ⊆ X , tak aj B ∈ F .

Povedali sme tým, ktoré mnoºiny sú �ve©ké� .
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Filtre a ultra�ltre Filtre

Príklady �ltrov

▶ ko�nitný �lter alebo Fréchetov �lter

Cof(X ) = {X \ A;A ⊆ X ,A je kone£ná mnoºina}.

▶ Mnoºina Nx v²etkých okolí bodu x .
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Filtre a ultra�ltre Filtre

Báza �ltra

De�nícia

Systém B ⊆ P(X ) sa nazýva báza �ltra na mnoºine X , ak

(BF0). ∅ /∈ B, B ̸= ∅
(BF1). Ak B1,2 ∈ B, tak existuje B ∈ B také, ºe B ⊆ B1 ∩ B2.

Tvrdenie

Ak B je báza �ltra na mnoºina X , tak

F = {A ⊆ X ; (∃B ∈ B)B ⊆ A}

je �lter na mnoºine X .
Tento �lter budeme nazýva´ �lter ur£ený bázou B, niekedy budeme
pouºíva´ aj ozna£enie FB.
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Filtre a ultra�ltre Filtre

Báza �ltra

(BF0). ∅ /∈ B, B ̸= ∅
(BF1). Ak B1,2 ∈ B, tak existuje B ∈ B také, ºe B ⊆ B1 ∩ B2.

Príklad

▶ Bx je báza �ltra na mnoºine X .
▶ Nech (D,≤) je nahor usmernená mnoºina a

B = {⟨d ,∞); d ∈ D}.

Potom B je báza �ltra na mnoºine D.
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Filtre a ultra�ltre Ultra�ltre

Ultra�ltre

De�nícia

Filter U na mnoºine X sa nazýva ultra�lter, ak pre ©ubovo©né
A ⊆ X platí

(A ∈ U) ∨ (X \ A ∈ U), (1)

t.j. bu¤ mnoºina A alebo jej doplnok patrí do U .

(A ∪ B ∈ U) ⇒ (A ∈ U) ∨ (B ∈ U)

Tvrdenie

Nech F je �lter na mnoºine X . Filter F je ultra�lter práve vtedy,
ke¤ F je maximálny �lter vzh©adom na inklúziu
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Filtre a ultra�ltre Ultra�ltre

Ultra�ltre

(A ∈ U) ∨ (X \ A ∈ U),

▶ hlavný ultra�lter Fa = {A ⊆ X ; a ∈ A}
▶ Existujú aj ultra�ltre, ktoré nie sú hlavné?
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Filtre a ultra�ltre Ultra�ltre

Ultra�ltre

De�nícia

Nech X je mnoºina a S ⊆ P(X ). Hovoríme, ºe S je centrovaný
systém ak kaºdý kone£ný kone£ný podsystém má neprázdny prienik.
T.j. ak A ⊆ S je kone£ná mnoºina, tak

⋂
A ≠ ∅.

Inak: Ak A1, . . . ,An ∈ S, tak

n⋂
i=1

Ai ̸= ∅.

Veta

Pre kaºdý centrovaný systém S na mnoºine X existuje ultra�lter U
na X taký, ºe S ⊆ U .
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Filtre a ultra�ltre Ultra�ltre

Ultra�ltre

De�nícia

Filter F na mnoºine X sa naýzva vo©ný �lter, ak
⋂
F = ∅.

Tvrdenie

Ultra�lter U na mnoºine X je vo©ný práve vtedy, ke¤ Cof(X ) ⊆ U .

Dôsledok

Ak X ̸= ∅, tak existuje vo©ný ultra�lter na mnoºine X .

Filtre a F-limity



Filtre a ultra�ltre Ultra�ltre

Obraz �ltra

Tvrdenie

Nech f : X → Y je zobrazenie a F je �lter na mnoºine X . Potom

f∗[F ] = {F ⊆ Y ; f −1[F ] ∈ F}

je �lter na mnoºine Y .
Ak navy²e platí, ºe F je ultra�lter na X , tak �lter f∗[F ] je
ultra�lter na Y .
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F-limita De�nícia F-limity

F -limita

De�nícia

Nech X je topologický priestor, a je bod z X , F je �lter na
mnoºine M. Nech f : M → X je ©ubovo©né zobrazenie. Hovoríme,
ºe a je limita funkcie f vzh©adom na �lter F alebo tieº F-limita
funkcie f ak pre kaºdé otvorené okolie bodu a platí

f −1[U] = {x ∈ M; f (x) ∈ U} ∈ F .

Budeme pouºíva´ ozna£enie a ∈ F-lim f alebo tieº F-lim f = a.
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F-limita De�nícia F-limity

F -limita

f −1[U] = {x ∈ M; f (x) ∈ U} ∈ F .

▶ F-limita vo v²eobecnosti nemusí by´ ur£ená jednozna£ne.
▶ Pre X = N máme F -limitu postupnosti; ozna£enie

a ∈ F-lim xn alebo F-lim xn = a.
▶ Pre ko�nitný �lter na N máme obvyklú konvergenciu

postupností.
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F-limita De�nícia F-limity

F -limita

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor, a ∈ X a S je subbáza topológie
priestoru X . Nech f : M → X je zobrazenie a F je �lter na M.
Potom bod a je F-limita funkcie f práve vtedy, ke¤ pre kaºdé
okolie U bodu a patriace do S platí f −1[U] ∈ F .

( ∀
U∋a

U ∈ S)(f −1[U] ∈ F)

Tvrdenie

Nech F , G sú �ltre na M také, ºe F ⊆ G. Nech X je topologický
priestor, a ∈ X a f : M → X . Ak a je F -limita funkcie f , tak a je aj
G-limita funkcie f .

a ∈ F-lim f ⇒ a ∈ G-lim f
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F-limita Priestor C(F) a F-limita

Priestor C (F)

De�nícia

Ak F je �lter na mnoºine X , tak pomocou neho môºeme de�nova´
priestor C (F) na mnoºine X ∪ {∞}, kde ∞ /∈ X tak, ºe vezmeme

B = {{x}; x ∈ X} ∪ {F ∪ {∞};F ∈ F}

ako bázu topológie.
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F-limita Priestor C(F) a F-limita

Priestor C (F)

B = {{x}; x ∈ X} ∪ {F ∪ {∞};F ∈ F}

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor, a ∈ X . Nech F je �lter na mnoºine
M a f : M → X je zobrazenie. Bod a je F-limita zobrazenia f
práve vtedy, ke¤ zobrazenie f : C (F) → X de�nované ako

f (x) =

{
f (x) ak x ∈ X ,

a ak x = ∞.

je spojité.
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F-limita Priestor C(F) a F-limita

Priestor C (F)

Máme ¤al²í príklad priestoru, kde postupnosti nesta£ia na popísanie
topológie.

Príklad

Nech F je ©ubovo©ný vo©ný ultra�lter na mnoºine N. Potom platí:
▶ Bod ∞ patrí do uzáveru mnoºiny N.
▶ Z toho tieº vidíme, ºe ∞ je hromadným bodom postupnosti

(xn)
∞
n=0

ur£enej ako xn = n
▶ Neexistuje postupnos´ prvkov z N, ktorá konverguje k ∞.
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F-limita �peciálne prípady F-limity

Na reálnej osi

Vieme popísa´ pomocou sietí aj pomocou �ltrov:

B = {(a− ε, a+ ε) \ {a}; ε > 0} F-lim f = lim
x→a

f (x)

B+ = {(a, a+ ε); ε > 0} F+-lim f = lim
x→a+

f (x)

B∞ = {(n,∞); n ∈ N} F∞-lim f = lim
x→+∞

f (x)
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F-limita �peciálne prípady F-limity

Limita v bode

De�nícia

Nech X , Y sú topologické priestory, M ⊆ X a f : M → Y je
zobrazenie. Nech a ∈ M. Hovoríme, ºe bod b ∈ Y je limita funkcie
f v bode a, ak pre ©ubovo©né okolie V ∈ Ob bodu b existuje okolie
U ∈ Oa bodu a také, ºe pre kaºdé x ∈ M také, ºe x ∈ U a x ̸= a,
platí f (x) ∈ V .

(∀V ∈ Ob)(∃U ∈ Oa)f [M ∩ (U \ {a})] ⊆ V

Pouºívame ozna£enie
lim
x→a

f (x) = b.

B = {(U \ {a}) ∩M;U ∈ Oa}
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F-limita �peciálne prípady F-limity

Siete

Majme sie´ (xd)d∈D na nahor usmernenej mnoºine (D,≤).

BD = {⟨d ,∞); d ∈ D}
FD = {A ⊆ D; (∃d ∈ D)⟨d ,∞) ⊆ A}

FD-lim x = a ⇔ xd → a
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F-limita F-limita v R

F -limita v R

F-lim(f + g) = F-lim f + F-lim g = a+ b

F-lim(f · g) = (F-lim f ) · (F-lim g)
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Konvergencia �ltrov

Limita �ltra

De�nícia

Nech X je topologický priestor a F je �lter na mnoºine X .
Hovoríme, ºe F konverguje k a, resp. ºe a je limita �ltra F , ak
Na ⊆ F , t.j. F obsahuje v²etky okolia bodu a.
Ozna£enie: F → a.

F → a ⇔ a ∈ F-lim idX
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Konvergencia �ltrov

Limita �ltra

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor, a ∈ X a S je subbáza topológie
priestoru X . Nech F je �lter na M. Potom a je limita �ltra F práve
vtedy, ke¤ pre kaºdé okolie U bodu a patriace do S platí U ∈ F .

F → a ⇔ Na ∩ S ⊆ F

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor, a ∈ X a F , G sú �ltre mnoºine X .
Ak platí F ⊆ G a F → a, tak G → a.
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Konvergencia �ltrov

Obraz �ltra

Tvrdenie

Nech f : X → Y je zobrazenie a F je �lter na mnoºine X . Potom

f∗[F ] = {F ⊆ Y ; f −1[F ] ∈ F}

je �lter na mnoºine Y .
Ak navy²e platí, ºe F je ultra�lter na X , tak �lter f∗[F ] je
ultra�lter na Y .
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Konvergencia �ltrov

Súvis s F -limitou

f∗[F ] = {F ⊆ Y ; f −1[F ] ∈ F}

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor a a ∈ X . Nech F je �lter na
mnoºine M a f : M → X je zobrazenie. Potom platí: Bod a je
F -limita funkcie f práve vtedy, ke¤ a je limita �ltra

f∗[F ] = {F ⊆ X ; f −1[F ] ∈ F}.
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Vlastnosti konvergencie �ltrov

▶ Limity popisujú uzáver, a teda aj uzavreté mnoºiny a
topológiu.

▶ Jednozna£nos´ limity charakterizuje T2-priestory.
▶ Pomocou konvergencie môºeme charakterizova´ spojitos´.
▶ Konvergencia v sú£ine je bodová konvergencia.
▶ Neskôr pri kompaktnosti budeme ma´ charakterizáciu pomocou

sietí aj pomocou �ltrov.
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Uzáver

Veta

Nech X je topologický priestor, A ⊆ X , a ∈ X . Nasledujúce
podmienky sú ekvivalentné:

(i) a ∈ A

(ii) Existujú zobrazenie f : M → X a �lter F na mnoºine M také,
ºe f [M] ⊆ A a a ∈ F-lim f .

(iii) Existuje �lter F na mnoºine X taký, ºe A ∈ F a F → a.
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Uzávretos´

Veta

Nech X je topologický priestor a C ⊆ X . Nasledujúce podmienky
sú ekvivalentné:
(i) Mnoºina C je uzavretá.
(ii) Pre ©ubovo©né zobrazenie f : M → X také, ºe f [M] ⊆ C a

©ubovo©ný �lter F na mnoºine M z a ∈ F-lim f vyplýva a ∈ C .
(iii) Pre ©ubovo©ný �lter F na X taký, ºe C ∈ F a ©ubovo©né

a ∈ X také, ºe F → a platí a ∈ C .
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Spojitos´

Tvrdenie

Nech g : X → Y je zobrazenie medzi topologickými priestormi X ,
Y . Nech a ∈ X .

(i) Zobrazenie g : X → Y je spojité v bode a.

(ii) Pre ©ubovo©né zobrazenie f : M → X a �lter F na mnoºine X
platí: Ak a ∈ F-lim f , tak g(a) ∈ F-lim(g ◦ f ).

(iii) Pre ©ubovo©ný �lter F na mnoºine X platí: Ak F → a, tak
g∗[F ] → g(a).
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Spojitos´

Dôsledok

Nech X a Y sú topologické priestory a g : X → Y je zobrazenie.
Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:
(i) Zobrazenie g : X → Y je spojité.
(ii) Pre ©ubovo©ný bod a ∈ X , ©ubovo©né zobrazenie f : M → X a

�lter F na mnoºine X platí: Ak a ∈ F-lim f , tak
g(a) ∈ F-lim(g ◦ f ).

(iii) Pre ©ubovo©ný bod a ∈ X a ©ubovo©ný �lter F na mnoºine X
platí: Ak F → a, tak g∗[F ] → g(a).
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Jednozna£nos´ a T2

Veta

Nech X je topologický priestor. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné.
(i) Priestor X je Hausdor�ovský.
(ii) Pre ©ubovo©ný �lter F na X existuje nanajvý² jedna limita.
(iii) Pre ©ubovo©ný �lter F na mnoºine M a ©ubovo©né zobrazenie

f : M → X existuje nanajvý² jedna F-limita.
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Iniciálna topológia

Veta

Nech topologický priestor X má iniciálnu topológiu vzh©adom na
systém zobrazení {fi : X → Yi ; i ∈ I}. Potom:
a) Pre ©ubovo©né f : M → X a ©ubovo©ný �lter F na mnoºine M
platí a ∈ F-lim f práve vtedy, ke¤ fi (a) ∈ F-lim(fi ◦ f ) pre v²etky
i ∈ I .

a ∈ F-lim f ⇔ (∀i ∈ I )fi (a) ∈ F-lim(fi ◦ f )

b) Pre ©ubovo©ný �lter F na mnoºine X platí

F → a ⇔ (∀i ∈ I )(fi )∗[F ] → fi (a)
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Konvergencia �ltrov Vlastnosti konvergencie �ltrov

Konvergencia v sú£ine

Dôsledok

Nech X =
∏
i∈I

Xi je topologický sú£in priestorov Xi , i ∈ I . Ozna£me

projekcie ako pi : X → Xi . Nech a ∈ X .
a) Pre ©ubovo©né f : M → X a �lter F na M platí

a ∈ F-lim f ⇔ (∀i ∈ I )pi (a) ∈ F-lim(pi ◦ f ).

b) Pre ©ubovo©ný �lter F na mnoºine X platí

F → a ⇔ (∀i ∈ I )(pi )∗[F ] → pi (a)
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Konvergencia �ltrov Hromadné body �ltrov

Hromadné body

De�nícia

Nech X je topologický priestor, a ∈ X a F je �lter na X .
Hovoríme, ºe a je hromadný bod �ltra F , ak

a ∈ F

pre v²etky F ∈ F .

Mnoºina hromadných bodov je uzavretá:⋂
F∈F

F
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Konvergencia �ltrov Hromadné body �ltrov

Hromadné body

Lema

Nech X je topologický priestor a F , G sú �ltre na X . Ak F ⊆ G a
bod a je hromadný bod �ltra G, tak a je hromadný bod �ltra F .

Lema

Nech X je topologický priestor a F je �lter na X . Ak F → a, tak a
je hromadný bod �ltra F .

Pre ultra�ltre platí aj obrátená implikácia:

Lema

Nech X je topologický priestor a U je ultra�lter na X . Ak a je
hromadný bod ultra�ltra U , tak U → a.
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Konvergencia �ltrov Hromadné body �ltrov

Hromadné body

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor, a ∈ X a F je �lter na mnoºine X .
Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) a je hromadný bod �ltra F .

(ii) Existuje �lter G ⊇ F taký, ºe G → a.

(iii) Existuje ultra�lter U ⊇ F taký, ºe U → a.
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