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Definicia

Definicia

Topologicky priestor X sa nazyva normalny, ak pre lubovolné

disjunktné uzavreté mnozZiny A, B existuji disjunktné otvorené
mnoziny U, V tak, ze ACUaBCV.

Priestor X nazveme Ty-priestor, ak X je normalny T-priestor.

Tvrdenie
Ak X je Ty-priestor, tak X je hausdorffovsky.
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Ekvivalentnd podmienka

Definicia

Topologicky priestor X sa nazyva normélny, ak pre lubovolné
disjunktné uzavreté mnoziny A, B existuji disjunktné otvorené
mnoziny U, V tak,ze ACUaBCV.

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor. Priestor X je normalny prave vtedy,
ked pre lubovolné mnoziny C C O C X, kde C je uzavrets a O je
otvorena, existuje otvorend mnozina U taka, Ze

ccucuco.
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Metrizovatelné priestory st normélne

Kazdy metricky priestor je normalny.

x€eA=>x¢B=d(x,B)>0

ry = d(Xé B) Ux = B(x, ry)

yeB=y¢A=d(y,A) >0
d(y,A)

r}', =—3 V, = B(y, r)’,)

u=Ju a v=UV

XEA yeB
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Metrizovatelné priestory st normélne

Nech A, B si disjunktné uzavreté podmnoziny metrického priestoru
(X, d). Potom predpis

d(x,A)
d(x,A) + d(x, B)

f(x) =

definuje zobrazenie f: X — (0,1), ktoré je spojité a plati pren
fla=0a f|lg =1. (T.j. v metrickych priestoroch vieme priamo
napisat predpis zobrazenia o akom hovori Urysohnova lema.)

Normalne priestory



Normalne priestory Definicia

Uzavrety podpriestor

Neskor uvidime, ze trieda normalnych priestorov:
» nie je uzavretd vzhladom na podpriestory (nie je dedi¢na);
> nie je uzavretd vzhladom na siéiny.

Tvrdenie
Ak X je normélny priestor a S je jeho uzavrety podpriestor, tak aj

S je normaliny.
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Podpriestory a saciny

Trieda normalnych priestorov:
» je uzavretd vzhladom na uzavreté podpriestory;
» nie je uzavretd vzh[adom na podpriestory;
» nie je uzavretd vzhladom na saciny.
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Ekvivalentna charakterizacia — doplnky

Topologicky priestor (X, T) je normalny prave vtedy, ked":
» Pre [ubovolné disjunktné uzavreté mnoziny A, B existuji
disjunktné otvorené mnoziny U, V tak, ze AC Ua BC V.
» Pre lubovolné otvorené podmnoziny U, V C X také, ze
U UV = X existuja uzavreté mnoziny C, D C X tak, ze
CCcUDCVaCub=X.
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Spojity obraz, spocitatelnad baza topolégie

Tvrdenie
Nech f: X — Y je spojitd uzavreta surjekcia a X je normalny
priestor. Potom aj Y je normalny priestor.

Tvrdenie
Kazdy regularny priestor vyhovujici druhej axiéme spocitatelnosti
je normalny.
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Urysohnova lema

Veta (Urysohnova lema)

Nech X je normalny priestor a A, B si disjunktné uzavreté mnoziny
v X. Potom existuje spojita funkcia f: X — (0,1) takd, Ze

ACFIO)] & BC ).

f’AZO d fB:].

Normalne priestory



Urysohnova lema

Urysohnova lema

Lema

Nech X je neprazdny topologicky priestor a D je hustd podmnozina
v (0,1). Nech pre kazdé t € D mame otvorenii podmnozinu U,
priestoru X, pricom pre kazdé s, t € D také, Ze s < t plati

Us g Ut.
Potom predpis

inf{te D;xe U} akxe | Us,

— seD
=11 akx¢ U Us.

seD

urCuje spojité zobrazenie f: X — (0,1).
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Urysohnova lema
Urysohnova lema

Lema
Potom predpis

inf{t e D;x e U} akxe |J Us,

— seD
fla = 1 akx ¢ |J Us.

seD

urCuje spojité zobrazenie f: X — (0,1).
Navyse plati

FH{0}] = () U

teD

FH{1 =X\ (U Ut)

teD
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Urysohnova lema

Désledok
Kazdy Ty-priestor je T,1-priestor.
2

Sierpinského priestor S normalny. Nie je aplne regularny ani
regularny.
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Tietzeho veta

Veta (Tietze)

Nech X je normélny topologicky priestor a A C X je uzavreta
podmnozina. Ak f: A — R je spojité zobrazenie, tak existuje
spojité zobrazenie F: X — R také, Ze

Fla=f.

Lema

Nech X je normdlny priestor a C je uzavretd podmnozZina v X.
Nech f: C — R je spojita funkcia a ¢ > 0 je redlna konstanta taka,
ze |f(x)| < c pre véetky x € C. Potom existuje spojitd funkcia

g: C — R taks, ze |g(x)| < }c pre vsetky x € X a

[£(x) — g(x)| < %c pre vsetky x € C.
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Tietzeho veta

Lema
Nech X je normalny priestor a C je uzavretsd podmnozina v X.

Nech f: C — R je spojita funkcia a ¢ > 0 je redlna konstanta taka,
ze |f(x)| < ¢ pre vsetky x € C. Potom existuje spojitd funkcia

g: C — R taks, 7e |g(x)| < §c pre vsetky x € X a

[f(x) —g(x)| < %c pre vsetky x € C.

(¥ € X)lg(x)| < 3¢

(¥ € O)IF () ~ g()] < 3¢
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