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De�nícia

De�nícia
Topologický priestor X sa nazýva normálny, ak pre ©ubovo©né
disjunktné uzavreté mnoºiny A, B existujú disjunktné otvorené
mnoºiny U, V tak, ºe A ⊆ U a B ⊆ V .
Priestor X nazveme T4-priestor, ak X je normálny T1-priestor.

Tvrdenie
Ak X je T4-priestor, tak X je hausdor�ovský.
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Ekvivalentná podmienka

De�nícia
Topologický priestor X sa nazýva normálny, ak pre ©ubovo©né
disjunktné uzavreté mnoºiny A, B existujú disjunktné otvorené
mnoºiny U, V tak, ºe A ⊆ U a B ⊆ V .

Tvrdenie
Nech X je topologický priestor. Priestor X je normálny práve vtedy,

ke¤ pre ©ubovo©né mnoºiny C ⊆ O ⊆ X , kde C je uzavretá a O je

otvorená, existuje otvorená mnoºina U taká, ºe

C ⊆ U ⊆ U ⊆ O.
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Metrizovate©né priestory sú normálne

Kaºdý metrický priestor je normálny.

x ∈ A ⇒ x /∈ B ⇒ d(x ,B) > 0

rx =
d(x ,B)

3
Ux = B(x , rx)

y ∈ B ⇒ y /∈ A ⇒ d(y ,A) > 0

r ′y =
d(y ,A)

3
Vy = B(y , r ′y )

U =
⋃
x∈A

Ux a V =
⋃
y∈B

Vy
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Metrizovate©né priestory sú normálne

Nech A, B sú disjunktné uzavreté podmnoºiny metrického priestoru
(X , d). Potom predpis

f (x) =
d(x ,A)

d(x ,A) + d(x ,B)

de�nuje zobrazenie f : X → ⟨0, 1⟩, ktoré je spojité a platí pre¬
f |A = 0 a f |B = 1. (T.j. v metrických priestoroch vieme priamo
napísa´ predpis zobrazenia o akom hovorí Urysohnova lema.)

Normálne priestory



Normálne priestory De�nícia

Uzavretý podpriestor

Neskôr uvidíme, ºe trieda normálnych priestorov:
▶ nie je uzavretá vzh©adom na podpriestory (nie je dedi£ná);
▶ nie je uzavretá vzh©adom na sú£iny.

Tvrdenie
Ak X je normálny priestor a S je jeho uzavretý podpriestor, tak aj

S je normálny.
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Podpriestory a sú£iny

Trieda normálnych priestorov:
▶ je uzavretá vzh©adom na uzavreté podpriestory;
▶ nie je uzavretá vzh©adom na podpriestory;
▶ nie je uzavretá vzh©adom na sú£iny.
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Ekvivalentná charakterizácia � doplnky

Topologický priestor (X , T ) je normálny práve vtedy, ke¤:
▶ Pre ©ubovo©né disjunktné uzavreté mnoºiny A, B existujú

disjunktné otvorené mnoºiny U, V tak, ºe A ⊆ U a B ⊆ V .
▶ Pre ©ubovo©né otvorené podmnoºiny U,V ⊆ X také, ºe

U ∪ V = X existujú uzavreté mnoºiny C ,D ⊆ X tak, ºe
C ⊆ U, D ⊆ V a C ∪ D = X .
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Spojitý obraz, spo£ítate©ná báza topológie

Tvrdenie
Nech f : X → Y je spojitá uzavretá surjekcia a X je normálny

priestor. Potom aj Y je normálny priestor.

Tvrdenie
Kaºdý regulárny priestor vyhovujúci druhej axióme spo£ítate©nosti

je normálny.
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Urysohnova lema

Veta (Urysohnova lema)

Nech X je normálny priestor a A, B sú disjunktné uzavreté mnoºiny

v X . Potom existuje spojitá funkcia f : X → ⟨0, 1⟩ taká, ºe

A ⊆ f −1[{0}] a B ⊆ f −1[{1}].

f |A = 0 a fB = 1
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Urysohnova lema

Lema
Nech X je neprázdny topologický priestor a D je hustá podmnoºina

v (0, 1). Nech pre kaºdé t ∈ D máme otvorenú podmnoºinu Ut

priestoru X , pri£om pre kaºdé s, t ∈ D také, ºe s < t platí

Us ⊆ Ut .

Potom predpis

f (x) =


inf{t ∈ D; x ∈ Ut} ak x ∈

⋃
s∈D

Us ,

1 ak x /∈
⋃
s∈D

Us .

ur£uje spojité zobrazenie f : X → ⟨0, 1⟩.
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Urysohnova lema

Lema
Potom predpis

f (x) =


inf{t ∈ D; x ∈ Ut} ak x ∈

⋃
s∈D

Us ,

1 ak x /∈
⋃
s∈D

Us .

ur£uje spojité zobrazenie f : X → ⟨0, 1⟩.
Navy²e platí

f −1[{0}] =
⋂
t∈D

Ut

f −1[{1}] = X \

(⋃
t∈D

Ut

)
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Urysohnova lema

Dôsledok
Kaºdý T4-priestor je T

3
1

2

-priestor.

Sierpi«ského priestor S normálny. Nie je úplne regulárny ani
regulárny.
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Tietzeho veta

Veta (Tietze)

Nech X je normálny topologický priestor a A ⊆ X je uzavretá

podmnoºina. Ak f : A → R je spojité zobrazenie, tak existuje

spojité zobrazenie F : X → R také, ºe

F |A = f .

Lema
Nech X je normálny priestor a C je uzavretá podmnoºina v X .

Nech f : C → R je spojitá funkcia a c > 0 je reálna kon²tanta taká,

ºe |f (x)| < c pre v²etky x ∈ C . Potom existuje spojitá funkcia

g : C → R taká, ºe |g(x)| ≤ 1

3
c pre v²etky x ∈ X a

|f (x)− g(x)| ≤ 2

3
c pre v²etky x ∈ C .
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Tietzeho veta

Lema
Nech X je normálny priestor a C je uzavretá podmnoºina v X .

Nech f : C → R je spojitá funkcia a c > 0 je reálna kon²tanta taká,

ºe |f (x)| < c pre v²etky x ∈ C . Potom existuje spojitá funkcia

g : C → R taká, ºe |g(x)| ≤ 1

3
c pre v²etky x ∈ X a

|f (x)− g(x)| ≤ 2

3
c pre v²etky x ∈ C .

(∀x ∈ X )|g(x)| ≤ 1

3
c

(∀x ∈ C )|f (x)− g(x)| ≤ 2

3
c

Normálne priestory


	Normálne priestory
	Definícia

	Urysohnova lema

