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Kompaktné priestory

Kompaktné priestory

Definicia
Ak C je pokrytie priestoru X, tak systém S C C sa nazyva
podpokrytie pokrytia C, ak aj S je pokrytim t.j. ak S = X.

Definicia

Topologicky priestor X sa nazyva kompaktny, ak pre kazdé otvorené
pokrytie priestoru X existuje konecné podpokrytie.

Podmnozinu K v topologickom priestore X nazveme kompaktnou,

ak K s relativnou topol6giou je kompaktny priestor. (Ekvivalentne:

Lubovolné pokrytie mnoziny K otvorenymi podmnoZinami priestoru
X ma konecné podpokrytie.)
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Kompaktné priestory

Priklady

Definicia
Topologicky priestor X sa nazyva kompaktny, ak pre kazdé otvorené
pokrytie priestoru X existuje kone¢né podpokrytie.

> Kazdy konecny priestor je kompaktny.

» Priestory R a (0, 1) nie si kompaktné.

Tvrdenie
Interval | = (0,1) s obvyklou topoldgiou je kompaktny.
Kazdy uzavrety interval (a, b), kde a < b, je kompaktny.
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Kompaktné priestory

Interval | = (0, 1)

Tvrdenie
Interval | = (0,1) s obvyklou topoldgiou je kompaktny.
» Dékaz - ,posivanim sa“ doprava (indukcia na realnej osi).
S = {x € (0,1); existuje konecny podsystém F C
C taky, ze (0,x) C |JF}
» Dékaz pomocou Alexandrovej vety o subbaze.
> Spojity obraz {0, 1} (cez binarne rozvoje).
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Kompaktné priestory

Charakterizacia pomocou uzavretych mnozin

X je kompaktny, ak pre kazdé otvorené pokrytie priestoru X
existuje kone¢né podpokrytie.

Veta

Nech (X,T) je topologicky priestor. Priestor X je kompaktny prave
vtedy, ked' kazdy centrovany systém uzavretych mnoZin ma
neprazdny prienik.
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Kompaktné priestory

Podpriestory

Tvrdenie
Ak X je kompaktny priestor a S je jeho uzavrety podpriestor, tak aj
S je kompaktny.

Tvrdenie
Ak S je podpriestor priestoru X, pricom S je kompaktny a X je
Hausdorffovsky, tak S je uzavrety podpriestor.



Kompaktné priestory

Podpriestory

Tvrdenie

Nech X je hausdorffovsky priestor, K je kompaktna podmnozina
priestoru X a x ¢ K. Potom existuji disjunktné mnoziny U, V
také, Ze UNV =0 a sicasne

xeU a K CV.
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Kompaktné priestory

Podpriestory

Tvrdenie

Nech X je hausdortffovsky priestor, K je kompaktna podmnoZina
priestoru X a x ¢ K. Potom existuji disjunktné mnoziny U, V
také, ze UNV = () a sacasne

xeVy a K CV.

Tvrdenie
Ak S je podpriestor priestoru X, pricom S je kompaktny a X je
Hausdorffovsky, tak S je uzavrety podpriestor.

Kompaktnost



Kompaktnost a axiémy oddelitel'nosti

Kompaktny T,-priestor je normalny

Veta
Nech X je hausdorffovsky priestor a A, B C X si kompaktné

podmnoZiny také, ze AN B = (). Potom existujii otvorené mnozZiny
U, V také, 22 ACU,BCVaUnV=0.

Désledok
Kazdy kompaktny T,-priestor je normalny. (Teda je to Ty-priestor.)

Désledok
Kazdy podpriestor kompaktného T,-priestoru je T,1-priestor.
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Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a (ultra)filtre

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor, U je ultrafilter na mnozine M a

f: M — X je zobrazenie. Ak X je kompaktny priestor, tak existuje
U-limita funkcie f.

Désledok

Nech X je topologicky priestor a U je ultrafilter na mnozZine X. Ak
X je kompaktny priestor, tak existuje aspon jedna limita ultrafiltra
Uu.

Désledok
Nech X je topologicky priestor a F je filter na mnozine X. Ak X je
kompaktny priestor, tak F ma hromadny bod v X.
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Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a (ultra)filtre

Tvrdenie

Nech X je topologicky priestor. Ak kazdy filter na mnozine X ma
hromadny bod, tak X je kompaktny.

Veta
Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujiice podmienky si
ekvivalentné:
(i) Priestor X je kompaktny.
(ii) Pre lubovolni mnozinu M, lubovolné zobrazenie f: M — X a
kazdy ultrafilter U na mnoZine M existuje U-limita.
(iii) Kazdy ultrafilter na X konverguje.

(iv) Kazdy filter na X ma hromadny bod.
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Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a siete

Tvrdenie
Ak X je kompaktny priestor, tak lubovolna siet (xq4)gep v X mé
hromadny bod.

ﬂ {Xe;e € D,e > d}.
deD



Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a siete

Tvrdenie
Nech X je topologicky priestor. Ak kazda siet (xg)gep v X ma
hromadny bod, tak X je kompaktny.



Kompaktnost a konvergencia

Kompaktnost a siete

Veta

Nech (X, T) je topologicky priestor. Nasledujice podmienky si
ekvivalentné:
(i) Priestor X je kompaktny.
(ii) Pre lubovolni siet v X existuje konvergentna podsiet.
(iii) Kazda siet v X ma hromadny bod.



Kompaktnost a konvergencia

Kofinalne podsiete nestacia

Priklad
> Priestor X = {0,1}¢, kde C = {0,1}.
» Mame projekcie p,: C — {0,1} pre kazdé n € N.
> (pn)>2, je postupnost prvkov z X.
» Tato postupnost nema konvergentnii podpostupnost.

( ) 1 aki= nay,
i(co) =
PROIZ N0 inak



Kompaktnost a spojitost
Spojity obraz

Veta
Spojity obraz kompaktného priestoru je kompaktny.
> Ak C je otvorené pokrytie priestoru Y, tak

C'={fULUuec}

je otvorené pokrytie priestoru X.
» X je kompaktny = C’ méa konecné podpokrytie.

X = U FH U]
k=1
Y = fiX]=fJ FHudi = U A Hudi = U U
k=1 k=1 k=1
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Kompaktnost a spojitost

Spojity obraz

Veta
Spojity obraz kompaktného priestoru je kompaktny.

Désledok
Nech X je kompaktny topologicky priestor, Y je Hausdorffovsky a
f: X =Y je spojité zobrazenie. Potom f je aj uzavreté zobrazenie.

Désledok
Nech X je kompaktny topologicky priestor, Y je Hausdorffovsky.
Ak f: X — Y je spojita bijekcia, tak f je homeomorfizmus.

Désledok
Nech X je kompaktny priestor a f: X — R je spojité zobrazenie.
Potom mnozina f[X] ma maximum a minimum.
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Tichonovova veta

Tichonovova veta

Veta (Tichonovova veta)
Ak pre kazdé i € | je X; kompaktny priestor, tak aj topologicky

sacin ] Xi je kompaktny.
i€l



Tichonovova veta

Tichonovova veta

Veta (Tichonovova veta)
Ak pre kazdé i € | je X; kompaktny priestor, tak aj topologicky
sucin [[ Xi je kompaktny.

iel
Désledok
Hausdorfovsky priestor X je kompaktny préve vtedy, ked X je
homeomorfny s uzavretym podpriestorom Tichonovovej kocky.

Désledok
Topologicky priestor X je T;1-priestor prave vtedy, ked X je
2

homeomorfny s podpriestorom nejakého kompaktného
hausdorfovského priestoru.
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Tichonovova veta

Tichonovova veta

Veta (Tichonovova veta)

Ak pre kazdé i € | je X; kompaktny priestor, tak aj topologicky
sicin [[ Xi je kompaktny.

iel
Désledok

Podpriestor S priestoru R" s euklidovskou topologiou je kompaktny
prave vtedy, ked je S je uzavretd a ohraniéend podmnozina v R".
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Tichonovova veta Alexandrova veta o subbaze

Alexandrova veta o subbaze

Veta (Alexander subbase theorem)

Nech (X, T) je topologicky priestor a S je nejaka subbaza topoldgie
T . Priestor (X, T) je kompaktny prive vtedy, ked pre kazdé
pokrytie priestoru X mnozinami z S existuje kone¢né podpokrytie.

Interval / = (0,1) s obvyklou topolégiou je kompaktny. Mame
subbazu S = {(0, b), (a,1); a, b € R}.
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Tichonovova veta Alexandrova veta o subbaze

Alexandrova veta o subbaze

» Nech existuje otvorené pokrytie, ktoré nema konecné
podpokrytie.

» Zornova lema: Existuje maximalne otvorené pokrytie C s touto
vlastnostou.

> Systém C NS nie je pokrytie. Existuje bod x nepokryty
mnozinou zCNS

» PotomxeUeC. AxeS5nNn...5 CU kde 51,...,5,¢€ 8.

» Z maximality: C U {S;} ma konecné podpokrytie. Teda
X\S CcUG.

X\UgX\(n]S:LnJ(X\S;)QLnJUC;
i=1

i=1 i=1

n
» Teda F = {U} U | C; je konecné podpokrytie pokrytia C.
i=1
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Tichonovova veta Alexandrova veta o subbaze

Sacinova topoldgia
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Tichonovova veta Alexandrova veta o subbaze

Dokaz Tichonovovej vety

Figure: Dve mozné situécie, ktorymi sa zaoberame v dokaze
Tichonovove] vety: Bud mame na niektorej saradnici pokrytie celého X;,
alebo vieme néjst funkciu, ktora nepatri do ziadnej mnoziny z pokrytia



Kompaktné mnoziny a saciny

Kompaktné mnoziny a saciny

Tvrdenie
Nech (X, Tx), (Y,T,) st topologické priestory, AC X a BC Y sii
ich kompaktné podmnoziny. Ak O C X x Y je otvorend mnoZzina
v X X Y obsahujica A x B, tak existuji otvorené mnozZiny U € Tx,
V € Ty také, ze

AxBCUxVCO.

Désledok

Nech X, Y si topologické priestory, X je kompaktny. Ak y € Y a
O je otvorend mnozina v X x Y takéd, ze X x {y} C O, tak
existuje otvorend podmnozZina V priestoru Y taka, Ze

Xx{y}CXxVCO.

Kompaktnost



Kompaktné mnoziny a saciny

Kompaktné mnoziny a saciny

Désledok

Nech X, Y sii topologické priestory, X je kompaktny. Aky € Y a
O je otvorend mnozina v X x Y takéd, ze X x {y} C O, tak
existuje otvorend podmnozina V priestoru Y takd, Ze

Xx{y}CTXxVCO.

Tvrdenie
Nech X, Y si topologické priestory, X je kompaktny. Potom
projekcia py: X X Y — Y je uzavreté zobrazenie.

Kompaktnost
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