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Súvislé priestory

De�nícia

Topologický priestor X sa nazýva súvislý, ak neexistujú neprázdne
disjunktné otvorené podmnoºiny priestoru X také, ºe A ∪ B = X .
Hovoríme, ºe podmnoºina C v topologickom priestore X je súvislá,
ak C s relatívnou topológiou je súvislý priestor.

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
(i) X je súvislý.
(ii) Ak A je obojaká mnoºina v X , tak A = ∅ alebo A = X .
(iii) Ak D je diskrétny dvojprvkový priestor a f : X → D je spojité

zobrazenie, tak f je kon²tantné.
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Príklady

▶ Diskrétny priestor |X | ≥ 2 nie je súvislý.
▶ Sorgenfreyova priamka Rl nie je súvislý priestor.

Tvrdenie

Interval ⟨0, 1⟩ s obvyklou topológiou je súvislý priestor.
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Hustá súvislá podmnoºina

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor. Ak D je hustá mnoºina v X ,
ktorá je súvislá, tak aj priestor X je súvislý.

Dôsledok

Nech X je topologický priestor a C je nejaká súvislá mnoºina v X .
Potom aj ©ubovo©ná podmnoºina A taká, ºe C ⊆ A ⊆ C je súvislá.
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Spojitý obraz

Tvrdenie

Spojitý obraz súvislého priestoru je súvislý.
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Re´aze

De�nícia

Nech X je topologický priestor a x , y ∈ X . Nech U je otvorené
pokrytie priestoru X . Povieme, ºe kone£ná postupnos´ mnoºín
U0, . . . ,Un ∈ U je re´az v U spájajúca x , y ak x ∈ U0, y ∈ Un a pre
kaºdé i = 0, . . . , n − 1 platí Ui ∩ Ui+1 ̸= ∅.

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Priestor X je súvislý práve vtedy,
ke¤ pre ©ubovo©né otvorené pokrytie U a pre ©ubovo©né x , y ∈ X
existuje re´az v U spájajúca x a y .
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Neprázdny prienik

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor a {Yi ; i ∈ I} je systém súvislých
podmnoºín priestoru X . Ak platí

⋂
i∈I

Yi ̸= ∅, tak aj mnoºina

Y =
⋃
i∈I

Yi je súvislá.

Dôsledok

Podpriestor S ⊆ R reálnej osi (s obvyklou topológiou) je súvislý
práve vtedy, ke¤ S je interval.

Dôsledok

Nech X je topologický priestor. Ak pre ©ubovo©né x , y ∈ S existuje
súvislý podpriestor Sx ,y taký, ºe x , y ∈ Sx ,y , tak priestor X je
súvislý.
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Sú£in súvislých priestorov

Tvrdenie

Ak X , Y sú súvislé priestory, tak ich topologický sú£in X × Y je
opä´ súvislý.

Ak X1, . . . ,Xn sú súvislé priestory, tak aj ich sú£in
n∏

i=1

Xi je súvislý.

Veta

Nech pre kaºdé i ∈ I je Xi neprázdny topologický priestor.
Topologický sú£in

∏
i∈I

Xi je súvislý práve vtedy, ke¤ priestor Xi je

súvislý pre kaºdé i ∈ I .
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Komponenty súvislosti

De�nícia

Ak X je topologický priestor a C ⊆ X je maximálna (vzh©adom na
inklúziu) súvislá podmnoºina priestoru X , tak hovoríme, ºe C je
komponent súvislosti priestoru X .

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor a x ∈ X . Ak poloºíme

Cx =
⋃

{C ⊆ X ; x ∈ C ,C je súvislá mnoºina},

tak Cx je súvislá mnoºina obsahujúca x , ktorá je navy²e maximálna
vzh©adom na inklúziu � teda je to komponent súvislosti.
Mnoºinu Cx nazývame komponent súvislosti bodu x .
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Komponenty súvislosti

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor a x ∈ X . Ak poloºíme

Cx =
⋃

{C ⊆ X ; x ∈ C ,C je súvislá mnoºina},

tak Cx je súvislá mnoºina obsahujúca x , ktorá je navy²e maximálna
vzh©adom na inklúziu � teda je to komponent súvislosti.
Mnoºinu Cx nazývame komponent súvislosti bodu x .

Dôsledok

Ak X je topologický priestor a S je súvislá mnoºina, tak existuje
komponent súvislosti C taký, ºe S ⊆ C .
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Komponenty súvislosti

Tvrdenie

Komponenty súvislosti priestoru X tvoria rozklad mnoºiny X . (T.j.
sú navzájom disjunktné a ich zjednotenie je celé X .)

Veta

V²etky komponenty súvislosti v X sú uzavreté.

Vo v²eobecnosti komponenty nemusia by´ otvorené.

Príklad

Uvaºujme Q s obvyklou topológiou. V²etky komponenty súvislosti
priestoru Q sú jednoprvkové.
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Lineárne súvislé priestory

De�nícia

Topologický priestor X sa nazýva lineárne súvislý, ak pre ©ubovo©né
x , y ∈ X existuje spojité zobrazenie f : ⟨0, 1⟩ → X také, ºe
f (0) = x , f (1) = y . Takéto zobrazenie f nazývame cesta z x do y .
Priestor X nazveme oblúkovo súvislý, ak pre ©ubovo©né x , y ∈ X
existuje vloºenie h : ⟨0, 1⟩ → X také, ºe h(0) = x , h(1) = y . (Tu
teda navy²e ºiadame, aby h[⟨0, 1⟩] ∼= ⟨0, 1⟩, t.j. podpriestor h[⟨0, 1⟩]
je homeomorfný s jednotkovým intervalom.)
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Lineárne súvislé priestory

Tvrdenie

Ak X je oblúkovo súvislý, tak je lineárne súvislý.
Ak X je lineárne súvislý, tak je súvislý.

Pre T2 priestory: oblúkovo súvisly ⇔ lineárne súvislý. (Dôkaz nie je
jednoduchý.)
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Lineárne súvislé priestory

Príklad

X = {(0, 0)} ∪ {(x , sin 1

x
); x ∈ R, x > 0}

Priestor X je súvislý, ale nie je lineárne súvislý.
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Lineárne súvislé priestory

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Uvaºujme reláciu x ∼ y zadanú
tak, ºe x a y sú v relácii ak existuje cesta z x do y . Potom ∼ je
relácia ekvivalencie na X .
Triedy ekvivalencie sa nazývajú komponenty lineárnej súvislosti
priestoru X .
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Lineárne súvislé priestory

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor
(i) Ak {Yi ; i ∈ I} je systém lineárne súvislých podmnoºín

priestoru X . Ak platí
⋂
i∈I

Yi ̸= ∅, tak aj mnoºina Y =
⋃
i∈I

Yi je

lineárne súvislá.
(ii) Ak Y ⊆ X a pre kaºdé x , y ∈ Y existuje lineárne súvislý

podpriestor Sx ,y taký, ºe x , y ∈ Sx ,y , tak aj celá mnoºina Y je
lineárne súvislá.

Dôsledok

Kaºdý komponent lineárnej súvislosti je lineárne súvislá mnoºina.
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Lineárne súvislé priestory

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor.
Mnoºina C ⊆ X je komponent lineárnej súvislosti priestoru X práve
vtedy, ke¤ C je lineárne súvislá podmnoºina priestoru X , ktorá je
maximálna vzh©adom na inklúziu.
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Lineárne súvislé priestory

Tvrdenie

Ak pre kaºdé i ∈ I je Xi lineárne súvislý priestor, tak aj sú£in
X =

∏
i∈I

Xi je lineárne súvislý.
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Lokálne súvislé priestory

De�nícia

Topologický priestor X nazveme lokálne súvislý, ak pre kaºdé x ∈ X
existuje báza okolí pozostávajúca z otvorených súvislých mnoºín.
Priestor X je lokálne lineárne súvislý, ak kaºdý bod x ∈ X má bázu
okolí tvorenú otvorenými lineárne súvislými mnoºinami.
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Lokálne súvislé priestory

Príklad

Nech X je podpriestor R2, ktorý pozostáva zo v²etkých úse£iek
spájajúcich bod (0, 1) s niektorými z bodov (0, 0) a (0, 1

n+1
) pre

n ∈ N.
Tento priestor je súvislý a aj lineárne súvislý. Nie je v²ak lokálne
súvislý ani lokálne lineárne súvislý; dostato£ne malé okolie bodu
(0, 0) nie je súvislé.

Súvislé priestory



Lokálne súvislé priestory

Lokálne súvislé priestory

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Ak X je súvislý a lokálne lineárne
súvislý, tak X je lineárne súvislý.

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Priestor X je lokálne súvislý práve
vtedy, ke¤ pre kaºdú otvorenú mnoºinu sú aj v²etky jej komponenty
súvislosti otvorené.
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Lokálne súvislé priestory

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Priestor X je lokálne súvislý práve
vtedy, ke¤ pre kaºdú otvorenú mnoºinu sú aj v²etky jej komponenty
súvislosti otvorené.

Dôsledok

Komponenty súvislosti v lokálne súvislom priestore sú obojaké
mnoºiny.

Dôsledok

Kompaktný lokálne súvislý priestor má kone£ne ve©a komponent
súvislosti.
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Lokálne súvislé priestory

Tvrdenie

Nech X je topologický priestor. Priestor X je lokálne súvislý práve
vtedy, ke¤ pre kaºdú otvorenú mnoºinu sú aj v²etky jej komponenty
súvislosti otvorené.

Tvrdenie

Faktorový priestor lokálne súvislého priestoru je lokálne súvislý.
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Indukcia na reálnej osi

Tvrdenie

Nech S ⊆ ⟨a, b⟩ je podmnoºina, ktorá sp¨¬a podmienky:
▶ a ∈ S .
▶ Ak x ∈ S pre nejaké y < b, tak existuje y > x také, ºe

⟨x , y⟩ ⊆ S .
▶ Ak pre x ≤ b platí ⟨a, x) ⊆ S , tak aj x ∈ S .

Potom S = ⟨a, b⟩.
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