Vseobecna topolégia — sada tloh ¢. 4

Kazda z uvedenych tloh ma hodnotu 20 bodov. Rozumné je kazdd z nich zacat na novej
strane.

Uloha 1. Nech (X, 7Tx), (Y, Ty) st topologické priestory, a nech Bx je béza topoldgie Tx,
By je topologie Ty .
Zobrazenie f: X — Y je spojité prave vtedy, ked:
a) Pre kazdé V € Ty plati f~1[V] € Tx.
b) Pre kazdé V € Ty a x € X také, ze f(z) € V existuje U € Tx také, ze x € U a f[U] C V.
Zistite, ¢i tieto ekvivalencie zostand v platnosti ak vSade namiesto 7 napiSeme B. (Svoje
tvrdenie zdovodnite.)

Uloha 2. Nech (D, <) je nahor usmernend mnozina a xz: D — R spliia
(Vd,d' € D)(d < d = xq < zg).

(T.j. je to neklesajtica siet redlnych ¢isel.)
Dokéazte, ze ak je tato siet zhora ohranicend, tak existuje jej limita L = éir% xq a plati
€

L = sup z4.
deD

Uloha 3. Nech X je topologicky priestor a F je filter na X. Dokazte, ze {(b, F);be F € F}
s relaciou
(blvFl) < (b27F2) = F1 B FQ

je nahor usmernena mnozina.
Ak na tejto nahor usmernenej mnozine definujeme siet
Z(p,F) = b,

tak pre a € X plati:
a) Tato siet konverguje k a prave vtedy, ked F — a.
b) Bod a je hromadny bod tejto siete prave vtedy, ked a je hromadny bod filtra F.

Uloha 4. Ukéite, ze ak priestor X spiﬁa Tietzeho vetu, tak je normalny.
T.j. chceme ukézat, ze X je normdlny, ak pre kazdi uzavreti podmnozinu A C X a kazdé
spojité zobrazenie f: A — R existuje spojité zobrazenie F': X — R také, Ze

Fla= 1.

Uloha 5. Nech = {0,1}¥ je stdin spocitatelne vela képii diskrétneho dvojprvkového
priestoru a nech I = (0, 1) je uzavrety jednotkovy interval s obvyklou topolégiou. Polozme

o0

o) = i

n=0

a) Ukézte, ze uvedeny predpis priradi kazdému x € X prave jeden prvok o(z) € I, teda
naozaj dostdvame zobrazenie ¢: X — 1.

b) Ukazte, Ze zobrazenie @ je spojité.

c) Ukézte, Ze zobrazenie ¢ je surjektivne. Je toto zobrazenie aj injektivne?

d) Daju sa veci dokdzané v predchadzajicich ¢astiach vyuzit na dokaz kompaktnosti priestoru
I1=0,1)7



