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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

De�nícia kongruencie

De�nícia
Nech n ∈ N, a, b ∈ Z. Hovoríme, ºe a a b sú kongruentné modulo
n, ak n | a− b. Ozna£enie: a ≡ b (mod n).

▶ a ≡ b (mod n) znamená rovnaký zvy²ok po delení n.
▶ Napríklad 13 ≡ 1 (mod 4), 13 ≡ 8 (mod 5).
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Kongruencia je relácia ekvivalencie

Lema
Nech n ∈ N, a, b, c ∈ Z.
(i) a ≡ a (mod n)

(ii) a ≡ b (mod n) ⇒ b ≡ a (mod n)

(iii) a ≡ b (mod n) ∧ b ≡ c (mod n) ⇒ a ≡ c (mod n)

De�nícia
Triedy ekvivalencie zodpovedajúce relácii a ≡ b (mod n) nazývame
zvy²kové triedy modulo n. Zvy²kovú triedu £ísla k ozna£ujeme k .

Kongruencie



Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

S£itovanie a násobenie kongruencií

Veta
Nech n ∈ N, a, b ∈ Z. Nech a ≡ b (mod n), c ≡ d (mod n).
Potom

a+ c ≡ b + d (mod n),

ac ≡ bd (mod n).

Dôsledok
Ak ai ≡ bi (mod n) pre v²etky i = 1, . . . k , tak

a1 + · · ·+ ak ≡ b1 + · · ·+ bk (mod n),

a1 . . . ak ≡ b1 . . . bk (mod n).
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

S£itovanie a násobenie kongruencií

Dôsledok
Ak a ≡ b (mod n) pre nejaké n ∈ N, a, b ∈ Z, tak platí pre v²etky
k ∈ N aj kongruencia

ak ≡ bk (mod n).

Ak f je polynóm s celo£íselnými koe�cientmi, tak

f (a) ≡ f (b) (mod n).
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Fermatove £íslo F5

641 | F5 = 232 + 1

232 + 1 ≡ 0 (mod 641)

232 ≡ −1 (mod 641)
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Fermatove £íslo F5

641 = 625+ 16 = 54 + 24

641 = 640 · 10+ 1 = 5 · 27 + 1

Prvú rovnos´ vynásobíme £íslom 228. Pri druhej rovnosti vyuºijeme
n + 1 | n4 − 1.

641 | 54 · 228 + 232

641 | 54 · 228 − 1

Potom 641 delí aj rozdiel týchto dvoch £ísel, t.j.

641 | 232 + 1 = F5.
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Mersennove £íslo M11

23 | M11 = 211 − 1

211 ≡ 1 (mod 23)
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Krátenie v kongruenciách

Veta
Ak (m, n) = 1, tak existuje u ∈ Z také, ºe um ≡ 1 (mod n).
Ak (m, n) = 1, tak pre ©ubovo©né celé £ísla k , l platí implikácia
km ≡ lm (mod n) ⇒ k ≡ l (mod n).
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Redukované zvy²kové triedy

De�nícia
Zvy²kovú triedu modulo n nazveme redukovanou, ak kaºdý jej
prvok je nesúdelite©ný s £íslom n.

Veta
Mnoºina v²etkých redukovaných zvy²kových tried modulo n tvorí
grupu vzh©adom na násobenie.
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Krátenie v kongruenciách

Veta
Ak ac ≡ bc (mod n) a d = (n, c), tak a ≡ b (mod n

d ).
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

�al²ie vlastnosti

Tvrdenie
Ak a ≡ b (mod n) a m | n, tak platí a ≡ b (mod m).
Ak a ≡ b (mod n) a a ≡ b (mod m), kde m a n sú nesúdelite©né,
teda (m, n) = 1, tak a ≡ b (mod mn).

Dôsledok
Ak platí a ≡ b (mod mi ), pri£om mi , i = 1, 2, . . . , n, sú po dvoch
nesúdelite©né, tak platí aj a ≡ b (mod m), kde m = m1 . . .mn.
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Rád prvku v grupe

Propozícia
Nech G je kone£ná komutatívna grupa, |G | = n. Neutrálny prvok
tejto grupy ozna£me e a jej prvky ozna£me ako a1, . . . , an (t.j.
G = {a1, . . . , an}). Ukáºte, ºe pre ©ubovo©né a ∈ G platí:
▶ G = {aa1, . . . , aan};
▶ an = e.
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Rád prvku v grupe

an = e

▶ Stru£ne: Rád prvku delí po£et prvkov grupy.
▶ Argument pouºitý vy²²ie na zdôvodnenie an = e vyuºíva

komutatívnos´.
▶ Platí aj pre nekomutatívne grupy � dôsledok Lagrangeovej vety.
▶ Pre kone£né pole dostanem: a|F | = a.
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Mersennove £ísla

Tvrdenie
Nech p, q sú prvo£ísla a q | Mp = 2p − 1. Potom p | q − 1.
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Kongruencie De�nícia a základné vlastnosti

Fermatove £ísla

Veta (Euler)
Ak p je prvo£íslo a p | Fm, tak p je tvaru p = k2m+1 + 1 pre nejaké
k ∈ N.
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Kongruencie Grupové a okruhové kongruencie

Kongruencie v grupách

Relácia ekvivalencie ≡ na grupe (G , ∗) je (grupová) kongruencia ak

a ≡ a′, b ≡ b′ ⇒ a ∗ b ≡ a′ ∗ b′.

Rôzne poh©ady na faktorové grupy:
▶ Kongruencie
▶ Normálne podgrupy
▶ Jadrá homomor�zmov
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Kongruencie Grupové a okruhové kongruencie

Kongruencie v okruhoch

Relácia ekvivalencie ≡ na okruhu (R,+, ·) je (okruhová)
kongruencia ak z a ≡ a′ a b ≡ b′ vyplýva

a+ b ≡ a′ + b′

a · b ≡ a′ · b′

Rôzne poh©ady na faktorové okruhy:
▶ Kongruencie
▶ Ideály
▶ Jadrá homomor�zmov
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Lineárne kongruencie

Lineárne kongruencie

Veta
Kongruencia

ax ≡ b (mod n) (1)

má rie²enie práve vtedy ke¤ d | b, kde d = (a, n).
Navy²e, ak kongruencia (1) má rie²enie, tak po£et (navzájom
nekongruentných) rie²ení je d . Ak x0 je ©ubovo©né rie²enie (1), tak
v²etky rie²enia tejto kongruencie sú tvaru x0 +

kn
d .
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Lineárne kongruencie

Lineárne kongruencie

34x ≡ 60 (mod 98)

Rie²enia:

x ≡ −4 (mod 98)

x ≡ 45 (mod 98)
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�ínska veta o zvy²koch

�ínska veta o zvy²koch

Veta (�ínska veta o zvy²koch)
Nech m1, . . . ,mn sú po dvoch nesúdelite©né £ísla. Nech
b1, . . . , bn ∈ Z. Potom systém kongruencií

x ≡ b1 (mod m1)

x ≡ b2 (mod m2)

...

x ≡ bn (mod mn)

má práve jedno rie²enie modulo m1 . . .mn (£iºe existuje práve jedno
x ∈ {0, 1, . . . ,m1 . . .mn − 1} sp¨¬ajúce v²etky uvedené
kongruencie).
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�ínska veta o zvy²koch

�ínska veta o zvy²koch

x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 6 (mod 7)
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�ínska veta o zvy²koch

�ínska veta o zvy²koch

Veta
Nech m1, . . . ,mn sú po dvoch nesúdelite©né £ísla. Nech
a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ Z a pre kaºdé k = 1, 2, . . . , n platí
(ak ,mk) = 1. Potom systém kongruencií

a1x ≡ b1 (mod m1)

a2x ≡ b2 (mod m2)

...

anx ≡ bn (mod mn)

má práve jedno rie²enie modulo m1 . . .mn.
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�ínska veta o zvy²koch

�ínska veta o zvy²koch

Veta
Nech f (x) je polynóm s celo£íselnými koe�cientmi. Nech
m1, . . . ,mr ∈ N sú po dvoch nesúdelite©né a nech M = m1 . . .mr .
Potom kongruencia

f (x) ≡ 0 (mod M) (2)

má rie²enie práve vtedy, ke¤ kaºdá z kongruencií

f (x) ≡ 0 (mod mk), k = 1, . . . , r (3)

má rie²enie. Ak v(mk) ozna£uje po£et rie²ení kongruencie (3), tak

v(M) = v(m1)v(m2) . . . v(mk)

je po£et rie²ení kongruencie (2).
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