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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Definicia kongruencie

Definicia
Nech n € N, a, b € Z. Hovorime, ze a a b st kongruentné modulo
n, ak n | a— b. Oznacenie: a = b (mod n).

» a= b (mod n) znamena rovnaky zvySok po deleni n.
» Napriklad 13 =1 (mod 4), 13 =8 (mod 5).
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Kongruencia je relacia ekvivalencie

Lema
NechneN, a, b,c € Z.

(i) a=a (mod n)
(if) a= b (mod n) = b=a (mod n)
(iii) a=b (mod n) A b=c (mod n) = a=c (mod n)

Definicia

Triedy ekvivalencie zodpovedajice relacii a = b (mod n) nazyvame
zvyskové triedy modulo n. Zvyskovi triedu Cisla k oznaCujeme k.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Scitovanie a nasobenie kongruencii

Veta
NechneN, a,b € Z. Nech a= b (mod n), c =d (mod n).
Potom
atc=b+d (modn),
ac=bd (mod n).
Désledok

Ak a; = b; (mod n) pre vsetky i = 1,...k, tak

a+--+ak=b+---+bx (mod n),
a...ak=b1...bx (mod n).
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Scitovanie a nasobenie kongruencii

Désledok
Ak a= b (mod n) pre nejaké n € N, a, b € 7, tak plati pre vsetky
k € N aj kongruencia

ak = bk (mod n).
Ak f je polyném s celoéiselnymi koeficientmi, tak

f(a)=f(b) (mod n).
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Fermatove Cislo Fs

641 | Fs =2%2 +1

22 11=0 (mod 641)
232 =1 (mod 641)

Kongruencie



Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Fermatove Cislo Fs

641 = 625 + 16 = 5% + 24
641 =640-10+1=5-2" +1

Prvii rovnost vynasobime &islom 228, Pri druhej rovnosti vyuzijeme
n+1]|n*-1.

641 | 5* - 278 4 2%
641 | 5%-228 —1

Potom 641 deli aj rozdiel tychto dvoch ¢&isel, t.).

641 2% +1=Fs.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Mersennove ¢islo My;

23 | My =21 —1
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Kréatenie v kongruenciach

Veta

Ak (m,n) =1, tak existuje u € Z také, ze um =1 (mod n).
Ak (m,n) =1, tak pre [ubovolné celé ¢isla k, | plati implikacia
km = Im (mod n) = k =1 (mod n).
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Redukované zvyskové triedy

Definicia
Zvyskovi triedu modulo n nazveme redukovanou, ak kazdy jej
prvok je nesidelitelny s &islom n.

Veta
Mnozina vsetkych redukovanych zvyskovych tried modulo n tvori

grupu vzhladom na nésobenie.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Kréatenie v kongruenciach

Veta
Ak ac = bc (mod n) ad = (n,c), taka= b (mod ).
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Dalsie vlastnosti

Tvrdenie

Ak a= b (mod n) a m| n, tak platia= b (mod m).

Ak a=b (mod n) aa=b (mod m), kde m a n si nesidelite/né,
teda (m,n) =1, tak a= b (mod mn).

Désledok
Ak plati a = b (mod m;), pricom m;, i =1,2,...,n, st po dvoch
nestdelitelné, tak plati aj a= b (mod m), kde m=my ... m,.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Rad prvku v grupe

Propozicia
Nech G je konecna komutativna grupa, |G| = n. Neutralny prvok
tejto grupy oznacme e a jej prvky oznaéme ako ai, ..., an (t.J.
G ={a1,...,an}). Ukazte, zZe pre [ubovolné a € G plati:
» G ={aa,...,aap};
> 3" =e.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Rad prvku v grupe

a"=e
» Strucne: Rad prvku deli pocet prvkov grupy.
» Argument pouzity vyssSie na zdovodnenie a” = e vyuziva
komutativnost.
> Plati aj pre nekomutativne grupy — désledok Lagrangeovej vety.
» Pre konecné pole dostanem: alfl = a.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Mersennove ¢isla

Tvrdenie
Nech p, q st prvocisla a q | M, =2P — 1. Potom p | g — 1.
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Kongruencie Definicia a zakladné vlastnosti

Fermatove ¢isla

Veta (Euler)

Ak p je prvocislo a p | Fp,, tak p je tvaru p = k2™+1 4- 1 pre nejaké
keN.
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Kongruencie Grupové a okruhové kongruencie

Kongruencie v grupach

Relacia ekvivalencie = na grupe (G, *) je (grupova) kongruencia ak
a=ad,b=b=axb=axb.

Rézne pohlady na faktorové grupy:
» Kongruencie
» Normalne podgrupy
» Jadra homomorfizmov
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Kongruencie Grupové a okruhové kongruencie

Kongruencie v okruhoch

Relacia ekvivalencie = na okruhu (R, +, ) je (okruhova)
kongruencia ak z a=a’ a b= b’ vyplyva

a+b=ad+b
a-b=a-b
Rézne pohlady na faktorové okruhy:
» Kongruencie

> Idealy
» Jadrda homomorfizmov
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Linearne kongruencie

Linedrne kongruencie

Veta
Kongruencia

ax=>b (mod n) (1)
m3 riesenie prive vtedy ked d | b, kde d = (a, n).
Navyse, ak kongruencia (1) ma rieSenie, tak pocet (navzdjom
nekongruentnych) rieseni je d. Ak xo je [ubovolné riesenie (1), tak
vietky rieSenia tejto kongruencie sii tvaru xg + %’.
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Linearne kongruencie

Linedrne kongruencie

34x =60 (mod 98)
Riesenia:

x=—4 (mod 98)
x =45 (mod 98)
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Cinska veta o zvyskoch

Cinska veta o zvyskoch

Veta (Cinska veta o zvyskoch)

Nech my, ..., m, si po dvoch nesidelitelné Cisla. Nech
bi,..., b, € Z. Potom systém kongruencii

x=b (mod my)

x=by (mod my)

b, (mod my)

X

ma préve jedno riesenie modulo my ... m, (Cize existuje prave jedno
x €{0,1,...,my...m, — 1} spliajice vsetky uvedené
kongruencie).
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Cinska veta o zvyskoch

Cinska veta o zvyskoch
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Cinska veta o zvyskoch

Cinska veta o zvyskoch

Veta

Nech my, ..., m, si po dvoch nesidelitelné &isla. Nech
al,...,an, b1,...,by €Z a pre kazdé k =1,2,...,n plati
(ak, mg) = 1. Potom systém kongruencii

aix =b; (mod my)
ax = by (mod my)

apnx = b, (mod m,)

ma prave jedno riesenie modulo my ... my,.
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Cinska veta o zvyskoch

Cinska veta o zvyskoch

Veta
Nech f(x) je polyném s celoCiselnymi koeficientmi. Nech
mi,...,m, € N si po dvoch nesidelitelné a nech M = my ... m,.

Potom kongruencia
f(x)=0 (mod M) (2)
ma riesenie prave vtedy, ked kazda z kongruencii
f(x)=0 (mod my), k=1,...,r (3)
ma riesenie. Ak v(my) oznacuje pocet rieseni kongruencie (3), tak
v(M) = v(my)v(my)...v(mg)
Je pocet rieseni kongruencie (2).
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