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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 23. septembra 2026

1.1 Predhovor

1.2 Témy, ktorym sa tento text venuje

1.2.1 Polia a rozsirenia poli

e Zakladné vlastnosti poli a niektoré priklady poli.

e Rozsirenia poli.

o Konecné rozsirenia, algebraické c¢isla.

« Skonstruovatelné éisla — nie vietky dizky tseciek vieme skonstruovat, ak mame povolené
pouzivat iba pravitko a kruzidlo.

o Niektoré zédkladné vysledky o kone¢nych poliach.

1.2.2 Grupy



Kapitola 2

Opakovanie

Cielom tejto kapitoly je pripomentit nejaké veci, ktoré by ste mali poznat z nizsich ro¢nikov
— ide najmaé o veci tykajice sa vektorovych priestorov.

2.1 Vektorové priestory

Asporn velmi stru¢ne na tomto mieste pripomenieme niektoré veci o vektorovych priestoroch.
(A spomenieme niektoré priklady, ktoré st pre néds zaujimavé v stvislosti s vecami, ktorym
sa venuje tento text.)

D4 sa najst vela roznej literatiry obsahujicej zakladné veci o vektorovych priestorov — a
aj mnoho dalsieho z linedrnej algebry. V slovenéine napriklad [KGGS| Kl [KGl [Z].

Definicia 2.1.1. Trojica (V,+,+) sa nazyva vektorovy priestor nad pol’onﬂ F ak V' je mno-
Zina, + je bindrna operacia na mnozine V a - priradi prvkom ¢ € F a ¥ € V nejaky prvok
c-U €V asucasne plati:

(i) (V,+) je komutativna grupa.
(ii) Pre Iubovolné ¢,d € F, v € V plati

(c+ d)T = cv + dv.

(iii) Pre Iubovolné ¢ € F, ¥, 4 € V plati

—

(VU + W) = ¥ + .
(iv) Pre Iubovolné ¢,d € F, ¥ € V plati
¢(dv) = (cd)v.

(v) Pre Iubovolné ¥ € V plati

1-9=1.

1Definicia pola je v tomto texte az neskor — deﬁnicia v Casti Tento pojem by ste ale mali poznat
z nizsich ro¢nikov — prinajmensom ste ho spomenuli, ak ste definovali vektorovy priestor nad Iubovolnym
polom.

{opak: CHAPTEROPAK}

{vpr:DEFVPR}

{vpr:DEFVPRitemKG}



{vpr:PRIKLRnadQ}

6 Vektorové priestory

Prvky mnoziny V zvycajne voldme vektory vektory, prvky pola F' volame skaldry.
Neutrélny prvok grupy (V,+) sa zvykne nazyvat nulovy vektor a oznacovat 0. Inverzny
prvok k & vzhladom na operaciu + sa zvykne oznacovat —z.

Dobre pozndme najmé priestory tvaru V = F™. (A pre mnohé aplikécie st prave takéto
typy vektorovych priestorov najdolezitejsie.)

V mnohych oblastiach maji vyuzitie najmé vektorové priestory nad R a C. Pri veciach,
ktorymi sa chceme zaoberat tu, ale budu doélezité aj vektorové priestory nad inymi poliami.

Spomenme aj takyto priklad, ktory moze vyzerat pomerne neobvykle — je to vsak typ vek-
torového priestoru, s ktorym sa v tomto texte stretneme viackrat. (Nie¢o pododbné budeme
potrebovat, ked sa budeme rozprévat o rozsireniach poli — tvrdenie )

Priklad 2.1.2. R je vektorovy priestor nad Q.

To isté vysvetlené detailnejsie: Polozme V = R a F = Q. (T.j. nase vektory su reélne
¢isla a pracujeme nad polom raciondlnych ¢éisel.) Ako séitovanie vektorov pouzijeme obvyklé
sCitovanie redlnych ¢isel. Ako nasobenie skaldrom, tiez pouzijeme obvyklé ndsobenie — s tym
rozdielom, 7Ze teraz je zizené z R x R na Q x R.

Overit podmienky z definicie vektorového priestoru by malo byt v tomto pripade pomerne
jednoduché.

Pre ilustraciu sa pozrime na jednu z nich. Mali by sme overit, ¢i plati

(Ve € Q)(Yv,w € R)e(v 4+ w) = cv + cw.

Tato vlastnost ale plati pre Tubovolné redlne ¢islo ¢, je to iba distributivny zdkon. Tym skor
takato vlastnost zostane v platnosti, ak sme sa obmedzili na nejaki mensiu mnozinu.

Aj pre ostatné vlastnosti z definicie pomerne rychlo prideme na to, Ze to je podmienka,
ktorej platnost pre redlne ¢isla pozname.

Definicia 2.1.3. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Vektory v4,...,4, € V si
linedrne nezdvislé, ak z rovnosti

01171+"'+Cn17n:6
vyplyva cp =+ =¢, =0.

Linearna nezavislost teda znamena, ze nulovy vektor sa da dostat ako linearna kombinécia
danych vektorov iba trividlnym spdsobom, t.j. iba ak vsetky koeficienty si nulové.

Definicia 2.1.4. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Pre vektory v1,...,v, € V
oznacujeme

[T1, ..., Up) = {11 + - - + enUn;c1,...,cn € F}.
Téato mnozina tvori vektorovy podpriestor priestoru V a nazyva sa linedrny obal vektorov
ViyeooyUn.

Ak [0y,...,0,] =V, tak hovorime, ze vektory o1, ..., ¥, generuji priestor V.

[0, ..., U] teda oznaduje mnozinu vSetkych linedrnych kombinacii vektorov oy, ..., ¥,. Je
to najmensi vektorovy podpriestor obsahujici tieto vektory.

Definicia 2.1.5. Vektory vi,...,4, tvoria bdzu vektorového priestoru V' ak si linedrne
nezavislé a generuji V.
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Ekvivalentne definiciu bazy mézeme povedat tak, ze kazdy vektor & € V sa d4 jednoznacne
zapisat v tvare linedrnej kombinacie

5201 1++Cn17n

Teda na zadanie bazy sa do istej miery da pozerat tak, ze sme zaviedli ,stradnicovi
sustavu“ — pre kazdy vektory x mame jednoznacne priradené jeho ,siradnice® cq,...,cy.
(Samozrejme, ak si zvolime ind bazu, tak suradnice toho istého vektora budd iné.)

D4 sa ukézat, ze lubovolné dve bazy vektorového priestoru V' maju rovnaky pocet prvkov
— pomerne Casto sa uc¢i napriklad dokaz zalozeny na Steinitzovej leme. Pocet prvkov bazy
nazyvame dimenzia priestoru V' a oznacujeme dim(V).

Ak existuje (konecnd) baza priestoru V, tak V' sa nazyva konecnorozmerny.

Konecénorozmerny priestor je jeho dimenziou urceny jednoznacne az na izomorfizmus — ak
dim(V) =n tak V = F™.

Existuju aj vektorové priestory, ktoré nie st konecnorozmerné. Daji sa najst aj pomerne
jednoduché priklady — pozri dlohy 211 a 2:1.2] KedZe sme uz spomenuli redlne ¢isla ako
vektorovy priestor nad Q, azda by sa patrilo spomentft, ze toto je tiez priklad nekonecnoroz-
merného priestoru.

{vpr:PRIKLRnadQDIM}
Priklad 2.1.6. Priestor R nad polom Q z prikladu nie je kone¢norozmerny.

Jeden pomerne jednoduchy argument sa dé urobit, ak ¢lovek ovlada zakladné veci tykajtce
sa kardinality. D4 sa ukazat to, ze Q", a teda aj lubovolny konecnorozmerny priestor nad Q,
je spocitatelnd mnozina. Sticasne vieme, ze mnozina realnych c¢isel nie je spoéitatel’néﬂ

D4 sa to vsak zd6vodnit aj bez toho, aby sa ¢lovek musel odvolavat na nejaké veci tykajtce
sa spocitatelnych a nespocitatelnych mnozin. Jeden mozny pristup je skusit vymysliet nejakt
nekoneéni mnozinu prvkov, ktoré si linedrne nezavislé. Jedna pomerne elegantnd moznost je
pouzit logaritmy prvocisel — pozri tlohu alebo linku uvedent v poznamke pod éiarouE|

Este o Cosi iny argument uvidime v tlohe [£:6.2] ked budeme vediet nejaké zakladné fakty
o minimédlnom polyndéme.

Cvicenia
{vprcvic:ULOPOST}
Uloha 2.1.1. Nech V je mnozina vetkych postupnosti redlnych éisel. Dokazte, ze V. je vekto-
rovy priestor nad R. (Stcet dvoch postupnosti a aj skaldrny nasobok definujeme prirodzenym
spdsobom.)
Ukazte, ze tento priestor nie je kone¢norozmerny.
{vprcvic:ULOFUN}
Uloha 2.1.2. Nech V je mnozina vietkych zobrazeni R — R. Dokazte, ze V je vektorovy
priestor nad R. (Aj tu by malo byt jasné, ako definujeme sucet redlnych funkcif a skaldrny
ndsobok nejakej funkcie.)
Ukéazte, ze tento priestor nie je konecnorozmerny.
{vprcvic:ULOLOGPNLN}
Uloha 2.1.3*. Nech p1,. .., pp st rozne prvodisla. Dokézte, ze potom ich logaritmy In py, ..., Inp,
st linedrne nezdvislé nad Q. (Hint: Rovnost ¢ In p1+- - -+c¢,, In py, je ekvivalentnd s p* - - - pSr =
1. Viete dostat taktto rovnost s celoéiselnymi exponentami?)

2Nejaké zakladné veci tykajice sa spoéitatelnych mnozin a inch stvisiacich veci sa daji néjst napriklad
v [SI2].

Shttps://math.stackexchange.com/q/6244 Is there a quick proof as to why the vector space of R over Q
is infinite-dimensional?


https://math.stackexchange.com/q/6244

{relekv:EQKONG4}

8 Relacie ekvivalencie

2.2 Relacie ekvivalencie

2.2.1 Definicia relacie ekvivalencie

Pripomenme, Ze formalne reliciu na mnozine A definujeme tak, Ze to je nejakd podmmnozina
kartezianskeho sti¢inu A x A. Neformdlny pohlad je, ze méame nejaky vzfah medzi jednotlivymi
prvkami z A, pricom je jasne uréené, ktoré prvky z A st (nie si) v tomto vztahu.

Ak dva prvky st v reldcii R C A x A, tak pouzivame oznacenie (a,b) € R alebo aRb.

Definicia 2.2.1. Reldcia ~ na mnozine A sa nazyva reldcia ekvivalencie, ak je reflexivna,
symetrickd a tranzitivna, t.j. ak pre lubovolné a,b,c € A plati:

(i) a~a
(ii) Ak plati a ~ b, tak plati aj b ~ a.

(iii) Ak plati a ~ b a sicasne b ~ ¢, tak aj a ~ c.

a~a
a~b=b~a
a~bANb~c=a~c

Ako priklad, na ktorom si mézeme ilustrovat pojmy spomenuté v tejto cCasti, si mozeme
zobrat reldciu na mnozine Z urcenti podmienkou

an~b = 4] a—b. (2.1)

T.j. pre celé ¢isla a, b plati a ~ b prave vtedy, ked tieto dve ¢isla nam daji rovnaky zvysSok
po deleni ¢islom 4.

Samozrejme, nie je velmi tazké uvedomit si, ze podobne by to fungovalo ak by sme na-
miesto Stvorky zobrali iné prirodzené ¢islo. K takymto reldcidm sa este vratime v casti
a poznate ich uz z nizsich roénikov pod nazvom kongruencie a ste zvyknuti na oznacenie

a=b (mod 4).

2.2.2 Relacie ekvivalencie a rozklady

Ak mame nejaku reldciu ekvivalencie, tak t4 ndm rozdeli celt mnozinu na disjunktné casti.
Z kazdej reldcie ekvivalencie dostdvame rozklad. (A plati aj obratene, Ze z rozkladu dostaneme
reldciu ekvivalencie.)

Definicia 2.2.2. Ak ~ je relacia ekvivalencie na mnozine A a a € A, tak oznac¢ime
[a]| = {z € A;z ~ a}.
Mnozinu [a] nazyvame trieda ekvivalencie prvku a.

Teda [a] sme definovali tak, Ze pozostdva zo vSetkych prvkov, ktoré st v reldcii s prvkom
a.

Niekedy sa nam moze hodit zdoraznit aj relaciu, z ktorej sme uvazovanu triedu dostali.
V takom pripade by sme pouzili oznacenie [a]., ak reldciu oznacujeme ~ alebo [a]r ak reléciu
oznacujeme R.

Ale vo vicsine pripadov, ktoré nds budid zaujimat, budeme pracovat iba s jednou reldciou
ekvivalencie. A vtedy je jednoduchsie pouzit struénejsie oznacenie [a].
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Veta 2.2.3. Ak ~ je relacia ekvivalencie na mnozZine A, tak mnozina vsetkych tried ekviva-
lencie tvori rozklad mnoziny A, t.j. platia nasledujice podmienky:
o Zjednotenim vsetkiyjch tried ekvivalencie dostaneme celi mnoZinu A.

A=

a€A

o Jednotlivé triedy ekvivalencie si po dvoch disjunktné, t.j. pre lubovolné a,b € A plati
[a] =10} Vv [an[o] =0
Pre rozklad zodpovedajici relacii ~ pouzivame oznacenie
Af~ = {lal:a € A}.

Dékaz. Zjednotenie tried dd celi mnoZinu. Pre Iubovolny prvok a € A méme a € [a], a teda

aj
a€ U [a].
acA
Triedy st disjunkiné. Predpokladajme, ze [a] N [b] # 0. T.j. existuje nejaky prvok z € A
taky, ze x € [a] aj x € [b]. To znamend, ze a ~ x aj x ~ b — a z tranzitivnosti potom mame
a ~ b. Potom uz méme aj [a] = b (tloha [2.2.1)). O

Z reldcie ekvivalencie teda dostaneme rozklad. Obratene ak mame rozklad mnoziny A —
¢ize ak mnozinu A vieme dostat ako zjednotenie nejakych podmnozin, ktoré st navzdjom
disjunktné — tak vieme z neho dostat zodpovedajicu reliciu ekvivalencie. (Zakladnd idea
preco naozaj vieme nejako dostat pévodnt relaciu je to, ze a ~ b plati prave vtedy, ked prvky
a, b lezia v tej istej triede rozkladu, t.j.

a~b & [a] = [b].

Toto je vlastne podmienka (2.4)) v dlohe )

Priklad 2.2.4. Mo6zeme sa pozriet na to, aky rozklad dostaneme z relacie ekvivalencie urcenej
podmienkou ([2.1)), t.j. nasa reldcia je kongruencia modulo 4.

a~b & 4] a—0».

Jednotlivé triedy rozkladu budi presne zvySkové triedy modulo 4, t.j. trieda [a] pozostava
z tych ¢isel, ktoré maju rovnaky zvysok po deleni stvorkou ako a.
Dostavame styri triedy ekvivalencie:

{

{..,-7,-3,1,5,9,...}
2]={...,—6,-2,2,6,10,...}

{...,=5,-1,3,7,11,...}

Vidime, Ze triedy st skutocne disjunktné (Ziadne celé ¢islo nie je vo viacerych triedach).

Takisto kazdé celé ¢islo patri do niektorej z tychto styroch tried — teda zjednotenie tried
ekvivalencie je celd mnozina Z.

Je to teda naozaj rozklad mnoziny Z.

{relekv:PRIKLROZKADKONG4



{relekv:PRIKLDOBREMOD4}

{relekv:TVRDOBREDEF}

{relekv:EQFREL}

{relekv:EQF[A]}

10 Relacie ekvivalencie

2.2.3 Co znamen4, 7e funkcia je dobre definovana?

Pri praci s relaciami ekvivalencie a so zodpovedajicimi rozkladmi sa casto vyskytne situacia,
7e nds bude zaujimat, ¢i nejakd funkcia (pripadne bindrna operacia) je dobre definovand.
Nam sa konkrétne bude nieco takéto bude hodit, ked budeme definovat opericie na okruhoch

Z/(n) a Flz]/(h(z)) (tvrdenia a[4.5.1])

Sktisme si aspon na nejakom jednoduchom priklade osvetlit, ¢o sa takymto niec¢im roz-
umie. Uvidime tiez, ze s takymto niecim sme sa uz viackrat stretli — aj ked mozno v tych
situdciach nebolo explicitne pouzité takéto pomenovanie.

Situdcia, ktorou sa budeme zaoberat je takato. Mame nejakit mnozinu A a relaciu ekvi-
valencie ~ na tejto mnozine. Uz vieme, ze potom dostaneme rozklad

AJ~={lalia € A}

pozostavajuci z jednotlivych tried ekvivalencie.

A stcasne mame nejaké zobrazenie f: A — B, t.j. kazdému prvku z a sme priradili nejaky
prvok f(a) € B. Chceli by sme sa pozriet na to, ¢i ak triede [a] priradime hodnotu f(a), tak
dostaneme zobrazenie. Prave toto myslim pod tym, zZe funkcia

f:A/~— B
fila] = f(a)

je dobre definovan.
Vyskasajme to na najprv nejakom velmi jednoduchom konkrétnom priklade, neskor si
mozeme ukazat aj nejaké vSeobecné tvrdenie, ktoré tito situaciu popisuje.

Priklad 2.2.5. Pozrime sa opéf na relaciu ,kongruencia modulo 4, ¢ize relaciu zadana

vztahom (2.1).

a~b & 4]a—b

Pre tato relaciu dostdvame rozklad Z na styri triedy ekvivalencie [0], [1], [2], [3]

[a] — a mod 2

TODO je dobre definované zobrazenie.

[a] = a mod 3

TODO nie je dobre definované zobrazenie.

Tvrdenie 2.2.6. Nech ~ je reldcia ekvivalencie na mnozine A a f: A — B je zobrazenie.
Predpokladajme navyse, Ze pre lubovolné a; o € A plati

ay ~ az = f(al) = f(ag). (22)

Potom predpis B
f([a]) = f(a) (2.3)

urcuje dobre definované zobrazenie f: A/~ — B.

Ak mame k dispozicii podmienku (2.2)), tak skuto¢ne vieme dostat zobrazenie sposobom,
ktory sme spomenuli vyssie.

f: A/~ — B
f([a]) = f(a)

Ak st v tejto abstraktnej verzii uvedené tvrdenia nie celkom jasné, moze byt uzitoéné po-
rovnat toto tvrdenie so zobrazeniami, ktoré sa vyskytli v priklade

10

{relekv:SSECT!
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Dékaz. Cheeme zdovodnit, ze kazdej triede [a] sme predpisom skutoc¢ne priradili jediny
prvok mnoziny B.

T.j. pytame sa, ¢i hodnota f(a) je jednoznaéne urcend zvolenou triedou.

Samozrejme, trieda [a] mdze byt reprezentovand réznymi prvkami z A. Teda sa vlastne
pytame, ¢i pre [a] = [a/] dostaneme rovnaké hodnoty f(a) a f(a’).

=1l = fla)=f(a)

PretoZe [a] = [a] plat{ prave vtedy, ked a ~ a' (tloha 2.2.1)), méZeme tito podmienku
ekvivalentne prepisat ako
a~a = f(a)= f(d)
Toto je presne podmienka , ktord je medzi predpokladmi nasho tvrdenia.
Vidime teda, ze kazdej triede sme priradili jediny prvok. Sticasne je jasné, Ze tento prvok
patri do mnoziny B. O

Poznamka 2.2.7. Spomenme struc¢ne aspon niektoré situdcie, v ktorych ste sa inde mohli
stretnit s tym, Ze pre nejaki funkeciu (alebo bindrnu operaciu) bolo podstatné aj to, ¢i je
dobre definovana [

Racionalne cisla ako zlomky. Toto by mohol byt priklad, ktory dobre pozndme. Ra-
cionalne Cisla sme zvyknuti zapisovat ako zlomky:

Q={jiabeZb#0}

Samozrejme, kazdé raciondlne ¢islo moze mat vela takychto zapisov — ak citatel a menovatel
vynédsobime (vydelime) tym istym ¢islom, zlomok predstavuje to isté racionédlne ¢islo:

1 2 -2 3 4 )

36 -6 9 12 15
Vieme aj povedat, kedy dva zlomky predstavuju to isté ¢islo:

a a

/ i
—=—<ab =a'b.
b U
Scitovanie a ndsobenie racionalnych ¢isel mozeme definovat tak, ze povieme, ze
!/ / !/
a a ab’ +a'db
- - ==

b v b’
@ o _ad
b o b

Pri tychto definiciach si treba dat pozor na to, ¢i vysledok nezavisi od toho, ako sme racionalne
Cisla reprezentovali.
Ak by sme napriklad zaviedli novii operaciu predpisom
a da a+d

oo = o,
b b b4V
tak nedostaneme bindrnu operaciu na racionalnych c¢islach. Mali by sme totiz napriklad:
1 L I
23
2 1

)

= w ot N

4+3

4Pozri aj: https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1293.
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12 Relacie ekvivalencie

Tento predpis by teda nedefinoval bindrnu operaciu na mnozine Q.

Bolo by to v poriadku, ak by sme navyse pridali poziadavku, ze vzdy pouzivame zlomky
v redukovanom tvare. Alebo tieZ, ak by sme pracovali so zlomkami (ako s usporiadanymi
dvojicami Citatel a menovatel) a nie priamo s raciondlnymi ¢islami.

Robit takéto nieco stale moze byt v niektorych kontextoch uzito¢né. Napriklad takéto
nie¢o sa pouziva pri definicii Fareyovyjch zlomkov. (Cize je to konstrukcia, ktord sa v praxi
obcas vyskytne. Tu sme ju spomenuli ale najmé ako ukazku toho, ze na Q by sme takto
nedostali dobre definovand bindrnu operéaciu.)

TODO kardinalita

Cvicenia
relekv:ULOROVNAKETRIEDY}
Uloha 2.2.1. Nech ~ je reldcia ekvivalencie na mnozine A.
a) Ukézte, ze ak a ~ b, tak [a] = [b].
b) Ukézte, ze ak [a] = [b], tak a ~ b.
Celkovo teda pre reldcie ekvivalencie dostavame

{relekv:EQTRIEDY} an~Db & [a] = [b]. (2.4)

{relekv:ULOZOBR}
Uloha 2.2.2. Nech f: A — B je surjektivne zobrazenie. Ukazte potom, ze:

a) Predpis
a1 ~ az < f(a1) = f(az2)

definuje reldciu ekvivalencie na mnozine A. (Niekedy, ak by sme potrebovali zdéraznit aké
zobrazenie sme pouzili, by sme pre tito reldciu mohli pouzit oznacenie ~.)
b) Trieda prvku a sa rovnd

la] = {z € A; f(z) = f(a)}.
c¢) Ukézte, ze predpis

uréuje dobre definované zobrazenie a Ze zobrazenie f je bijekcia medzi A/~ a B.
{relekv:ULOPRIENIKDVE} .
Uloha 2.2.3. a) Nech R;, R su reldcie ekvivalencie na mnozine A. Ukédzte, ze aj R = RiNRy

je relacia ekvivalencie na mnozine A.
b) Ukéazte, Ze pre lubovolné a € A plati

[a]r = lalr, N]alg,.
{relekv:ULOPRIENIK} .
Uloha 2.2.4. Nech I # () a pre kazdé i € I je R; reldcia ekvivalencie na mnozine A. Ukazte,
Ze aj prienik tychto relacii R = [ R; je reldcia ekvivalencie na tej istej mnoéineﬂ
il
{relekv:ULOSUCINDVE} .
Uloha 2.2.5. Nech R; je reldcia ekvivalencie na mnozine A a Ry je reldcia ekvivalencie na

mnozine B. Definujme relaciu R na A x B tak, ze
((a,b),(d',b") €R & (a,a") € Ry A (b,V') € Rs.

Ukazte, ze R je relacia ekvivalencie na mnozine A x B.

5Ak mame dokdzani takito vec, tak vidime aj to, Zze pre Iubovolnt podmnozinu M C A X A existuje
najmensia reldcia ekvivalencie na A obsahujica M.
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KAPITOLA 2. OPAKOVANIE 13

Ak preferujete takéto oznacenie, to isté mdzeme povedat tak, ze pomocou dvoch relécii
ekvivalencie ~q a ~9 (pri¢om prvéd z nich je reldcia na mnozine A a druhd na mnozine B)
sme definovali novi relaciu na mnozine A x B podmienkou

(a,a") ~ (b,b") & a~ya ANbro .

Uloha 2.2.6. Pre dant mnozinu A a reldciu ~ overte, & ide o reléciu ekvivalencie:
a) A=N,z~y<3|z+2y
b)A=R,z~y&|lz—y <1
DA=Rz~ysz—yeZl
DA=Rz~yerz—yecQ

13



Kapitola 3

Okruhy a idealy

3.1 Okruhy — definicia a zakladné vlastnosti

Veci, ktoré v tejto casti chceme spomenit, ste uz mohli stretnit na bakaldrskom studiu.
Prinajmensom ste sa urcite stretli s definiciou pola — okruhy sa na polia do istej miery
podobajt, ale v definicii pola sii nejaké vlastnosti navyse.

3.1.1 Definicia okruhu
{okruh :DEFOKRUH}

Definicia 3.1.1. Nech R je mnozina, + a - st bindrne operacie na tejto mnozine. Potom
(R, +,-) volame okruh, ak plati:

(i) Operécia + je komutativna a asociativna, t.j.,
Vex,ye Rjx+y=y+ux
(Vz,y,z € R)(z+y)+z=x+ (y+2)
(ii) Operédcia + m4 neutrdlny prvok, budeme ho oznacovat 0.

(IeR)(VreR)x+0=0+z==x

(iii) Pre kazdé x € R existuje inverzny prvok vzhladom na operdciu +.
MxeR)(FyeRzx+y=y+a=0
Inverzny prvok k x vzhladom na s¢itovanie budeme oznacovat —z.
iv) Operacia - je asociativna, t.j. plati:
J J
(v) Platia distributivne zékony:
(Vz,y,z€ R)x-(y+z2)=z-y+x-2
(Vo,y,z € R)(y+2) 2=y -x+2z-x

Mbzeme si vsSimnut, ze prvé tri vlastnosti — tykajtce sa iba séitovania — sa daji strucne
povedat tak, ze (R,+) je komutativna grupa. (Takto sformulovand definicia mé vyhodu, ze
jej rozumie aj ¢lovek, ktory sa s pojmom grupy nestretol.)

14



KAPITOLA 3. OKRUHY A IDEALY 15

Poznamka 3.1.2. Operdcie v okruhu sice oznacujeme + a - (a Casto ich voldme séitovanie
a ndsobenie) — ale nemusi vzdy ist o séitovanie a ndsobenie realnych ¢éisel.
Takisto neutralny prvok pre sc¢itovanie sice oznac¢ujeme 0; nemusi to vsak byt ¢islo nula.

Priamo v definicii okruhu pozadujeme od operédcie + komutativnost aj existenciu neut-
ralneho prvku. Casto nas budu zaujimat aj okruhy, kde podobné vlastnosti ma aj nédsobenie

Definicia 3.1.3. Okruh (R, +, ) sa nazyva komutativny okruh, ak opericia - je komutativna.

Vr,ye R)xz-y=y-x

Okruh (R,+,-) nazyvame okruh s jednotkou, ak existuje neutrdlny prvok na ndsobenie,
ktory je navyse rozny od nuly. Ak takyto prvok existuje, budeme ho oznacovat 1.

FeR~{0H(VzeR)1l - z=2-1=1

Priamo v definicii pozadujeme 1 # 0. V skuto¢nosti sme tym vlastne ale iba zakazali
velmi trividlny okruh ({0}, +,-). V tomto okruhu sice existuje neutrdlny prvok pre ndsobenie
— nepovazujeme ho vSak za okruh s jednotkou.

Poznamka 3.1.4. Casto v literattire nijdete priamo v definicii okruhu aj poziadavku na
existenciu jednotky. V tomto texte pouzivame inti konvenciu — azda to je tak, ze ak explicitne
pouzijeme termin okruh s jednotkou, tak je jasné, ze pozadujeme jednotku (a ¢itatel nemusi
$pekulovat o tom, ktord z tychto dvoch definicif sa tu pouziva).

V konecnom doésledku aj tak okruhy, s ktorymi budeme pracovat, buda zvycajne ko-
mutativne okruhy s jednotkou. (Dokonca to zvycajne budd obory integrity — tento pojem
zavedieme o chvilu.)

Definicia 3.1.5. Nech (R,+,-) je okruh. Hovorim, ze R je okruh bez delitelov nuly, ak
z a-b=0 vyplyva a = 0 alebo b = 0.

(Va,be R)(a-b=0=a=0Vb=0)

Okruh (R,+,-) nazyvame obor integrity, ak je to komutativny okruh s jednotkou bez
delitelov nuly.

Mbze byt pre nas uzitocné si uvedomit, ze niekedy mozeme v okruhu kratit — nie vsak
uplne vo vSeobecnosti. Plati to vsak, ak pracujeme v okruhu bez delitelov nuly. (A teda aj

pre Tubovolny obor integrity.)

Tvrdenie 3.1.6. Nech (R,+,") je okruh bez delitelov nuly a nech a # 0 je nejaky nenulovy
prvok okruhu R.
Potom pre lubovolné x,y € R z ax = ay vypljva x = y.
V(a,z,y e R)(a#0ANa-z=a-y=z=1y)
Doékaz. Ak plati ax = ay tak mame

alx —y) =ax —ay = 0.
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16 Okruhy — definicia a zdkladné vlastnosti

Pretoze a # 0, z a(z — y) = 0 dostaneme
r—Yy= 07

a teda aj

O

MozZeme na tomto mieste pripomentt, zZe ste sa stretli uz v nizsich roénikoch a stretneme
sa s tymto pojmom znovu aj tu — definicia (Vlastne k definicii komutativneho okruhu
s jednotkou uz staci pridat to, ze pre kazdy nenulovy prvok pozadujeme existenciu inverzného
prvku vzhladom na nésobenie.)

3.1.2 Priklady okruhov

Prikladmi okruhov st vsetky polia, ako napriklad Q, R ¢i C (s obvyklym sc¢itovanim a néso-
benim).
A ako jednuduchy priklad okruhu dostédvame napriklad mnozinu celych ¢isel Z. To uz nie
je pole — ale stéle je to nejakd mnozina redlnych cisel a obvyklé sCitovanie a nasobenie.
Podme sa pozriet aj na nejaké priklady okruhov, ktoré dostaneme inym spdsobom — nie
tak, Ze si vezmeme vhodnii podmnozinu redlnych (komplexnych) ¢isel.

Priklad 3.1.7. TODO matice 2 x 2

R:{(i Z) ca,b,c,d € R}.

Ako operécie pouzijeme obvyklé s¢itovanie a ndsobenie matic.
Toto je priklad okruhu, kde existuji delitele nuly — tloha

Aby sme ukézali priklad okruhu, kde operédcie nie si znacené + a -, ale inak nez sme
zvyknuti, mozeme sktsit niec¢o takéto.

Priklad 3.1.8. Nech X je lubovolna mnozina a
P(X) = {4; A C X}

je jej potenénd mnozina (t.j. mnozina vSetkych podmnozin mnoziny X.)
Potom (P(X),A,N) je komutativny okruh s jednotkou. Symboly A a N oznacuji symet-
rickd diferenciu a prienik, t.j.

AAB = (AN B)U(B\ A)

ANB={x;(x € A)A(x € B)}
Vennov diagram pre symetricki diferenciu je zndzorneny na obrazku [3.1] Ak by sme aj
symetricku diferenciu chceeli zadefinovat pomocou logickej spojky, pouzili by sme spojku XOR.

(T.j. logicku spojku urcent tym, ze p XOR ¢ je pravdivé prave vtedy, ked p a ¢ maji opacné
pravdivostné hodnoty.)

16



KAPITOLA 3. OKRUHY A IDEALY 17

A AAB |B

{okr:FIGROZD} Obr. 3.1: Vennov diagram pre symetrickt diferenciu AAB

3.1.3 Homomorfizmy okruhov

Definicia 3.1.9. Nech R, 5 st okruhy a f: R; — Rs je zobrazenie. Hovorime, ze f: Ry — Rs
je homomorfizmus ak pre Iubovolné z; 2 € R; plati:

frr +x2) = f(21) + f22)
floy - x2) = f(x1) - flaz)

Definicia 3.1.10. Ak f: Ry — R je homomorfizmus a stcasne to je bijekcia, tak hovorime,
ze f je izomorfizmus.

Okruhy R, 2 nazyvame izomorfné, ak existuje izomorfizmus R; — Ry. Oznacujeme R; =
Rs.

7Z rdznych situdcii, s ktorymi sme sa stretli, uz vieme, ze ak Ry a Ry sd izomorfné okruhy,
tak st ,,v podstate” rovnaké. (Podobne ako to bolo napriklad pre izomorfné vektorové pries-
tory.)

3.1.4 Podokruh

Podobne ako pri inych typoch struktar, aj tu sa moézeme pytaf, kedy dand podmnozina
s rovnakymi operdciami bude opét tvorit okruh. (Tak ako sme pri vektorovych priestoroch
studovali podpriestory, pri grupach podgrupy.)
{okr : DEFPODOKR}
Definicia 3.1.11. Nech (R, +,-) je okruh a S C R. Hovorime, Ze S je podokruh okruhu R,

ak:
(i) S#0
(ii) Pre Tubovolné z,y € S plati aj x —y € S.
(iii) Pre Iubovolné z,y € S plati aj -y € S.

Mozeme si v§imnut, ze druhd podmienka vlastne hovori, ze S je podgrupa komutativnej
grupy (R,+). A tieZ, Ze druhd aj tretia podmienka stvisia s tym, Ze mnozina S je uzavretd
vzhladom na scitovanie aj nasobenie.

Cvicenia

{okruhcvic:ULOAKRATO}
Uloha 3.1.1. Nech R je lubovolny okruh. Ukéazte priamo z definicie okruhu, ze a - 0 = 0.
. {okruhcvic:ULOMATSUCINO}
Uloha 3.1.2. N4djdite priklad nenulovych matic A, B rozmerov 2 x 2 nad polom R takych,

7ze A-B=0.

17
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{ideal:DEF}

{ideal :PRIKLTTRIV}

18 Ideéaly v okruhoch

Uloha 3.1.3. Ukézte, 7e ak f: R — R’ je homomorfizmus okruhov, tak f(0) = 0.

Uloha 3.1.4. Nech R je okruh. Pre lubovolné f,g: R — R mézeme definovat stéet a siéin
funkcii predpisom:

(f+9)(x) = f(z) +g(=)
(f-9)(x) = f(x)-g(x)

Dokazte, ze mnozina vsetkych zobrazeni R — R s takto definovanym scitovanim a naso-
benim tvori okruh.

Ak navyse R je komutativny okruh, aj okruh funkci je komutativny. Ak R je okruh
s jednotkou, tak aj okruh funkcii je okruh s jednotkou.

Uloha 3.1.5. Nech R = {f: R — R} je mnozina vetkych funkeif z R do R. Na tejto mnozine
vieme definovat operécie s¢itovania a nasobenia ako

(f+9)(x) = f(z)+g(=)
(f-9)(x) = f(x)-g(x)

Dostaneme takto okruh (tdloha (3.1.4)).
Nech a € R. Ukézte, ze potom mnozina

I={f€R;f(a) =0}

tvori ideal v okruhu R.
Vedeli by ste najst homomorfizmus ¢: R — R, ktorého jadrom je tento idedl?

Uloha 3.1.6. Ukézte, ze lubovolny podokruh pola obsahujtici jednotku je obor integrity.

3.2 Idealy v okruhoch

Definicia 3.2.1. Nech R je okruh a I C R. Hovorime, zZe I je idedl v R ak I # ) a sticasne
plati:

(i) Pre lubovolné a,bec I aja—bel.

(ii) Pre Iubovolné a € I a r € R plati aj ar,ra € I.

(Va,bela—-bel
Mael)reRa-rr-acl

My sa najcastejsie budeme zaoberat komutativnymi okruhmi — v takom pripade staci
samozrejme v druhej ¢asti definicie pouzit iba jedno poradie.

Poznamka 3.2.2. Opit aj tu by sa prva cast definicie dala ekvivalentne povedat tak, ze I
je podgrupa grupy (R,+). My sme vSak uprednostnili definiciu, ktord je sformulovand bez
pouzitia pojmu grupy.

Priklad 3.2.3. Ako dva velmi trividlne pripady dostaneme, ze {0} a R st idedly v okruhu

R (tlohy a[3.2.3).
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V niektorych situdcidch nedostaneme iné idedly, ako tieto dva:

Priklad 3.2.4. Ak F je pole, tak jediné idedly v F st {0} a celé F.
Skutocne, ak I je idedl v nejakom poli a existuje a # 0 patriace do I, tak potom aj

l=a-a'el
7 toho, ze I obsahuje jednotku, uz pre vsetky x € F' dostaneme
r=1-x¢e€l.
Pomerne jednoduchi triedu idedlov dostaneme tak, ze si vezmeme jeden konkrétny prvok
a vSetky jeho nasobky.
Priklad 3.2.5. Ak R je komutativny okruh s jednotkou a a € R, tak ozna¢me

(a) = {ax;x € R}.

Pomerne Tahko sa overi, Ze tdto mnozina je idedl v R, ktory obsahuje a. (Je to najmensi
idedl s tymito vlastnostami.) Idedl takéhoto tvaru sa nazyva hlavng idedl.
Podme sa presvedcit, ze za uvedenych predpokladov mnozina

I =(a) ={azx;z € R}

skuto¢ne spliia podmienky z definicie idealu.
Mame a =a-1 € I, ¢ize I # (.
Pre Tubovolné dva prvky z I je aj ich rozdiel uvedeného tvaru:

ar, — axe = a(xry — T2)

A ak nejaky nésobok prvku a vyndsobime lubovolnym prvkom z okruhu, tak znovu do-
staneme nasobok a.
(ax)r = a(ar)
N&s budi zaujimat najmé okruhy (Z,+,-) a (F[z],+,"), t.j. celé &isla a polynémy nad
nejakym polom. V tychto okruhoch st vsetky idealy hlavné - tvrdenia a

Tvrdenie 3.2.6. Nech R, R’ si okruhy a f: R — R’ je homomorfizmus okruhov. Potom
mnozina
Ker f ={x € R; f(z) =0}

je idedl v R. Tuto mnoZinu nazyvame jadro homomorfizmu f.

Dékaz. 0 € Ker f. Staéf si uvedomit, ze f(a) = 0 (tdloha [3.1.3). Dostavame teda, Ze 0 € I,
Gize I # ().

Ak a,b € Ker f, tak aj a — b € Ker f. Prepokladajme, ze f(a) = f(b) = 0. Pretoze f je
homomorfizmus, dostavame potom

fla=0b)=f(a) = f(b) =0—-0=0.

Ak a € XKer f a x € R, tak aj ax,xa € Ker f. Ak plati f(a) = 0, tak mame aj
flaz) = f(a) - f(z) =0 f(x) =0,
f(za) = f(x) - f(a) = f(z) -0 =0.

To znamen4, ze aj ax,xa € Ker f.
Vyuzili sme fakt, ze v okruhu po vynasobeni Tubovolného prvku nulou dostaneme opét
nulu — tloha B.11] O
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20 Okruh celych ¢isel

Cvicenia
Uloha 3.2.1. Nech R je Iubovolny okruh a I C R je idedl v R. Ukéite, ze 0 € I.
Strucne: Kazdy ideal obsahuje nulu.
{idealcvic:ULOIDENULOVY}

Uloha 3.2.2. Nech R je Iubovolny okruh. Dokézte, Ze:

a) Mnozina I = {0} je idedl v R.

b) Ak navySe R je komutativny okruh s jednotkou, tak {0} = (0), t.j. tento ideél je hlavny
idedl generovany nulou.

Uloha 3.2.3. Nech R je Iubovolny okruh. Dokézte:
a) Mnozina I = R je idedl v R.

b) Ak navySe R je komutativny okruh s jednotkou, tak plati R = (1).
ealcvic:ULOPRIENIKDVOCH} .
Uloha 3.2.4. Dokazte, alebo najdite kontrapriklad:

a) Ak R je komutativny okruh s jednotkou a Iy, I5 si idedly v okruhu R, tak aj Iy N I je
idedl v R.
b) Ak R je komutativny okruh s jednotkou a Iy, I5 su idedly v okruhu R, tak aj I; U I je
idedl v R.

Uloha 3.2.5. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Nech pre kazdé a € A je I, idesl
v okruhu R. Dokazte, ze potom aj
=)L

ac€A

{idealcvic:ULl

{idealcvic:ULOIDECELY}

{idealcvic:ULOPRIENIK}

je idedl v okruhu R.

3.3 Okruh celych cisel

{okruhZ:SECT}
Chceme na tomto mieste pripomenit aj nejaké veci suvisiace s delitelnostou celych cisel.

Mnohé z nich uz poznite z nizsich ro¢nikov — mozno niektoré z nich ste sformulovali pre
prirodzené cisla a nie pre celé ¢isla, ale to je velmi maly rozdiel. Spominame ich hlavne preto,
ze velmi podobné veci budeme robit s polynémami — azda niektoré veci budi zrozumitelnejsie
ak si najprv pripomenieme analogické vlastnosti celych ¢isel.

Azda jediné, ¢o by mohlo byt nové, je to, ze si ukazeme nejaké veci o idedloch v okruhu
Z. A tiez, Ze niektoré vlastnosti pre n.s.d. dvoch ¢isel potom ukézeme pomocou idedlov.

Okruh (Z,+,-) je oborom integrity. V tejto Casti si ukdzeme, Ze okrem toho mé aj ti
vlastnost, ze kazdy idedl v Z je hlavny. Neskor uvidime, Ze obe tieto vlastnosti ma aj okruh
polynémov.

Mohli by sme budovat vSeobecnejsie tedriu takym spdsobom, aby sme tieto vlastnosti
dokézali naraz pre $irSiu triedu okruhov a vSetky vlastnosti, ktoré spominame pre Z a F|z],
by sme dostali ako Specidlne pripady. Pri praci s rozsireniami poli budeme pracovat najméa
s okruhom F[z]. Nesnazime sa tu teda budovat vSeobecni teériu — kedZe nés zaujimaju iba
dva konkrétne pripady, pricom jeden z nich uz ddverne pozname. Ale aj tak st tu viaceré
veci sformulované tak, aby bolo vidno nejakid podobnost medzi okruhmi Z a Fx]. (Z toho sa
potom da vidiet aj to, Ze pravdepodobne existuje nejakd moznost, ako tieto veci zmysluplne
zovSeobecnit.)

3.3.1 Veta o deleni so zvyskom
{okruhZ: SSECTLONGDIV}
Nasledujuci vysledok dobre poznate — spominame ho tu najmé preto, ze ho chceme viackrat

pouzit. A Ze vysledok delenia so zvySkom je zdkladom moduldrnej aritmetiky — ¢o je vec,
o ktorej sa ndm hodi aspon nieco spomeniit.
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Stcasne ho chceme pripomenit aj preto, ze sa ndm bude hodif analogicky vysledok pre
polynémy — tvrdenie |3.4.11

Tvrdenie 3.3.1 (Veta o deleni so zvyskom). Nech a,b € Z a b # 0. Potom existuju celé ¢isla
q,r také, Ze plati
a=q-b+r, 0<r<lbl.

Navyse ¢isla ¢ a r su tymito podmienkami jednoznacne urcéené.
C'islo q nazgvame podiel a c¢islo r zvysok cisla a po deleni ¢islom b. Pre zvysok budeme
pouzivat oznacenie r = a mod b.

Dokaz ste videli v nizsich ro¢nikoch — tu ho nebudeme opakovat. Struc¢ne sa dokaz da
povedat tak, Ze sa pozrieme na najvacsi celociselny nasobok c¢isla b taky, ze ¢gb < a. A
skontrolujeme, ze ak za q vezmeme takéto ¢islo, tak platia vlastnosti, ktoré pozadujeme od ¢
ar.

Poznamka 3.3.2. MoZno ste tento vysledok videli sformulovany pre b > 0 (t.j. pre priro-
dzené ¢isla b). Medzi zdévodnenim takejto formulécie a formuldcie pre kladné b nie je velky
rozdiel. (Samozrejme, ak pracujeme iba s kladnymi ¢islami, tak podmienku 0 < r < |b]
mozeme nahradit podmienkou 0 < r < b.)

Ked uz spominame nejaké rozne varidcie tejto vety, ktoré sa odlisuju viac-menej iba
v drobnych detailoch, tak ak by sme vynechali podmienku o jednoznacnosti, tak mdzeme
pouzit aj formuldciu s podmienkou |r| < |b|.

Teda tri podoby tejto vety, ktoré sme spomenuli, sa stru¢ne daju zapisat takto:

(VaeZ)(Mbe Z~{0})(Tg,r €Z)(a=q-DAN0<7r <|b|)
(Va € Z)(¥b e NN {0})(3lg,r € Z)(a=q-bAO <71 <b)
(Va e Z)(Vb e Z~{0})(3q,r € Z)(a=q-bA|r| < |b])

3.3.2 Delitenost

Definicia 3.3.3. Ak a,b € Z tak hovorime, ze a deli b, ak existuje celé ¢islo ¢ také, ze b = qa.
Oznadujeme a | b.

Teda a | b je vlastne definované tak, ze b je celo¢iselnym nasobkom ¢isla a. Pre a # 0 to
ekvivalentne mézeme povedat aj tak, ze zlomok g je celé ¢islo.

Ak a nie je delitelom éisla b, tak pouzivame oznacenie a t b.

Zakladné vlastnosti delitelnosti poznate z nizsich roc¢nikov — a budeme ich bezne pouzivat.
Napriklad medzi vlastnosti, ktoré sa nam niekedy mézu hodit, patri to, ze pre Iubovolné
a,b, c € Z plati:

e 1]a,al0;

o Ak O] a,tak a=0.

o ala;

o Ak a|bajb]a,tak a = +b (tloha|3.3.1).

e Akalbabd]c takajalec.

e Akalbajal|c taka|bxe

e Ak a|bajalc, tak plati a | bx + cy pre Tubovolné z,y € Z.

e Aka,beN, tak z a | b vyplyva a <b.

o Akal|bab#0, tak |a| < |b].
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3.3.3 Idealy v okruhu Z

Ukézeme si, ze kazdy idedl v (Z, +, ) je hlavny.

Tvrdenie 3.3.4. Nech I C 7 je idedl v okruhu (Z,+,-). Potom existuje a € Z také, Ze
I=(a)={ax;x € Z}.

Ak navyse pridame podmienku a > 0, tak c¢islo a je jednoznacne urcené.

Cely dokaz sa strucne d& zhrnit tak, ze:

e Zoberieme si najmensie kladné a patriace do idealu I.

o Ukéazeme, ze vsetky ostatné prvky v I st nasobky cisla a.

Samozrejme, treba tam doplnit dalSie detaily. A ak chceme postupovat podla naznacenej
stratégie, tak mozno ako prvé sa oplati pozriet na to, ¢i v I musi existovat nejaky kladny
prvok. (A ¢o urobime, ak by neexistoval.)

Dékaz. Pripomenime, %e priamo z definicie idedlu vieme, %e I # @ (definicia .

Pripad I = {0}. Ak idedl I obsahuje iba nulu, tak mézeme zobrat a = 0, pozri tlohu
B21

Budeme sa teda odteraz teda uz zaoberat iba pripadom, Ze I # {0}. Teda I obsahuje aj
nejaké nenulové prvky.

Ezistencia. Predpokladdme teda, ze I ~ {0} # (. Pretoze pre kazdé x € I méame aj
—z = (—1) -z € I, uréite existuje aspon jeden kladny prvok v I. Potom mdéZeme zobrat

a =min{z € I;z > 0}.

(Vyuzivame, ze kazdd neprazdna podmnozina prirodzenych ¢isel ma najmensi prvok.)
Chceme ukézat, ze I = (a). T.j. Ze I obsahuje presne celo¢iselné nasobky prvky a.
m Pretoze a € I, priamo z definicie idedlu mame aj ax € I pre

Zoberme si Iubovolny prvok = € I. Na zéklade vety o deleni so zvyskom (veta
3.3.1) mam

@

r=q-a+r

pre nejaké ¢, r € Za0<r <a.
Ak by platilo r # 0, dostali by sme

r=x—q-acl,

kedze x aj qa patria do idedlu I. To je ale spor s minimalitou — zobrali sme za a najmensi
kladny prvok v I a zistili sme, ze r je od neho mensi. Takdto moznost teda nemadzZe nastat.
Zostava teda iba moznost, ze r = 0. To znamena, ze

xr=q-ac€(a).

Jednoznacnost. Ak pre a,b € Z plati (a) = (b), znamen4 to, Ze a | b aj b | a. Potom ale
a = £b (tloha [3.3.1)). Teda z tychto dvoch ¢isel bude nezdporné iba jedno. O

Mbzeme si tiez vSimnit vztah medzi hlavnymi idedlmi a delitelnostou. Pomerne Tahko

sa da skontrolovat, ze pre a,b € Z plati a | b & b € (a) & (b) C (a). (Overenie tychto
ekvivalencii sme nechali ako cvidenie — 1loha [3.3.2)).
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3.3.4 Najvacsi spolocny delitel

s vs

Definicia 3.3.5. Nech a,b € Z. Celé ¢islo d > 0 nazveme najvacsi spolocny delitel ¢isel a, b
ak d > 0 a plati:

(i) d]a, d]|b(T.j.d je sacasne delitel a aj delitel b.)
(ii) Pre kazdé c € Z také, Ze ¢ | a, ¢ | b plati aj ¢ | d.
Oznacujeme: d = ged(a, b).

Pri prirodzenych ¢islach ste mozno boli zvyknuti na definiciu, kde sa v druhej Casti na-
miesto ¢ | d vyskytuje ¢ < d. My sme zvolili takdto definiciu — neskor budeme delitelnost
definovat pre polynémy, takto je jasnejSie vidno, ze definicie vyzeraju analogicky.

Pre prirodzené ¢isla by sme dostali ekvivalentni definiciu aj ak by sme ju sformulovali
s podmienkou ¢ < d. Pre celé ¢isla by sme mohli pouzit d < |¢| a opédt by této definicia bola
takmer rovnocennd — jedind vynimka je pripad a = b = 0. (ModZeme si na tomto mieste tiez
uvedomit, ze pri nasej definicii mame ged(0,0) = 0.)

Poznamka 3.3.6. Oplati sa uvedomit si to, Ze pre lubovolné celé ¢isla a, b najvacsi spoloény
delitel skutoc¢ne existuje a je aj jednoznacéne urcéengy.
Na dokaz jednoznacnosti si stacf uvedomit, ze ak dve &sla d, d’ spliiaji podmienky z de-
finicie tak pre ne plati
d|d ajd |d.
Stiéasne mame d,d > 0, takze uz dostdvame d = d'.
Existenciu dostaneme z tvrdenia ktoré ideme teraz dokazat..

Tvrdenie 3.3.7. Nech a,b € Z. Potom mnozina
(a,b) = {az + by;z,y € Z}

je idedl v 7Z.
Navyse ak d > 0 je celé ¢islo také, ze (d) = (a,b), tak d je najvicsi spolocny delitel (a,b).

Pripomenme, ze uz vieme, ze kazdy idedl v Z je hlavny (tvrdenie [3.3.4). Akondhle sa
nam teda podari dokazat, Ze uvedand mnozina je skutoc¢ne ideil, tak mame existenciu ¢isla
d s uvedenymi vlastnostami

Dékaz. Ozna¢me I = {ax + by;x,y € Z}. Overenie, Ze tdto mnozina tvorf ideél je pomerne
priamocéiare — ponechdme ho ako cvi¢enie (tiloha .

Z tvrdenia potom vieme, Ze existuje nezdporné celé ¢islo d také, ze I = (d).

Este chceme overit, ¢i toto ¢islo d spliia podmienky z definicie m t.j. ¢ d = ged(a, b).

Je jasné, Ze ak ¢ | a aj ¢ | b, tak ¢ | ax + by pre lubovolné celé ¢isla x a y. Teda plati aj
¢ | d, pretoze ¢islo d je tiez takéhoto tvaru.

Potrebujeme este ale overit, ze ¢islo d je spolo¢nym delitelom a aj b. Mame a € I, a teda
aj

a € (d),

¢o vlastne znamend, ze d | a. Rovnakym spésobom mozeme zdovodnit aj d | b. O

Vidime, ze sme dostavame trochu iny dokaz Bézoutovej identity — tentokrat pomocou
idedlov. (Aj ked v dokaze, ktory ste videli na inych predmetoch, sa pravdepodobne pouzivali
podobné argumenty ako tu — ale nevyskytlo sa tam slovo idedl.)
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24 Okruh celych cisel

Désledok 3.3.8 (Bézoutova identita). Ak d = ged(a,b) tak existuji x,y € Z také, Ze
d = ax + by.
Tento vysledok bude uzito¢ny ¢asto v pripade, Ze ged(a, b) = 1.
Definicia 3.3.9. Celé ¢isla a, b nazyvame nestdelitelné, ak ged(a,b) = 1.
Dosledok 3.3.10. Ak a,b € Z su nesiddelitelné celé cisla, tak existuju x,y € Z také, Ze
ar +by = 1.

Na tomto mieste pripomeniem aj to, ze kedysi ste sa naucili postup, akym sa dé algorit-
micky hladat d = ged(a,b) v Z resp. N a sticasne ako sa daji najst x,y € Z spliajice rovnost
ax + by = d; bol to rozsireny Euklidov algoritmus.

3.3.5 Prvodisla

Vo vela veciach tykajucich sa prirodzenych (celych) ¢isel mali Specidlny vyznam prvocisla.
S to cisla, ktoré sa nedajt netrivialne zapisat v tvare sii¢inu.
Definicia 3.3.11. Prirodzené ¢islo p > 1 sa nazyva prvocislo ak pre jeho Tubovolny zapis
v tvare p = a - b plati a = 1 alebo b = 1.

Dolezity vysledok o prvocislach je fakt, ze prirodzené ¢isla vieme jednoznacne zapisat ako
suciny prvocisel.
Veta 3.3.12 (Zékladna veta aritmetiky). Pre kaZdé prirodzené ¢islon > 1 existuji prvocisla
Pb1,D25-- 5Pk také; Ze

n=p1-pPa---Dk-

Navyse takyto zdpis je urceny jednoznacne az na poradie.

Jedna z uzitocnych vlastnosti prvocisel je sformulovana v nasledujicom tvrdeni. D4 sa
vyuzit napriklad aj ako jeden krok v dokaze zékadnej vety aritmetiky.
Tvrdenie 3.3.13. Nech p je prvocislo, a, b si celé éisla. Ak p | ab, tak p | a alebo p | b.

p|ab = plavpl|d (3.1)

Dékaz. Ak p| a, tak uvedené tvrdenie plati.
Zostava ndm teda moznost p { a. PretoZe jediné prirodzené cisla deliace p si 1 a p,
dostavame v takomto pripade
ged(p,a) = 1.
Potom z dosledku [3:3.10] dostavame existenciu celych ¢isle z, y € Z takych, ze pr+ay = 1,
a teda mame aj
pbx + aby = b.

Vidime, ze plati
plp } p| pbx
=

= p | pbx + aby = b.
plabf — p|aby

O

Mozeme si vSimnut, ze argument pouzity v jednom kroku predchadzajiceho ddkazu sa
dé zapisat aj o Cosi vSeobecnejsie.
Tvrdenie 3.3.14. Ak pre celé ¢isla a, b, ¢ plati a | be a ged(a,b) =1, tak a | c.
Dékaz. Uloha B.3.4 m
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3.3.6 Kongruencie

Definicia 3.3.15. Ak a,b,n € Z, tak hovorime, ze ¢isla a, b si kongruentné modulo n, ak
plati
n|a—b.

Oznacujeme a = b (mod n).
a=b (modn) & nla—>a

S pojmom kongruencie pre celé Cisla ste sa uz stretli na inych predmetoch. Na tomto
mieste zopakujeme zakladné vlastnosti kongruencii — nebudeme vsak opakovat dokazy, ktoré
ste uz videli. Neskor sa chceme hlavne pozriet na to, ako pocitanie s kongruenciami stvisi
s okruhom zvyskovych tried modulo n.

Poznamka 3.3.16. V definicii sme pripustili aj zdporné n. Mézeme si vSimnut, ze
a=b (modn) & a=b (mod —n).

Takze pokojne sa stac¢i venovat pripadom, ked n > 0.
Tiez si mozeme v§imnut, ze pripady n =0 a n = 1 st velmi trividlne:

a=b (modO0) & a=1b
a=b (mod1l) & a,beZ

T.j. lubovolné dve celé ¢isla st kongruentné modulo 1. A kongruencia modulo nula ndm déva
rovnost.

Ako prvé si vsimnime, ze takto dostaneme reldciu ekvivalencie.
Tvrdenie 3.3.17. Nech a,b,c,n € Z. Potom plati:
(i) a=a (mod n)
(ii) Ak a=0b (mod n), tak aj b = a (mod n).
(iii) Ak plati a =b (mod n), b = ¢ (mod n), tak aj a = ¢ (mod n).

Tiez je uzitocné vediet to, ze kongruencie sa rozumne spravaju vzhladom na operacie
sCitovania a nésobenia.

Tvrdenie 3.3.18. Nech a,b,c,d,n € Z. Ak

a=c (mod n)
b=d (modn)

tak plati aj

a+b=c+d (modn)
a-b=c-d (mod n)
Tieto vlastnosti kongruencii poznéte z nizsich ro¢nikov (a podobné vysledky pre poly-

némy neskor ukazeme v tvrdeniach [3.4.33| a [3.4.34]). Samozrejme, na zopakovanie si mozete
vyskusat, ¢i by ste ich vedeli zdévodnit (dlohy [3.3.6a(3.3.7)).
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3.3.7 Zvyskové triedy a okruh Z/(n)

Na chvilu teraz zafixujme nejaké celé ¢islo n a pozerajme sa na veci, ktoré dostaneme z reldcie
,byt kongruentny modulo n“.

Vieme, ze ide o relaciu ekvivalencie. A teda pre kazdé celé ¢islo a dostaneme triedu
rozkladu — pozostavajicu z tych cisel, ktoré si kongruentné s ¢islom a. Okrem oznacenia
[a], ktoré sme zaviedli pri reldcidch ekvivalencie, niekedy pouzijeme aj @; najmé ak ndm to
niekedy pomoéze niektoré veci zapisat struc¢nejsie.

a
a

a=[a]={r€Z;z=a (modn)}

Tieto mnoziny nazyvame aj zvyskové triedy modulo n.
Ozna¢me si mnozinu zvyskovych tried ako

Z/(n) ={a;a € Z}.

Je zrejmé, ze tdto mnozina mé n réznych prvkov.
Chceli by sme na mnozine zvyskovych tried rozumne zaviest s¢itovanie a nasobenie. Prave
tvrdenie [3.3.18 ndm hovori, Ze moézeme operécie zaviest takymto spdsobom:

T+

T -

Sty (3.2)

:a’;~y

<

Tvrdenie 3.3.19. Nechn € Z, n # +1. Potom vztahy (3.2) urcuji dobre definované bindrne
operdcie na mnozine Z/(n).
MnoZina Z/(n) s tymito operdciami tvori komutativny okruh s jednotkou.

Ako uvidime, jedina netrividlna cast je ukazat, Ze tieto operacie si dobre definované —
ostatné veci uz pojdu velmi Tahko. To, ze takto definované sc¢itovanie a ndsobenie st dobre
definované, znamena, ze vysledok nezavisi od toho, akym prvkom sme dant triedu reprezen-
tovali. Nieco o tom, kedy je nejakd funkcia dobre definovand, sme spomenuli v ¢asti [2.2.3]

Keby sme skisili operacie definovat inym sposobom — tak, ze by to definicia bola zalozena
na celej mnozine, bez vyberu konkrétneho reprezentanta — mohli by sme sa zaobist bez toho,
aby sme potrebovali overovat takuto vec. Ind moznost definicie sictu, ktord vedie k tomu
istému vyslekdu, je naznacend v tlohe |3.3.8

Dokaz. Operdcie si dobre definované. Sktisme najprv poriadne zapisat, ¢o takito vec zna-
mend. Pytame sa na to, ¢i z T, = T2 a y; = Y, vyplyva aj x1 + 22 = y1 +y2 a tiez
T1 -T2 = U1 - Y2- (Ak sme séitali resp. vyndsobili dve triedy na zdklade predpisu z (3.2,
tak chceme vediet, ¢ vysledok vyjde vzdy rovnaky.)

Vieme, ze T1 = T je to isté ako 21 = 9 (mod n). (Pozri aj dlohu ) To znamena, ze
sa vlastne pytame na takato implikdciu:

x1 =22 (mod n) N 1 +y1 =x2+y2 (mod n)
y1 =y2 (mod n) 1 Y1 =x2-y2 (mod n)

Toto s vlastnosti, o ktorych vieme, Ze pre kongruencie platia — st to presne vlastnosti

z tvrdenia B.3.18
Z/(n) tvori komutativny okruh s jednotkou. Vsetky dalsie vlastnosti st uz teraz pomerne
jasné.
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Pretoze s¢itovanie v Z je asociativne a komutativne, dostdvame aj:
T+y=r+y=y+r=y+7
T+@+2)=z+@Wy+2)=(@@+y) +2=T+7y) +2

Pre nasobenie je overenie oboch tychto vlastnosti takmer totozné:

Stucasne ale pozadujeme, aby 0 # 1. T.j. chceme overit, ¢i
0#1 (mod n).

To je presne dovod, preco sme v predpokladoch zakdzali moznosti n = +1. (Kongruencia
0 =1 (mod n) plati prave vtedy, ked n | 1. Jediné celé ¢isla n, pre ktoré takéto nieco plati,
sin==l.)

Este chceme overit, ¢i pre kazdé T existuje inverzny prvok na scitovanie. Na to ndm ale
staci zobrat triedu —x.

T+ (—z)=z—2=0.

Poznamka 3.3.20. Podobnta tvahu este pouzijeme aj na inom mieste — konkrétne vo vete
M5 A uz sme spomenuli, Ze viacero veci z tejto Casti by sa dalo robit aj vSeobecnejsie.

Poznamka 3.3.21. Pokojne by sme sa mohli obmedzit na n > 0 a v podstate by sme nic¢
nestratili, pretoZe ¢isla n a —n generuju ten isty idedl v Z, (n) = (—n). Pre n > 1 méme

Z/)(n) = {0,1,...,n —1}.

(Pricom tu vSetky uvedené triedy st navzdjom rdézne — t.j. Z/(n) mé n prvkov.)
Su to v podstate inak zapisané zvyskové triedy — s ktorymi sme sa uz stretli v nizsich
roc¢nikoch.

Poznadmka 3.3.22. Uz v dokaze sme si vysvetlili, preco sme vylucili n = +1. (Vtedy by
sme takto dostali iba jednoprvkovi mnozinu.)

Mozeme vsimnut, ze aj pripade n = 0 je pomerne nezaujimavy — kazda trieda je jedno-
prvkova a dostaneme okruh izomorfny so Z.

Moézeme si tiez uvedomit, ze aritmetiku so zvyskovymi triedami bezne pouzivame v redl-
nom zivote. Napriklad pri ,,vypoctoch s kalenddrom alebo hodinkami“ — ked sa rozpravame
napriklad o mesiacoch, dnoch v tyzdni, hodinach, minitach a podobne.

e Ak je dnes sobota, o tri dni bude utorok.

e Ak od niec¢oho, ¢o sa stalo v novembri, prejdi tri mesiace — vieme, Ze t4 druha udalost

je vo februari.

e Ak je desat hodin dopoludnia, tak o Styri hodiny bude jedna hodina popoludni. Ak

trojhodinovy film zacal o jedendstej v noci, tak skoné¢i o druhej. (Ak mame to Stastie,
7e ho mozeme pozerat bez preruSovania reklamami.)
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28 Okruh celych ¢isel

o Ak je triStvrte na jednu (alebo dve, tri, Styri, ...) a mame sa vratit o polhodinu, vieme
ze vtedy bude Stvrt.
Pri dnoch v tyzdni vlastne pocitame modulo 7, pri mesiacoch v roku modulo 12, pri
hodinach modulo 24 alebo 12, pri minttach modulo 60.

Tvrdenie 3.3.23. Ak (p) je prvocislo, tak (Z/(p),+,-) je pole.

Dokaz. Vieme uz, ze Z/(p) tvor{ okruh — tvrdenie [3.3.19] Potrebujeme teda este ukézat, Ze
ak @ # 0, tak existuje k @ inverzny prvok vzhladom na ndsobenie.
Predpokladajme teda, Ze a = 0 (mod p), ¢o znamend, Ze p { a. To znamend, Ze

ged(a,p) = 1.

(Pretoze p je prvodcislo, jediné jeho delitele v prirodzenych ¢islach st 1 a p. Teda najvacsi
spolo¢ny delitel ¢isla p s nejakym ¢islom moze byt jedine 1 alebo p. Ale v tomto pripade to
p nebude — zostéava teda iba druha moznost.)

7 dosledku potom dostdvame, Ze existuji xz,y € Z také, ze

ar +py =1,

¢o znamena, ze
ar =1 (mod p).

V okruhu Z/(p) teda dostavame rovnost

8|
8|
Il
=

O

Aj tito vetu sme uvadzali najmé preto, ze budeme chciet ukézat analogicky vysledok pre
okruhy polynémov — veta m (Dokonca aj dokaz by mal vyzerat do istej miery podobne.)

Poznamka 3.3.24. Vsimnime si, ze kongruencie by tzko suvisia s idealmi v Z. Pre dve ¢isla
a, b mdme a = b (mod n) prave vtedy, ked ich rozdiel a — b patri do idedlu (n).

Podobna vec ako sme urobili tu sa d4 urobif vseobecne pre lubovolné okruhy.

e VsSeobecne pre okruhy by sme mohli definovat pojem okruhovej kongruencie. Je to
relacia ekvivalencie, ktora sa slusne sprava vzhladom na obe operacie.

o Takto definované kongruencie tizko sivisia s idedlmi. (Kazdej okruhovej kongruencii
vieme priradif idedl a obratene, ak méame nejaky ideal I na R, tak vieme z neho jedno-
ducho dostat kongruenciu.)

A oboma sposobmi — ¢i uz na zéklade kongruencii alebo pomocou idedlov — sa d4 definovat

faktorovy okruh.

V tomto texte budeme potrebovat iba jeden konkrétny pripad tejto konstrukcie — kon-
krétne budeme robit faktorovy okruh z okruhu polynémov F[z], zavedieme ho v Casti
7 toho ddévodu sa tu nezaoberdame faktorovymi okruhmi vSeobecne — obmedzili sme sa na
konkrétny pripad, ktory budeme potrebovat. Ale este predtym sme si povedali nieco aj pre
okruh Z, kedZe tento okruh dobre poznate. V okruhu F[z] funguje vela veci analogicky, asi
pre lepsie pochopenie je uzito¢né vidiet tito konsturkciu najprv na jednoduchsom priklade.

Cvicenia
Uloha 3.3.1. Dokaite, Ze pre a,b € Z z a | b, b | a vyplyva a = +b.

albAbla=a==b
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Uloha 3.3.2. Ukéite, Ze pre celé &sla a, b st tieto tri podmienky ekvivalentné:
(i) a|b;
(i) b € (a);
(iii) (b) < (a).

Uloha 3.3.3. Nech a, b st celé &sla. Dokédzte, Ze mnozina {ax + by;xz,y € Z} tvori ideal
v okruhu Z.

Uloha 3.3.4. Ukézte, 7e pre a,b,c € Z z a | be a ged(a,b) = 1 vyplyva a | c.

Uloha 3.3.5. Nech a, b st prirodzené ¢isla. Tvorf mnozina (a) N (b) idedl v Z? Ak éno, vedeli
by ste nejako charakterizovat n € N také, ze (n) = (a) N (b)?

Uloha 3.3.6. Nech n € Z a reldciu a ~ b na mnozine Z je definovana ako
a~b & a=b (mod n).

Ukézte, ze je to relacia ekvivalencie. (Strucne: Reldcia ,kongruencia modulo n* je relacia
ekvivalencie na mnozine Z.)

Uloha 3.3.7. Ukéite, 7e ak pre a,b,c,d,n € Z plati a = ¢ (mod n) a b = d (mod n), tak
plati aj

a+b=c+d (modn)
a-b=c-d (mod n)

Uloha 3.3.8. Nech z,y,n € Z. Ukézte, Ze mnozina
{a+bja,b€Z,a=x (modn),b=y (modn)}
sa rovna zvyskovej triede ¢isla z + y modulo n. T.j. Ze do tejto mnoziny patria presne také

&sla ¢, ktoré spliiaji c =z +y (mod n).

3.4 Polynémy a okruh F|z]

3.4.1 Rovnost, sCitovanie a nasobenie polynémov
Definicia 3.4.1. Nech F' je lubovolné pole. Potom ITubovolny zapis tvaru
f(@) = ana"™ + an_12""' + -+ a1z + a,

kde ag, ..., a, € F nazyvame polynom v premennej x nad polom F. Prvky ay, ..., a, volame
koeficienty polynému f(x).

Mnozinu vSetkych polynémov nad polom F' oznacujeme ako F[z].

Ak a; = 0 pre vSetky i = 1,...,n, tak f(z) = ag je konstantnyg polyndm. Ak aj ag = 0,
tak je to nulovy polynom.

Niekedy pouzijeme aj stru¢nejsi zapis pomocou sumy, t.j. polyném zapiseme ako

n
f(l‘) =apx" + - +ax+ap = Zaixi.
=0
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30 Polynémy a okruh F[z]

Poznamka 3.4.2. Polynémy by sme mohli definovat aj vSseobecnejsie — namiesto pola by sme
koeficienty mohli brat z nejakého okruhu. Aby sme dostali rozumné vlastnosti, tak by sme
chceli aby nas okruh bol oborom integrity, pripadne aspon komutativny okruh s jednotkou.
Dostali by sme takto mnozinu R[z] vSetkych polynémov nad R. A ak R je komutativny okruh,
mohli by sme s¢itovanie a nasobenie zaviest podobnym sposobom, ako vysvetlime nizsie — a
dospeli by sme k okruhu R[z].

My sme sformulovali definiciu pre polia — pretoze pre nase ucely staci. Nanajvys sa niekedy
vyskytne situdcia, ze by sme chceli pracovat s polynémami, kde vsetky koeficienty s prvky
nejakého podokruhu R pola F'. (Napriklad ak pracujeme nad R a zaujimaji nés polynémy
s celo¢iselnymi koeficientami, tak pouzijeme oznacenie Z[z].)

Rovnost polynémov definujeme tak, ze sa musia zhodovat koeficienty — nanajvys jeden
z nich by mohol navyse obsahovat na zaciatku nejaké ¢leny s nulovymi koeficientami. T.j.
napriklad f(z) = 22 + 2 — 2 a g(x) = 02 + 2% + z — 2 povaZujeme iba za dva rozne zapisy
toho istého polynému.

Definicia 3.4.3. Dva polynémy f(z),g(x) € F[z] tvaru

f(z) =ana™ + 12" 1+ a1z + ag

9(z) = ama™ + amo12™ "+ a1z + ap

kde m < n povazujeme za rovnaké prave vtedy, ked a; = b; pre t = 0,...,m a a; = 0 pre
i=m+4+1,...,n.

Vidime, ze kazdy polyném mozeme prepisat tak, ze ak s na zaciatku nejaké ¢leny s nu-
lovymi koeficientami, tak ich vynechdme. (A dostaneme tak tvar, ktory vyzerd pomerne
standardne.) Jedind vynimka je nulovy polyném — chceme aby nds zépis obsahoval aspoii
jeden ¢len, takze z polynému f(x) = 0 uz nebudeme ni¢ vynechavat.

Takato definicia moze vyzerat velmi neobvykla a tazkopadna. Prirodzene ¢loveku napadne
otazka, ¢i miesto takejto formulécie — pri ktorej sme museli este zdoraznit to, kedy povazujeme
polynémy za rovnaké — by sme nemohli jednoducho zaviest polynémy ako funkcie uvedeného
tvaru. Uvidime, ze odpoved je ,dno aj nie“. Vratime sa k tomu v pozndmke [3.4:23] Ale
strucne sa da povedaf, ze:

o Ak st pre néas dolezité iba pripady, ked pole F' je nekonec¢né, tak by nam uplne stacilo

pozerat sa na polynémy ako na funkcie.

e Ak sa vSak chceme zaoberat aj kone¢nymi polami, tak je lepsie rozliSovat polynémy a

polynomické funkcie.

Tiez mdze byt métice to, ze pre polynémy a pre funkcie pouzivame rovnaké oznacenie
f(x). Azda vsak z kontextu bude zvycajne jasné, o com hovorime. (A v situdcidch, kedy to
bude nutné rozlisit, na chvilu pouZijeme iné oznacenie.)

Definicia 3.4.4. Nech F je pole a f(x) = apz™ + an_12" "'+ -+ a1z + ap je polyném nad
polom F' zapisany tak, ze a, # 0.

Potom ¢islo n nazyvame stupeni polynému a oznacujeme st f(x) = n. Ak f(x) je nulovy
polyném, tak stuperi definujeme ako st f(x) = —oo.

Vyraz anz™ voldme vedici élen polynému f(x) a a, sa nazyva vedici koeficient.

Posledny vyraz ag voldme absolitny célen polynému f(x).

Polyném f(z) = apz™ + - -+ + a1z + ap nazveme normovany alebo monicky polyném, ak
a, = 1.
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Chceli by sme teraz nejako na mnozine F[z] zaviest scitovanie a ndsobenie — a pozriet sa
na to, ¢i takto dostaneme okruh.
Je pomerne jasné, ako budeme scitovat polynémy — jednoducho s¢itame prislusné koefi-
cienty. T.j. pre dva polynémy f(z) a g(z) definujeme ich stcet ako
f(@) = apa" + an_12"" '+ -+ a1z + ao
(z) = bpz™ + b1z L+ by + by
f(@)+g(x) = (an 4+ bp)x"™ + (an_1 4+ bp_1)x™ 4+ (a1 + b1)x + (ag + bo)

<

Resp. to isté moézeme zapisat aj strucnejsie ako:
n
fx) = E a;x
i=0

g(z) = Z bzt
i=0

flx) +g(x) = Z(ai + bi)xi

i=0

Samozrejme, sucet chceme mat zadefinovany aj pre polynémy roéznych stupnov. Mo6zeme
vsak k jednému z nich pridat na zaciatok niekolko nulovych clenov tak, aby sme dostali
rovnaky pocet koeficientov. (Rovnost polynémov sme definovali tak, Ze pridanie nulovych
¢lenov polyném nezmeni.)

Aj pre ndsobenie polynémov mame vcelku prirodzent predstavu o tom, ¢o by sme asi cheeli
urobif. Sme zvyknuti bezne pracovat s polynémami s readlnymi koeficientami. Napriklad ak
si vezmeme polyném f(x) = 22+ +1 a g(z) = 22 — 22 + 3, tak vieme ich siéin dostat tak,
ze jednoducho vsetko roznasobime a dame dokopy cleny s rovnakymi exponentami.

f(x)g(x) = (* + 2+ 1)(z* — 22 + 3)
=at -2+ 22 — 2 +3
Napriklad koeficient pri z? sme ziskali tak, Ze sme sa pozreli na vSetky ¢leny v prvom a
druhom polynéme, kde exponenty davaja siucet dva. T.j. su to konkrétne tieto:

2?34z (—20)+1-22 =(3-2+1)22

Teda koeficient pri ¥ dostaneme tak, Ze sa pozrieme na ¢leny a;z* z prvého polynému a bjxj
z druhého polynému, pre ktoré i + j = k. Samozrejme, moze sa stat, Ze niektoré z tychto
¢lenov budi nulové. V uvedenom priklade ¢leny 23 vieme dostat iba ako

x? - (=2x) 4z - 2?,
’ t tav . . d h 1 ’ vl b h DAY 3
neméme totiz ani v prvom ani v druhom polynéme ¢len obsahujuici 2.

Definicia 3.4.5. Nech F je pole f(z),g(x) € Fx] si polynémy uréené ako

f(z):anfanr'“Jral:chao,
g(x) = bpx™ 4 -+ + brx + b.

Potom ich sicin h(z) = f(z) - g(x) definujeme ako polyném

h(z) = Crmpn@™ " 4+ -+ + 12 + co,
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32 Polynémy a okruh F[z]

kde koeficienty st urcené predpisom

m+n

k=Y aibp_i, (3.3)

i=0
pricom polozime b; = 0 ak sa v stcte vyskytnd cleny, kde j > m alebo j < 0.

Predpis pre koeficient ¢, by sme mohli zapisat aj ako

cp = Z aibj, (3.4)

itj=k

kde scitujeme cez vsetky celé cisla davajuce sucet k; ale v pripadoch ked index je zaporny
alebo je vyssi nez stupen nasho polynému berieme koeficienty ako nuly.

Takyto zapis vyzera azda o cosi symetrickejsie.

Vsetkym problémom s tym, ze sme nejako museli dat pozor aj na zdporné indexy by sme
sa mohli vyhnut, ak by sme jeden z polynémov doplnili nulovymi koeficientami tak, aby sme

flx) =apz" + -+ a1z + ao,
g(x) =bpa" + -+ bz + bo.

A potom by sme mohli polozit
2n
k=Y aibi_i. (3.5)
i=0

Pretoze sme pridali iba nulové koeficienty, nemohli sme ovplyvnit vysledni hodnotu —
koeficient ¢j bude rovnaky ak pouzijeme ktorékolvek z uvedenych troch vyjadreni ,
a (B.3).

Vsimnime si, ze ak vedice ¢leny polynémov f(x) resp. g(x) s a,z™ a by,a™, tak v sucine
ako vedtci koeficient dostaneme a,,b,,z"*™. Pricom ak a, # 0 a b,, # 0, tak aj a,b,, # 0.
To znamena, ze pre stupen sucinu dvoch polynémov dostaneme:

st f(x)g(x) = st f(x) +stg(x) (3.6)

(Tento vztah funguje aj pre nulovy polyném — ak sa drzime dohody, Ze —co +n = —oc0 a
(—00) + (—09) = —00.)

Ked uz mame nejako pre polynémy definované séitovanie a nasobenie, mozeme sa zamys-
lief nad tym, ¢i sme dostali skuto¢ne okruh.

Tvrdenie 3.4.6. Nech F je pole. MnoZina F|x] vietkijch polyndmov nad F s operdciami
scitovania a ndsobenia zadefinovanymi vyssie tvori komutativny obor integrity.
Navyse mnozina vsetkych konstantnych polynomov je podokruh, ktory je izomorfny s F'.

Pretoze konstantné polynémy sa pri s¢itovani a ndsobeni spravaju rovnako ako prvky pola
F, budeme ¢asto budeme tieto dve mnoziny stotoznovat. (Takéto nie¢o ndm niektoré tvahy
zjednodusi — usetrime si pridanie jedného izomorfizmu.)

Doékaz. (R[z],+) je komutativna grupa. Vlastnosti s¢itovania st pomerne jasné, pretoze s¢i-
tovanie je definované ,po siradniciach“. Dostaneme naozaj komutativnu grupu. Neutralny
prvok je nulovy polyném f(z) = 0.

Komutativnost ndsobenia. Z viacerych vyjadreni pre koeficienty polynému f(z)-g(z) sme

v (3.4]) uviedli
C = Z aibj.

itj=k
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Pretoze a;b; = bja;, vysledok sa nezmeni, ak vymenime f(z) a g(z).
Asociativnost ndsobenia. Pre polynémy

f(x) = apz™ 4 --- 4+ a12 + ao,

g(z) = bpx™ + -+ - + bz + by,

hz) =cpa” + -+ c1x+co
chceme overit, ¢i f(z)(g(x)h(x)) = (f(z)g(x))h(x).

Tu sa oplati pozerat sa na koeficienty stc¢inu pomocou vztahu (3.4). Pre lava aj prava
stranu dostaneme ako koeficient pri z!

d, =

E aibjck,

i+j+k=l

pricom vo vyraze a;b;cy zdtvorky mozeme vynechévat — vieme, ze v okruhu F' je ndsobenie
asociativne.

Neutrdlny prvok pre ndsobenie je konstantny polyném f(x) = 1.

Distributivnost. Mame

f(x) =ana"™ + -+ a1z + ao,
hiz) =cpa” + -+ c1x+co

a chceme overit, ¢i f(z)(g(z) + h(z)) = f(z)g(x) + f(x)h(x). Pre polyném na lavej reps.
pravej strane tejto rovnosti dostaneme ako koeficient pri x

C = Z ai(ijrcj),

i+j=k

Z aibj + aiCj.

it+j=k

dy,

Tieto dva vyrazy sa rovnaju — vdaka distributivnosti v poli F'.

Obor integrity. 7 vidime, Ze v F[z] neexistuju delitele nuly — pri sti¢in dvoch nenu-
lovych polynémov nemoze mat nizsi stupen nez polynémy, ktoré nasobime.

Konstantné polynomy a F. Dokaz poslednej c¢asti tvrdenia — o konstantnych polynémoch
— je pomerne priamociary (tloha . O

Z (3.6) vieme povedat aj to, Ze sicin dvoch nenulovych polynémov nemoéze byt nulovy.
(Nésobenie nenulovym polynémom neznizi stupen.)

Dosledok 3.4.7. Nech F' je pole. Potom (F|x],+,-) je obor integrity.

3.4.2 Dosadzovanie do polynémov

V tejto Casti budeme pracovat aj s funkciami aj polynémami. Aby bolo jasné, ¢o mame na
mysli, teraz budeme pouzivat pre polynémy namiesto f(z) iba jednopismenkové oznacenie
f. (A oznalenie f(z) si nechdme pre funkcie resp. funkéné hodnoty.) Neskor sa opaf vratime
k takému oznaceniu ako doteraz — a ak by niekedy bolo nejasné, s ¢im pracujeme, tak sa to
budeme snazit zdéraznit, ¢i ide o polyném alebo o funkciu.

Nie je tazké si uvedomit, ze do polynémov sa dé dosadzovat. Konkrétne, ak mame polyném

-1
[=ap2" +ap12""" 4+ +ap
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34 Polynémy a okruh F[z]

a nejaky prvok c € F, tak vyraz
fle) = anc™ + an_1¢" 1+ -+ ap.

Tak ako tu, budeme pouzivat oznacenie f(c) pre hodnotu, ktorti dostaneme, ak do polynému
f dosadime c.

Ak si zvolime konkrétne ¢, tak sme takto priradili kazdému polynému f € F[z] nejaky
prvok f(c) € c. Séitovanie a nasobenie polynémov je definovand tak, Ze dosadzovanie do
polynémov funguje ,rozumne.

Tvrdenie 3.4.8. Nech F' je pole a ¢ € F. Potom zobrazenie
Ye: Fla] = F
pe: [ f(C)

je okruhovy homomorfizmus. T.j. plati

(f +9)(c) = flc) +9(c)
(f9)(c) = f(c) - g(c)

Tento homomorfizmus voldme dosadzovaci homomorfizmus.

Strucne sa da povedat to, ze uvedené tvrdenie plati preto, Ze nasobenie a sc¢itovanie sme
definovali presne takym spdsobom, aby takéto nieco fungovalo. (Ked sme definovali siic¢in
polynémov, pozreli sme sa na to, ako by sme roznasobili vyrazy predstavujtce polynémy, ak
by sme namiesto z mali nejaky prvok z pola. A aj rovnost polynémov je definovand tak, ze
sa mozu lisit nanajvys o nejaké Cleny s nulovymi koeficientmi — takéto ¢leny neovplyvania
vysledok, ktory dostaneme po dosadeni.)

Teda dokaz spociva vlastne v tom, ze si uvedomime, ¢o dostaneme po tprave dvoch
vyrazov tvaru

(anC™ + ap_1c™ P4+ ag) (D™ + by 1™ - 4 bg)

a tiez to, ze pri Gpravich sme vyuzivali iba vlastnosti, ktoré platia v kazdom poli (dokonca
v kazdom komutativnom okruhu).

V suvislosti s polynémami by sme sa mohli zaoberat aj polynomickymi funkciami, t.j.
funkciami f: F — F tvaru

fl@) =ana™ + an_12" 14 -+ ag.

Mnozinu vSetkych polynomickych funkeif oznacime F'(x).
Ak pre polynomické funkcie zoberieme obvyklé sCitovanie a nasobenie, tak dostaneme
komutativny okruh s jednotkou. (Je to podokruh okruhu vsSetkych funkcii z F' do F, ktory

sme videli v tlohe )

Y: Flz] — F(x)
Vi [ f(z)
t.j. polynému f = a,x" +a,_12" ' +- - -+ag priradime funkciu f: F — F uréenti predpisom
f(z) = apz™ + ap_12" 1 + - + ag.

Toto zobrazenie tizko stuvisi s dosadzovacim homomorfizmom. Rozdiel je v tom, ze pri do-
sadzovacom morfizme sme mali zafixované jedno konkrétne ¢ € F, tu pracujeme so vSetkymi
prvkami pola F.

34



x: TVRHOMFCIE}

KAPITOLA 3. OKRUHY A IDEALY 35

Tvrdenie 3.4.9. Zobrazenie 1: F|x] — F(x) definované vyssie je okruhovy homomorfizmus.

Zdovodnenie tohto faktu spoéiva opét iba v tom, Ze si uvedomime, ze (f +¢g)(c) = f(c) +
glc)a(fg)(c) = f(e)-g(c). (T.j. tie isté dve podmienky ako pri dosadzovacom homomorfizme.)

A este si uvedomime, ako funguje scitovanie a nasobenie funkcii. Takze vdaka tomu, ze
uvedené rovnosti platia pre vSetky ¢ € F' dostavame rovnosti tychto funkcii:

Y(f+g) =v(f) +v(9)
Y(f-g) =v(f)-¥(9)

Priklad 3.4.10. Pozrime sa pole Zs a zoberme si polynémy
f=2+z
g=0
Zodpovedajuce funkcie f,g: Zo — Zo sa rovnaju, pretoze pre kazdy prvok a € Z, plati
a’?+a=0.
Ak pocitame v Zo, tak naozaj mame
024+0=0+0=0
2+1=1+1=0
Teda vo vseobecnosti polynémy a polynomické funkcie nemusia byt to isté.
Neskor si ukdzeme, Ze pre nekonecéné polia takyto problém neméze nastat (dosledok (3.4.22

a poznamka [3.4.23)). Ale ak chceme pracovat aj s koneénymi polami, tak musime tieto dva
pojmy rozlisovaf.

3.4.3 Veta o deleni so zvyskom
Tvrdenie 3.4.11 (Veta o deleni so zvyskom). Nech f(x),g(x) € Z a g(z) # 0. Potom
existuji celé polynomy q(z),r(x) € Flz| také, Ze plati

f(@) =q(@) g(x) +r(x),  str(z) <stg(z).

Navyse polyndmy q(x) a r si tymito podmienkami jednoznacne urcené.

Polynom q(x) budeme volat podiel a polyndm r(z) zvysok po deleni polyndmu f(x) poly-
noémom g(x). Budeme pouZivat oznacenie r(x) = f(z) mod g(z).

Dokaz v podstate spociva v tom, ze zapiSeme algoritmus, ktory bezne pouzivame pri
deleni polynémov so zvyskom.

Doékaz. Jednoznacnost. Ak mame

tak plati

(a(z) — ¢'(x))g(x) = r'(z) — r(x).
Ak q(z) — ¢'(z) # 0 tak z (3.6) vidime, Ze na lavej strane je polyném stupiia aspon st g(x).
Stcasne na pravej strane mame polyném stupna mensieho nez st g(x). Takdto moznost teda
nemoze nastat.
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36 Polynémy a okruh F[z]

To znamend, ze musi platit ¢(z) — ¢’(x) = 0. Potom dostaneme aj r'(z) —r(z) = 0, a teda

q(z) = q'(x),

(2)
FExistencia. Ozna¢me

f(@) = apz™ + ap_12™ ' + - + ag,

g(x) = by + bmflxm_1 + -+ bo

pricom by, # 0. (Polyném g¢(z) je nenulovy, d4 sa teda zapisat tak, Ze veduci koeficient nie
je nula.)

Ak f(x) =0, tak tvrdenie plati — sta¢i polozit ¢(z) = r(z) = 0.

Ak m =0, tak g(x) = by je konstantny polyném. V takomto pripade mézeme jednoducho
polozit q(z) = by ' a r(z) = 0.

Vo zvysku dokazu uz teda mdzeme predpokladat f(z) #0am > 1.

Budeme postupovat indukciou vzhladom na n.

1° Ak n < m, tak mozeme jednoducho polozit ¢(z) = 0 a r(z) = f(z). Dostaneme

f(x)=0-g(x) + f(=)

a sicasne plati st f(x) < st g(z), teda tato volba vyhovuje pozadovanym podmienkam.

2° Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre polynémy stupna mensieho ako n.

Stadi sa zaoberat pripadom n > m. (Pretoze pre n < m sme uz tento vysledok zdovodnili
vyssie.)

Oznac¢me

h(z) = f(z) = apby, 2" " g(2).

Vsimnime si, ze vedici ¢len polynému, ktory odcitujeme, je rovny
anb T b ™ = ana”.

m

To znamend, ze v h(z) dostaneme pri 2™ nulovy koeficient a
st f(x) = h(z).

Teda na polyném h(z) sa dé pouzit indukény predpoklad a dostaneme takéto vyjadrenie:

h(z) = q(z)g(z) + r(z),
fl@) = (anby'a" ™™ + g(2))g(z) +r(2),
pricom str(z) < st g(z).
Dostali sme vyjadrenie pre f(z) pozadovaného tvaru. O

Vsimnime si, Zze sme skutocne v dokaze vyuzivali vlastnosti pola — potrebovali sme pre
by # 0 inverzny prvok.

Mobzeme si uvedomit, ze ak by platilo b,,, = 1, tak by sme v dékaze nepotrebovali robit
pouzivat inverzné prvky — pozri tilohu
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3.4.4 Delitelnost v okruhu polynémov

x:SSECTDELIT}
Podobne ako pri celych éislach, aj v F[z] sa mdzeme pozriet na to, kedy je jeden polyném
nasobkom druhého.

Definicia 3.4.12. Nech F je pole a f(x),g(x) € F|x]. Hovorime, Ze f(x) deli g(z) a ozna-
¢ujeme f(x) | g(z), ak existuje polyném h(z) € Flz] taky, ze

V opac¢nom pripade pouzivame oznacenie f(x){ g(z).

Na to isté sa mdzeme pozerat aj cez vetu o deleni so zvySkom — ak mame g(z) = q(z) f(z)+
r(z) pre str(z) < st f(x), tak

f(x) ] g(z) & r(z) = 0.

Vela vlastnosti delitelnosti pre polynémy ma velmi podobny dékaz ako v okruhu Z. (Azda
jedind vlastnost, ktord vyzerd o trochu inak, je popis toho, kedy f(x) | g(x) a sicasne aj
9(@) | f(x).

Pretoze ich budeme casto pouzivat, aspon si ich uvedme a v niektorych pripadoch sa
pozrieme aj na dokaz. (Niektoré dokazy ponechdme ako cvicenie.)

Tvrdenie 3.4.13. Nech F je pole, f(z),g(x),h(z) € F[z]. Potom plati:

1) 1] f(z), f(z)]0
ii Ak0|f( ), tak f(x) =

(z) ag(x) | h(z), t
v) Ak f(z) | 9(z) af g(z) |

obrdtene.

ak f(x) [ h(z) .
f(x), tak existuje ¢ € F, ¢ # 0 také, Ze f(x) = cg(x); a

f(@) | g(x) Ng(x) | fz) & f(x) = c- g(x) pre nejaké c € F {0}

Dokaz. Posledna cast je jedina, ktord vyzerd inak ako pre Z, tak pre nu uvedme aj dokaz.
Jedna implikécie je Tahkd — ak f(z) = cg(z) pre nejaké ¢ # 0, tak mame aj g(x) = f~1(x).

Teda stcasne plati f(z) | g(z) aj g(x) | f(z).
Obratene, predpokladajme, Ze

f(@) | g(x) Ag(e) | f(z).

To znamend, ze existuji polynémy fi(x), g1(x) € Flz| také, ze

9(x) = g1(x) f(x)
f@) = fi(z)g(x)

Potom méme
9(z) = g1(z) fr(z)g(z).
Pre g(z) # 0 z tohto uz vyplyva gi(x)fi(xz) = 1. (Napriklad na zaklade tvrdenia [3.1.6{) A
teda g1(z) aj f1(x) st nenulové konstantné polynémy.
Zostava sa uz len pozriet na pripade g(z) = 0. Vtedy z g(z) | f(z) dostaneme, Ze aj

f(z)=0. O
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38 Polynémy a okruh F[z]

Tvrdenie 3.4.14. Nech F je pole, f(x),g(z), h(x) € F[z].
(i) Ak f(z) | g(z) a f(z) | h(x), tak f(z) | g(x) £ h(z).
(ii) Ak f(x)|g(x), tak aj f(x) | g(x)h(z).

Vlastne obe casti predchadzajiceho tvrdenia mézeme sa daji spojit dokopy ako takyto
vysledok: Pre Iubovolné f(z), g(z), h(z),u(z),v(x) € Flz] plati

f@) [g@) A f(@) [ h(x) = f(z) | u(@)f(z) +v(@)h(z).
Dokaz je opat podobny ako pre Z (tloha [3.4.3)).

3.4.5 Korene polynémov, kedy sa polynomicka funkcia rovna nule

Ako sme si uz v8imli, do polynémov sa dé dosadzovat, t.j. ak mame polyném f(z) = a,a™ +
<-4+ a1 + ag a nejaké ¢ € F, tak mozeme vyjadrit hodnotu polynému f v bode ¢ ako

fle) =anc™ + -+ ajc+ ap.
Mobzeme si v8imnut, ze hodnota f(c) prirodzene stvisi s delenim polynémom tvaru x — c.

Tvrdenie 3.4.15. Nech F je pole, f(x) € Flz] a ¢ € F. Oznacme r zvysok po delend
polyndmu f(x). Potom plati f(c) =r.

Oplati sa uvedomit si, ze delime polynémom stupna 1, teda zvySok bude konstantny
polyném.

Dokaz. Mame rovnost polynémov

f(@) = qla)(@ — &) + 7.

Ak do lavej a pravej strany dosadime ten isty prvok z F, tak stale plati rovnost — kedze
dosadzujeme do toho istého polynému.

Ak za x dosadime ¢, tak prvy ¢len na pravej strane je ¢(c)(c —d) = g(c¢) -0 = 0, a teda
dostaneme

fle)=r.

Casto nas budi zaujimat také prvky, pre ktoré je hodnota f(c) nulova.

Definicia 3.4.16. Nech F je pole a f(z) € F[z]. Prvok ¢ € F je koren polynému f(z) =
anx™ 4+ -+ a1z + ap ak plati f(c) = apc™ 4+ -+ ajc+ag = 0.

Predtym, nez sa pozrieme na konkrétne priklady, nezaskodi si uvedomit, ze pre kazdy
koren sa z polynému da vynat korenovy cinitel.

Tvrdenie 3.4.17. Nech F je pole, f(z) € F[x] a ¢ € F. Potom c je koreriom polynému f(x)
prave vtedy, ked (v — ¢) | f(x), t.j. ked existuje polyndm g(x) taky, Ze

f(z) = (z = c)g().
Dékaz. Vyplyva z tvrdenia|3.4.15] tu sa vlastne pozerame na pripad, Ze zvysok je nulovy. [

V suvislosti s predchadzajicou vetou je azda pomerne prirodzend definicia ndsobného
korena:
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Definicia 3.4.18. Nech F je pole, f(z) € Flz] a ¢ € F. Hovorime, Ze ¢ je k-ndsobny korern
polynému f(x) ak
(@ =) | f(x).

Z tvrdenia [3.4.17 vieme dostat fakt, ze stupen polynému ndm dava horné ohranicenie na
pocet korenov.

Veta 3.4.19. Nech f(x) € F[z] je nenulovy polyném nad polom F. Potom pocet koreriov
polynému f(x) v F je nanajvys st f(x).

V podstate by malo byt toto tvrdenie zrejmé — ak by sme mali n 4+ 1 korenov, kde
n = st f(x), tak polyném f(z) je ndsobok polynému (z — cp)(z — ¢1) - (z — ¢p), ktory ma
stupen n + 1.

Formalne dokaz mdzeme zapisat indukciou.
Dékaz. 1° Ak f(x) = a1z + agp, tak vieme priamo vypocitat jediny korern

c= —aoafl.

2° Nech st f(z) = n. Predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie plati pre polynémy stupna
mensieho nez n.

Nech ¢ je nejaky korenl polynému f(z). Potom méme

f(x) = (z = c)g(z)
a st g(z) = n — 1. Podla indukéného predpokladu mé polyném g(x) nanajvys n — 1 korenov.
Korene polynému f(z) st ¢ a vietky korene polynému g(z). Teda ich je spolu nanajvys
n. O
Veta B.4.19 ndm ako dosledok hned dava:

Tvrdenie 3.4.20. Nech f(x) = a,a"™ +an_12" "1+ - +ag je polyném nad polom F stupria
n. Predpokladajme navyse, zZe F' obsahuje aspon n + 1 réznych prvkov.
Ak f(c) =0 pre vsetky c € F, tak agp =a; = - = a, =0 a f(x) je nulovy polyndm.

Specidlne si mozeme viimnit, ze takyto vysledok plati v kazdom nekoneénom poli.
Tento vysledok ndm vlastne hovori, Ze polynomicka funkcia je nulova iba ak vSetky koefi-
cienty st nulové. Dostaneme to iba za predpokladu, Ze mame dostato¢ne vela réznych prvkov
— v priklade sme si ukazali polyném stupna dva nad polom Zs, pre ktory to neplati.
Z tvrdenia [3.4.20] dostavame nasledujtce kritérium o rovnosti polynomickych funkcii.

Désledok 3.4.21. Nech f(z) = anx™+an,_12" 14+ +ag a g(x) = bya™+b, 12" 1+ -+b
st polynomy nad polom F', pricom F' obsahuje aspon n + 1 réznych prvkov.
Ak f(e) = g(c) pre vsetky c € F tak plati

a; = b;
pret=0,1,...,n.
Dokaz. Mame takéto polynomy:
f=anz" +a,_12"  + - +ag
g =bpz™ + by 12" by
f=9=(an=bp)2" + (an—1 = bp_1)2" "' 4 -+ (ag — bo)

Vieme, ze pre kazdé ¢ € F plati (f — g)(¢) = 0. Potom z tvrdenia [3.4.20| mdme a,, — b, =
an,l—bn,lz---:ao—bozo. O
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40 Polynémy a okruh F[z]

Désledok 3.4.22. Ak F je nekonecné pole, tak homomorfizmus ¥: Flz] — F(x) z turdenia
je injektivny, a teda okruh polynémov a okruh polynomickych funkcii si izomorfné.

Poznamka 3.4.23. Na tomto mieste by azda uz mohla byt jasnéd vec, ktortt sme uz niekol-
kokrat spomenuli.

Ak F je nekonecné pole, tak okruh polynémov F|[z] aj okruh polynomickych funkeif
F(z) st dva izomorfné okruhy — a teda pre akékolvek tcely sii tiplne rovnocenné. Pritom
pracovat s polynomickymi funkciami by nam usetrilo nejaké veci, ktoré sme museli robit —
funkcie vieme sc¢itovat, nasobif, dosadzovat do nich, vieme kedy rovnaja. Pretoze polynémy
sme nedefinovali ako funkcie, museli sme definovat rovnost, sicet, sicin a zdovodnit nejaké
vlastnosti dosadzovania.

Takze ak by nés zaujimal iba pripad, ked F' je nekonec¢né pole, viacero veci by sme vedeli
urobit o Cosi jednoduchsie. V ramci tohto textu by sme chceli ukazat aj nejaké vysledky
o konecnych poliach — a pri nich sa ndm budu hodit aj nejaké vysledky o polynémoch.

Niekedy sa nam bude hodit pre polyném s celo¢iselnymi koeficientami vediet néjst jeho
raciondlne korene. Plati nasledujtci vysledok:

Veta 3.4.24. Nech f(x) = apa™ + -+ + a1x + ag € Q[z] pricom a,, # 0 a vsetky koeficienty
st celé cisla. Ak raciondlne cislo % je koreriom polynému f(x), pricom ged(p, q) = 1, tak plati

p | ao, q| an.

Dokaz tejto vety sme ponechali ako cvicenie — ﬁloha (Pravdepodobne ste sa s tymto
vysledkom vSak uz stretli na bakaldrskom studiu.)

Z vety [3:4.24] napriklad hned vidime, Ze ak monicky polyném m4 raciondlne korene, tak
to v skutocnosti nemozu byt zlomky — iba celé ¢isla.

Désledok 3.4.25. Ak f(x) je monicky polyndm s celociselngmi koeficientami a « je nejaky
raciondlny koren polynom f(x), tak plati o € Z.

Dokaz. Ak mame a = g pre nejaky monicky polyném, tak z vety [3.4.24| dostdavame g = +1,
Cize a = =£p je celé cislo. O

Priklad 3.4.26. Napriklad vidime, 7ze polynémy f(x) = 22 — 2 a g(x) = 2® — 2 nemajt
raciondlne korene. (Z vety resp. z dosledku dostaneme ako jediné pripustné
hodnoty +1 a £2, ziadne z tychto ¢isel nie je koreriom.)

7Z toho opit dostavame uz znamy fakt, ze /2 aj /2 si iracionalne.

Priklad 3.4.27. Uvedeny postup sa da vyuzit na to, aby sme pre nejaky zadany polyném
s celo¢iselnymi (pripadne raciondlnymi) koeficientami nasli vsetky jeho raciondlne korene.

TODO

3.4.6 Idealy v okruhu polynémov

KedZe budeme pracovat s idedlmi, tak nie je zlé si uvedomit, Ze aj tu (podobne ako v celych
¢islach) st ekvivalentné podmienky:

o f(@)]g(z)

« g(z) € (f(x))

« (9(2)) € (f(z))
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Napriklad [3:4.14) by sme mohli zdévodnit aj tak, Ze ndsobky daného polynému tvoria
idedl, a teda sl uzavreté na sucet, rozdiel a aj na nasobenie Iubovolnym polynémov.

Takisto ako v Z, aj tu vieme ukdzaf, Ze kazdy idedl v F[z] je hlavny — a opét pri tom
pomoze veta o deleni so zvyskom.

Tvrdenie 3.4.28. Nech F je pole a I C Flx| je idedl v okruhu (F|x],+,-). Potom existuje
polyném a(x) € Flz] taky, Ze

I'= (a(z)) = {a(z) f(2); f(z) € Flz]}.

Ak navyse pridame podmienku, Ze polyndm a(z) je monicky alebo nulovy, tak je polyndm a(x)
idedlom I jednoznacne urceny.

Dékaz sa bude do istej miery pondsat na ddkaz analogického tvrdenia pre Z (tvrdenie
3.3.4). Tam sme vybrali z I najmens{ kladny prvok. Tu namiesto toho budeme brat polyném

Dékaz. Jednoznacnost. Nech by platilo (a(z)) = (b(x)) pre nejaké dva monické polynémy. To
znamend, ze jeden z nich dostaneme z druhého vynasobenim nejakou nenulovou konstantou
c. Ale pretoze oba polynémy st monické, jedind moznost je ¢ = 1.

Ezistencia. Vieme, ze I # (.

Ak by platilo T = {0}, tak mézeme zobrat a(x) = 0.

Zaoberajme sa teda uz iba pripadom, ze I # {0}. To znamen4, Ze v I méme aspoii jeden
polyném, ktorého stupei je nejaké nezdporné celé ¢islo. (T.j. jeho stupen nie je —c0.)

Nech f(z) je polyném najmensieho mozného stuptia v I \ {0}. (Taky polyném existuje,
lebo mnozina {st f(x); f(x) € I ~ {0}} je neprdzdna zdola ohraniend podmnoZina celych
¢isel.) Tento polyném vynasobme a,, !, kde a,, je jeho vediici koeficient, a dostaneme tak novy
polyném

a(z) = a," f(x),

ktory je uz monicky.

Chceme ukédzat, 7ze I = {(a(z))}. Dahko vidime, ze (a(z)) C I, chceme ale ukdzat opacénu
inkltziu.

Zoberme si Tubovolny polyném g(x) € I. Podla vety o deleni so zvyskom existuju poly-
némy g(z) a r(x) také, ze

g(x) = q(z)a(z) — r(z), str(x) < sta(z).

7 rovnosti

r(x) = g(x) — q(x)a(z)
vidime, ze aj r(x) patr{ do I. PretoZe jeho stupeni je mensi nez stupen polynému a(z), tak
z minimality dostdvame r(z) = 0. Teda

a g(z) € a(x). -

Podobne ako pre celé ¢isla, aj pre polynémy vieme zadefinovat ich najvacsi spolo¢ny
delitel.

Definicia 3.4.29. Nech F je pole a f(x), g(x) € F[z]. Hovorime, Ze polyném d(x) € F[z] je
najuicsi spoloény delitel polynémov f(x) a g(z), ak plati
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42 Polynémy a okruh F[z]

« d(@) | f(x), d(x) | g(x)
o Pre Iubovolny polyném c(z) € Flz] taky, Ze c(z) | f(z) a c(z) | g(z) plati aj c(x) | d(z).

(@) | f(z) Aelz) | g(z) = c(x) [ d(z)

Polyném d(z) nie je podmienkami z definicie uréeny jednoznacne. Pre ITubovolné
dva polynémy spliiajice uvedené podmienky viak mame d(z) | d'(x) a stcasne aj d’(z) | d(z);
to znamena, ze sa liSia iba vynasobenim nenulovou konstantou.

Ak navysSe pozadujeme, Ze polyném d(z) je monicky alebo nulovy, tak uz je tymito pod-
mienkami urceny jednoznacne a v takomto pripade ho budeme oznacovat

d(x) = ged(f(x), g(x))-

Tvrdenie 3.4.30. Nech F' je pole a f(z), g(z),d(z) € F[x]. Potom mnoZina
T = {u() f(2) + o()g(w); u(z), v(z) € Fla])

je idedl v okruhu F[z].
Polyném d(x) je najviacsi spolocny delitel polynémov f(x) a g(x) prdve vtedy, ked (d(x)) =

(d(z)) = {u(z) f(2) + v(z)g(2); u(z),v(x) € Flz]}

Dokaz. Fakt, ze I je idedl sa overi pomerne jednoducho priamo z definicie — takze toto
ponechdme ako cvicenie (tiloha [3.4.4)).

Zaujimavejsia je asi druhd ¢ast tvrdenia. Do istej miery sa da povedat, ze si staci uvedomit,
aky je vztah medzi delitelnostou, inkliziou hlavnych idedlov a n.s.d.

Vsimnime si najprv ako podmienku, Ze nejaky polyném deli f(x) aj g(x), mdZeme pre-
formulovat v reci idedlov.

Podmienka, ze ¢(z) | f(z) a stfasne ¢(x) | g(x) sa ekvivalentne d4 povedat tak, ze

f(@),9(x) € (c()).

Nie je velmi tazké si uvedomit to, ze dalsia moznost ako ju mozeme ekvivalentne vyjadrit, je

1.

I < (c(x)).
Uvedomili sme si teda, ze plati takato ekvivalencia:

[C(e(@) & o) f@)Aca) | ga). (3.7)

Pozrime sa na to, ¢o ndm este chyba na dokoncéenie dokazu.

Predpokladajme, ze d(z) je najvacsi spolo¢ny delitel f(x) a g(z). Prvd podmienka
z definicie ndm vlastne hovori, ze I C (d(z)) — toto je presne vec, ktord je vyjadrend
ekvivalenc .

Stcasne vieme, ze I je hlavny ideal (tvrdenie, teda existuje polyném c(x) taky, ze
I = (c¢(x)). Takyto polyném je podla spoloénym delitelom f(z) aj g(z), ¢o znamena,
ze c(z) | d(x) (opét z definicie [3.4.29)). To je ale v re¢i idedlov mdZeme zapisat ako (d(z)) C

(c(x)), ¢ize mame
(c(x)) = I € (d(x)) € (¢())-

Zistili sme, ze v skutocnosti vSetky uvedené inklizie musia byt rovnostami a plati

I'=(d(z)).
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Predpokladajme, ze (d(x)) = I. Opét si staci uvedomit, ze z (3.7) vidime, ze d(x) je
delitelom f(x) aj g(z).
Nech teraz c(z) | f(x) aj ¢(x) | g(x). Znovu mézeme pouzit (3.7)) na to, aby sme dostali

(d(z)) € (c(x)).

To je ale presne to isté ako c(z) | d(z). Overili sme tym aj druhi podmienku z definicie
3.4.29 O

Z uvedeného tvrdenia dostdvame existenciu ged(f(z), g(x)). Stcasne ako dosledok dosté-

vame Bézoutovu identitu pre polynémy.
{okruhFx:DOSBEZOUT}
Dosledok 3.4.31. Nech F je pole a f(x),g9(x) € Flz]. Ak d(x) = ged(f(x),g(x)), tak

existuji polyndmy u(x),v(x) € Flz] také, Ze

d(x) = u(x) f(z) + v(z)g(z).

Opét — podobne ako pri celych ¢éislach — aj tu by sme vedeli polynémy u(x) a v(z)
s uvedenymi vlastnostami néjst pomocou rozsireného Euklidovho algoritmu — jediny rozdiel
je, Ze teraz poc¢itame s polynémami a nie s celymi ¢islami. (Cize takéato tloha je vipoctovo
narocnejsia.)

3.4.7 Kongruencie
{okruhFx: SSECTKONG}
Velmi podobnym spésobom ako v celych ¢islach, aj tu vieme pomocou delitelnosti zadefinovat

pojem kongruencie.

{okruhFx:DEFKONG}
Definicia 3.4.32. Nech F je pole a a(z),b(z), f(x) € F[z]. Hovorime, Ze polynémy a(x) a
b(x) st kongruentné modulo f(x) ak plati

f() [ a(z) = b().

Pre takuto situdciu pouzivame oznadenie a(z) = b(z) (mod f(z)).

a(z) =b(z) (mod f(z)) < f(z)]a(z)—b()

A aj tu sa daju dokézat zakladné vlastnosti kongruentnosti podobne ako v celych ¢islach.
Pre nas bude dolezité vediet, Ze ide o reldciu ekvivalencie. A tiez to, Ze tato reldcia respektuje
obe okruhové operacie — sCitovanie aj nasobenie polynémov.

Pri celych ¢islach sme ddkazy jednotlivych faktov o kongruencidch vynechali — poznéte

ich z nizsich roénikov. Tu aspon niektoré spravime.
{okruhFx: TVRRELEKV}
Tvrdenie 3.4.33. Nech f(x),a(x),b(x),c(x) € F[z]. Potom plati:

(i) a(z) = a(z) (mod f(x))
(ii) Ak a(x) =b(z) (mod f

xT
T

b {okruhFx:itKONGTRANZ}
(iii) Ak a(z) = b(x) (mod f

(
(



{okruhFx:itKONGPLUS}

{okruhFx:itKONGKRAT}

{okruhFx:EQKONGOPER}

kruhFxcvic:ULOKONSTPOLY}

okruhFxcvic:ULODELMONIC}

44 Polynémy a okruh F[z]

Potom f(z) deli aj sticet tychto dvoch polynémov, t.j.

f(@) | (a(z) = b(2)) + (b(z) - c(2)) = a(z) — ().

Dostali sme, ze f(z) delf a(x)—c(z), ¢o podla definicie znamend a(x) = ¢(x) (mod f(x)). O

(z), ¢
Tvrdenie 3.4.34. Nech f(x),a(x),b(x),c(x),d(x) € F[z].
(i) Ak a(z) = c¢(x) (mod f(x)), b(z) = d(x) (mod f(x)), tak plati aj a(x) + c(x) = b(z) +
d(z) (mod f(z)).
(ii) Aka(x) = c(z) (mod f(x)), b(x) = d(z) (mod f(z)), tak plati aj a(x)-c(x) = b(z)-d(x)
(mod f(x)).
Teda z podmienok a(z) = ¢(z) (mod f(z)), b(x) = d(z) (mod f(x)) vyplyva:
a(x) + c(x) = b(x) + d(x) (mod f(x))
a(x) - ¢(x) = b(x) - d(z) (mod f(x))

Dokaz. Ak predpokladdme, ze a(z) = ¢(x) (mod f(x)) aj b(x) = d(z) (mod f(zx)), znamend
to, ze

(3.8)

Potom plati aj

f(@) | (a(z) — c(z)) + (b(z) — d(z))
= (a(z) + b(x)) — (c(z) + d(z)).
Dostali sme teda
a(x) + c(z) = b(x) +d(x) (mod f(z)),
¢im sme dokazali ().
Stucasne mame aj

dokazali sme teda aj cast . O

Cvicenia
Uloha 3.4.1. Nech F je pole. Ukézte, 7e zobrazenie, ktoré prvku ¢ € F priradi zodpoveda-

juci konstatny polyném, je injektivny homomorfizmus z F do F[z]. (A teda F je izomorfné
s podokruhom okruhu (F[x], +, -) pozostavajicim zo vSetkych konstantnych polynémov.)

Uloha 3.4.2. Nech f(z),g(z) € Z[x] st polynémy s celoiselnymi koeficientami a navyse
g(z) je monicky. Dokazte, ze potom aj podiel a zvysok f(x) po deleni polynémom g(z) st
polynémy s celociselnymi koeficientami.

T.j. ak

f(@) =q(x)-g(x) +r(x),  0<str(z) <stg(zr),
tak vSetky koeficienty v q(z) aj r(z) si celé disla.
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:ULODELIKOMB} .
Uloha 3.4.3. Nech F je pole. Dokazte, ze pre lubovolné f(x), g(x), h(z),u(x),v(z) € F[z]

plati
f@) [ g@) A f(@) | hz) = f(z) | u(@)f(z) + v(@)h(z).

Uloha 3.4.4. Nech F je pole a f(z), g(x) € F[z]. Dokézte, e mnozina

I'=A{u(@)f(x) + v(x)g(x); u(x), v(z) € Flz]}

{okrohFxcvic:ULOIDEDVA}

tvori idedl v F[z].
Dokazte dalej, ze pre kazdy idedl J v Fx] vyhovujici podmienkam f(z), g(z) € J plati
I C J.(T.. I je spomedzi vsetkych idedlov obsahujicich f(x) aj g(z) najmensi vzhladom na
inkltziu.)
. {okruhFxcvic:ULOBKOMPLBI
Uloha 3.4.5. N&jdite vsetky komplexné korene polyném f(x) = o + 1.
) {okruhFxcvic:ULOKONGREFL
Uloha 3.4.6. Dokézte: Ak a(z), f(x) € Flz], tak plati

a(z) =a(xz) (mod f(z)).
Uloha 3.4.7. Dokézte: Ak a(z),b(x), f(x) € F[z], tak plat{

a(x) = b(z) (mod f(x)) = b(z) =a(z) (mod f(x)).
{okruhFxcvic:ULORACKOR}

Uloha 3.4.8. Nech a = g, kde p,q € Z, g # 0 a ged(p, q) = 1. Dokdzte, Ze ak « je koreriom
polynému f(z) = a,z™ + --- 4+ a1 + ag takého, Ze ag,...,a, € Z, a, # 0, tak nutne plati
plaoaq|an.

{okruhFxcvic:ULOKONGSYM}
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{defpola:SECT}

{defpola:DEFPOLA}

Kapitola 4

Polia a rozsirenia poli

4.1 Pole — definicia a zakladné vlastnosti

S pojmom pola ste sa uz pravdepodobne stretli. Napriklad pri definicii vektorového priestoru
— hoci pre mnohé aplikacie nam stacia vektorové priestory nad R ¢i C, vektorovy priestor ste
definovali nad Iubovolnym polom. (A na tomto predmete sa objavia aj situdcie, kedy sa nam
bude hodit pracovat aj s vektorovymi priestormi nad inymi polami.) Tiez ste sa s nimi mohli
stretnut, ked ste sa ucili o polynémoch — aj tu ste pracovali s polynémami nad Tubovolnym
polom.

Definicia 4.1.1. Nech F je lubovolnd mnozina, + a - si binarne operacie na mnozine F'. Tro-
jicu (F,+,-) nazveme pole, ak je to komutativny okruh s jednotkou na navyse pre fubovolny
a € F ~ {0} existuje inverzny prvok vzhladom na nésobenie.

(Va e F~{0})(3@be Fla-b=1

Poznamka 4.1.2. S definiciou pola ste sa pravdepodobne stretli prvykrat pri studiu line-
arnej algebry — ked ste chceli definovat vektorovy priestor nad Iubovolnym polom. Vtedy
ste nedefinovali pojem okruhu, takze definicia tohto pojmu bola zapisand trochu inak. Ale
malo by byt vcelku zvladnutelné si premysliet, Ze definicie s ktorymi ste sa stretli na réznych
predmetoch st ekvivalentné.

Nasu definiciu by sme mohli sformulovat tak, ze by sme vymenovali vsetky vlastnosti
z definicie komutativneho okruhu s jednotkou (deﬁnicie a a potom by sme pridali
este existenciu inverzného prvku pre vsetky nenulové prvky.

Ekvivalentnt definiciu by sme dostali tak, ak by sme okrem toho, ze + a - st binarne
operécie na F, eSte povedali, ze (F,+) a (F ~ {0},-) st komutativne grupy a plat{ distribu-
tivnost.

Priklady poli, ktoré dobre pozndme st komplexné ¢&isla (C, +, ). A tiez niektoré podpolia
komplexnych ¢isel, ako napriklad redlne ¢isla (R, +, ) alebo tiez raciondlne éisla (Q, +, -).

Z koneénych poli pozndme polia Z/(p), dokaz, Ze ide skuto¢ne o pole sme pripomenuli
v tvrdeni

MozZeme si tiez vSimnit to, Ze kazdé pole je oborom integrity (pozri ilohu .

Cvicenia
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c:ULOPODPOLE}
Uloha 4.1.1. Nech (F, +,-) je pole K C F. Ukézte, 7e (K, +,-) (s tymi istymi operdciami —
ale ziZzenymi na podmnozinu K) tvori pole, ak:
a) leK;
b) Pre Iubovolné z,y € K ajz —y € K.
c) Pre Tubovolné x,y € K také, ze y # 0 aj 2y~ * € K.
V takejto situdcii hovorime podpole pola F'. Resp. ze F' je nadpole pola K.
. {defpolacvic:ULOMOCNINA}
Uloha 4.1.2. Nech F je koneéné pole a |F| = n. Oznac¢me nenulové prvky tohto pola ako
aiy ... an, t.j. F {0} = {a1,...,an}.
a) Dokézte, ze pre Iubovolné a € F \ {0} plati F' \ {0} = {aas,...,aa,}.
b) Ukézte, Ze pre Iubovolné a € F plati a"~! = 1.
{defpolacvic:ULOFERMAT}
Uloha 4.1.3. Pouzite tilohu na zdovodnenie, ze pre lubovolné prvocislo p plati

a®” ' =1 (mod p).

(Toto je mald Fermatova veta, ktord poznéte z inych predmetov.)

4.2 Komplexné cisla ako matice

{komplexmat :SECT}
S polom komplexnych ¢isel ste sa uz stretli a dobre ho poznate. Pri definicii komplexnych

¢isel mozeme napriklad postupovat tak, ze kazdé komplexné ¢islo a+bi je jednoznacne urcené
dvojicou realnych c¢isel a, b a zaviest predpisy pre operacie:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

A potom sa daju skontrolovat rézne vlastnosti, ktoré takto definované sc¢itovanie a nasobenie
mé. Napriklad vieme skontrolovat, ze (C,+,-) je pole.
Napriklad pri overovani asociativnosti nasobenia by sme kontrolovali, ¢i plati rovnost

[(a 4 bi)(c+ di)](e + fi) = (a + bi)[(c + di)(e + fi)]

pre Tubovolné a,b,c,d,e, f € R. Je to sice zdihavé prepisovanie — ale na druhej strane je to
iba mechanicky vypocet; ¢ize ked sa ¢lovek nepomyli, tak takto skontroluje, ¢i veci naozaj
funguja tak ako maju.

Ukéazeme si ini moznost ako sa daju komplexné ¢isla zaviest. Asi takéto nieco by bolo dost
nestandardné ako prvé stretnutie s komplexnymi ¢islami — vac¢sinou komplexné ¢isla ¢lovek
stretne skor, nez prvykrat vidi matice a to aké vlastnosti ma sicin matic.

Ale azda nie je na skodu vidiet, Ze s vedomostami ktoré uz o maticiach mame, sa daja
niektoré vlastnosti komplexnych ¢isel overit Iahko. A azda je to aj vhodna ukézka toho, ze
prvky pola mézu vyzerat aj inak — nemusia to nutne byt ¢isla.

Teraz teda na chvilu zabudnime, ze toto nejako suvisi s komplexnymi ¢islami — k tomu sa
vratime neskor. Budeme sa pozerat na mnozinu matic vhodného tvaru a postupne skontro-
lujeme, Ze s obvyklym sc¢itovanim a ndsobenim matic tdto mnozina tvori pole. Oznacme

F{(_“b 2) .a,b € R).
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48 Komplexné cisla ako matice

Ako prvi vec si mdzeme vsimnut, ze s¢itovanie a nasobenie matic si bindrne operécie na

mnozine F'.
a b L(c d\ _( a+c b+d
-b a —d ¢) \—-(b+d) a+c
a b ¢ d\ _ (ac—bd ad+bc
b a)\—-d ¢) \—-bc—ad —bc+ac
Niektoré z veci, ktoré budeme pocitat, sa mozno o kiisoc¢ek jednoduchsie (a zrozumitelnej-

Sie) zapiSu, ak si takéto matice rozdelime na stucet dvoch matic — zvl4st ddme cast obsahujiicu
a a Cast obsahujicu b. Vo zvysku tejto casti budeme ako A oznacovat maticu

0 1
a=(10):
Oplati sa vSimnit si si¢asne to, ze A2 = —I. (A teda A3 = —A, A*=1.)

Mobzeme teraz prepisat
( “ b) = al + bA.
-b a

Ked sa vratime k operaciam + a -, tak vidime, ze plati:

(al +bA)+ (cI+dA)=(a+c) [+ (b+d)A
(al +bA) - (cI +dA) = acl + (ad + bc)A + bdA? = (ac — bd)I + (ad + bc) A

Teda aj takymto sposobom sme sa mohli presvedcit, ze su to skuto¢ne bindrne operacie na
F.

Ci uz sa pozerame na jedno alebo na druhé vyjadrenie, vidime sti¢asne to, Ze operacie + a -
st na mnozina F' komutativne. (Ndsobenie matic 2 x 2 sice vo vSeobecnosti nie je komutativne
— tu sme sa ale obmedzili na pomerne pekni podmnozinu matic, kde komutativnost plati.)

Fakt, Ze sCitovanie a ndsobenie su asociativne a distributivhe mame ,zadarmo* — tieto
vlastnosti platia pre sCitovanie a nasobenie matic vo vSeobecnosti; zachovaju sa aj ak sa
obmedzime na nejakd podmnozinu mnoziny Ms 2(R).

Pre scitovanie mame neutralny prvok — nulovii maticu — aj inverzné prvky:

(=0 )

Neutrdlny prvok na nasobenie je matica I, ktorti dostaneme pre a = 1, b = 0. Zostava uz
iba zistit, ¢i mdme aj inverzny prvok vzhladom na nésobenie.

Plati
det(a b):a2+b2.
-b a

Vieme, ze Stvorcova matica je reguldrna prave vtedy, ked jej determinant je nenulovy. Teda
inverzna matica existuje prave vtedy, ked a? + b*> # 0. Pre a,b € R je to ekvivalentné
s podmienkou (a,b) # (0,0).

Nie je vSak na prvy pohlad jasné, ze inverzna matica tiez patri do F, t.j. ¢i ma predpi-
sany tvar. Ak si pamétame, ako sa inverznd matica dd vypocitat pomocou determinantu a
adjungovanej matice, tak dostaneme:

a b\ 11 a —b
-b a a2+ 02\b a /)’

48



KAPITOLA 4. POLIA A ROZSIRENIA POLI 49

Ale aj ak si takéto nieCo nepamétame, vedeli by sme inverzni maticu najst aj inym spoésobom.
(Prinajmensom ak ndm ju niekto prezradil, tak vieme lahko skontrolovat, ¢ sicin tychto
dvoch matic skuto¢ne déva I.)

Dostali sme takto pole. Mozno by uz teraz bol vhodny cas vratit sa k otazke, ako to celé
suvisi s komplexnymi ¢islami.

Tvrdenie 4.2.1. Mnozina
a b
F= {(_b a) ;a,b e R}
s operdciami s¢itovania a ndsobenia matic tvori pole. Toto pole je izomorfné s polom (C, +,-).

Dékaz. Definujme zobrazenie f: C — F predpisom

. a b
fra+bi— (b a)'

Resp. ak preferujeme tento zapis, modzeme to isté zobrazenie zapisat ako
fra+bi— al +bA.

Je zrejmé, ze toto zobrazenie je bijekcia — kazda komplexné Cislo je jednoznacne urcené
dvojicou redlnych ¢isel a, b; to isté plati pre kazdd maticu v mnozine F.

Treba skontrolovat aj to, ¢i ide o homomorfizmus — teda chceme overif, ¢i pre Iubovolné
komplexné ¢isla z; = a1 + b1t a 29 = as + bai plati

f(z1) + f(z21) = f(z1 + 22)
f(z1) - f(z1) = f(21 - 22)

Pre scitovanie je to dost priamociare — pozrime sa na nasobenie. Vypocitajme najprv,
¢omu sa rovnd sucéin zq a zo:

2129 = (a1 + bli)(ag + bQZ) = (a1a2 — blbg) =+ (a1b2 =+ agbl)i.

Ci uz sa pozerdme na jeden alebo druhy zapis, staci skontrolovat, ¢i sucin f(z1) - f(22) je
naozaj rovny f(z122), t.j. matici uréenej dvojicou (a1by — asbe, a1bs + agby).

al bl ag b2 _ aiag — b1b2 Cl1b2 + b1a2 _ a1a9 — b1b2 a162 + b1a2
7()1 a1 7()2 an - 7()1(12 — CleQ 7b1b2 “+ aias - 7((11[)2 + blag) ajas — b1b2
(all + blA)(GQI + bgA) = a1GQI + (albz + blag)A + b1b2A2 = (a1a2 — blbg)l + (ale + blag)

V oboch pripadoch je vyraz na pravej strane rovny f((a1by — agbs) + (a1bs + agby)i). Teda
zobrazenie f je skutoéne homomorfizmus. O

4.3 Pridavanie v2 a v/3 k polu Q

Chceli by sme sa pozriet na nejaké dalSie priklady poli. Do istej miery sme tieto priklady
zvolili aj preto, ze ilustruja tedriu, ktort sa nauc¢ime neskor. Ale zatial sa na ne chceme pozerat
pomerne elementarnymi metédami — okrem definicie pola vlastne nebudeme pouzivat ni¢, co
by ste nepoznali uz zo strednej skoly.

Napriklad viackrat vyuzijeme fakt, ze v/2, v/3, v/6 a podobné &sla st iraciondlne — pozri
itlohy [L3.1] a

{Qsqrt2:SECT}
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50 Pridavanie v2 a v3 k polu Q

4.3.1 K racionilnym ¢&islam pridame /2
{Qsqrt2:SSECT!
Chceme sa najprv pozriet na to, ¢i mnozina

= {a+bv20,b€Q}

tvori s obvyklym sc¢itovanim a ndasobenim pole.
Mobze byt uzito¢né si najprv rozmysliet, ze plati: Ak a,b € Q, tak

{QSQRT2:EQABSQRT2NULA} a+bv/2=0 & a=b=0. (4.1)

Pokiste sa samostatne si rozmysliet, preco to plati — tloha [£:3.3] Mozny pohlad na tento fakt
je taky, ze /2 a /3 st linedrne nezavislé, ak sa na ne pozerame ako na prvky vektorového

priestoru R nad polom Q (priklad [2.1.2]).
7 tejto rovnosti pre a,b,a’, b’ € Q mame aj

{QSQRT2: EQABSQRT2ROVNE} at+bV2=d +VV2 & a=d ANb=1V. (4.2)

Staéi si uvedomit, ze takato rovnost nastane prave vtedy, ked (a —a’) + (b —V')v/2 = 0, ¢o
je ekvivalentné sa —a’ =b—b =0, ¢izea=a ajb=1".

Vidime teda, kedy sa dva prvky z Fj rovnaju a tiez to, ze kazdy takyto prvok je jedno-
znacne uréeny dvojicou racionalnych éisel.

Podme teraz skontrolovat jednotlivé vlastnosti, ktoré by malo F} spinat, ak je to pole.

V prvom rade by sc¢itovanie a ndsobenie mali byt bindrne operacie na F}. Pomerne lahko
sa presvedc¢ime, ze to je pravda — pri si¢ine budeme musiet chvilu roznasobovat:

(a1 +b1V2) + (az + baV2) = (a1 + az) + (b1 + b2)V2
(a1 + bl\/i) . (a2 + bg\/ﬁ) = (alag + 2b1b2) + (albg + agbl)\/i
Pomerne Jahko skontrolujeme, zZe pre a; 2, b1 2 € Q st aj vSetky vyrazy v zatvorkach na pravej
strane racionalne. Teda stucet aj sucin dvoch prvkov z F) je opét z F;.
Mali by sme skontrolovat, ¢i sCitovanie a nasobenie ma neutralny prvok. Na to si staci
uvedomit, ze 0,1 € Fy.
0=0+0-v2
1=1+0-v2
S inverznym prvkom na séitovanie nie si problémy — ak a,b € Q, tak aj —a,—b € Q, a

teda

—(a+bV2) = —a—bV2 € F.

Pri ndsobeni méame trochu viac pocitania, ale tiez vieme dostat

1 B a—bv2
a+bv2  (a+bv2)(a—by2)
_ a—bv/2
a? — 2b2
b

-4 V2

a? — 202  a? —2b?

a tento vyraz tiez patri do Fiy. (Tu sa oplati uvedomit si aj to, Zze v menovateli nedostaneme
nulu. Z rovnosti (.1]) totiz vidime, Ze pre racionilne a, b mame a +byv2 =0 < a —by/2 = 0.
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Teda tento vyraz mé zmysel vzdy, ak a +bv/2 # 0. A je to &islo patriace do Fy, dé sa vyjadrit
ako sucet racionalneho ¢isla a racionadlneho nasobku \/5)

Este by sme sa mali spytat na komutativnost a asociativnost (pre obe operécie) a tiez
distributivnost. Tie vSak platia — st to vlastnosti ktoré platia pre scitovanie a ndsobenie
komplexnych (redlnych) ¢isel, takze tym skdr musia platit aj ak sa obmedzime na mensiu
mnozinu.

Zistili sme teda, ze F je pole. Je to najmensie podpole komplexnych ¢isel, ktoré obsahuje
Q aj V2. (Kazdé takéto pole musi obsahovat vetky vyrazy tvaru a + bv/2.)

4.3.2 Skusime pridat /3

Chceli by sme teraz hladat také pole, ktoré obsahuje F| a sti¢asne aj v/3. Mozno ako prvii
vec sa skiisme opytat, ¢o ndhodou v/3 uz nie je prvok pola Fi. (A teda v takom pripade by
sme ni¢ priddvat nemuseli.)

Pytame sa, ¢i plati

V3=a+b/2

pre nejaké raciondlne c¢isla a, b.
Ak by platila uvedend rovnost, tak nutne plati aj

3 =a® + 2abV2 + 2
a z (4.2)) teda dostaneme

3 =a®+2b°
0 = 2ab

Druhé podmienka ndm hovori, Ze @ = 0 alebo b = 0. To by ale znamenalo, ze a®> = 3 alebo
20> = 3. Vieme sa vSak presveddit, ze takéto raciondlne ¢isla neexistuju. (Potrebujeme si

rozmysliet, ze v/3 a \/g nie su racionalne — to je opét otazka takého typu ako tlohy 4.3.1| a
4.3.2])

Teda /3 nepatri do Fy. Ak by sme chceli pole, ktoré obsahuje Fy aj v/3, tak urcite
obsahuje vetky prvky tvaru a + bv/2 + ¢v/3.

Prirodzene sa nam teda nika otazka, ¢i mnozina

Fy={a+bV2+cV3;a,b,c € Q}

je pole. Pomerne rychlo zistime, Ze nie — &islo /6 totiz nepatri do Fy (tiloha [4.3.4)).
Musime teda pridat prinajmensom vsetky racionalne nasobky /6. Skisime si teraz ro-
zmysliet, Ze

Fy = {a+bV2+ V34 dV6;a,b,c € Q}

uz skutoéne s obvyklym séitovanim a nédsobenim redlnych éisel tvori pole.
Sktsme si najprv rozmysliet, Ze tito mnozinu moézeme prepisat pomocou pola F;. Plati

totiz rovnost
a+bvV2+ V3 +dvV6 = (a+bV2) + (c+ dvV2)V3.

Z nej vidime, 7e kazdy prvok sa da dostat tak, Ze urobime linedrnu kombinaciu éisel 1 a v/3,
kde koeficienty st z F}. Zistili sme, ze

Fy={z+yV3;z,y € Fi}.

o1
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52 Pridavanie v2 a v3 k polu Q

To je velmi podobné vyjadrenie ako sme mali pre F} — ale s tym rozdielom, Ze vtedy sme
pouzivali pole Q a teraz namiesto neho méame nejaké vicsie pole. Aj tak by ale asi mohla byt
Sanca, ze by sa mohli dat pouzit takmer analogické tvahy, ako sme robili vtedy — takze to
podme vyskusat.

Najprv by sme sa chcel presvedcit, ze pre a,b € F; plati

a+bV/3=0 &  a=0b=0. (4.3)

Ak platf a+bv/3 = 0a b # 0, tak by to znamenalo, Ze /3 = 2, t.j. /3 € Fy. UZ sme ukézali,
ze /3 nie je prvkom f;. Zostava teda moznost b = 0; potom evidentne aj a = 0.
Rovnako ako v predoslom pripade, aj tu z vyplyva, ze pre a,b,a’,b/ € F; plati
ekvivalencia
a+bvV2=d +VV2 & a=ad ANb=1V. (4.4)

Teraz by mohlo byt zrejmé, ze aj ostatné veci mézeme urobif takmer rovnako ako v pre-
doslom pripade.
F5 je uzavreté na séitovanie — staci si uvedomit, ze ak aq,as, b1, b2 € Fy, tak vo vyrazoch

(a1 + b1\/§) + (az + 52\/5) = (a1 + az) + (b1 + 52)\/§
(CLl + bl\/g) . (ag + bg\/g) = (a1a2 + 2[)1()2) + (a1b2 + agbl)\/§

vsetky koeficienty na pravej strane rovnosti su opéat z Fj.
Méame v F3 neutrdlne prvky pre s¢itovanie aj ndsobenie:

0=0+0-Vv2
1=1+0-V2

Pre s¢itovanie dostaneme inverzny prvok —(a 4+ bv/3) = —a — bv/3.
A pri nasobeni dostdvame pre a,b € I}

1 B a—bV3
a+b/3  (a+bv3)(a—bV/3)
a—b/3

a2 — 32

a b
a2 — 32 7a2—3b2\f2

pricom aj vyrazy a® — 3b%, a/(a® — 3b%) aj b/(a? — 3b?) patria do Fy, teda vyraz na pravej
strane patri do F3.

Mali by sme skontrolovat, ¢i pri vyjadreni inverzného prvku sme ndhodou nedostali v me-
novateli nulu. Ale z (4.3) uz vieme, Ze

a—bW3=0sa=b=0<a+b/3

takze pre a + bv/3 # 0 je vietko v poriadku.

Komutativnost, asociativnost i distributivnost sa zdedia z pola R resp. C. Teda aj F3 je
pole.

Opiét sa oplati uvedomit si aj to, ze F3 je najmensia podmnozina mnoziny R, ktord je
polom a obsahuje vietky raciondlne ¢isla a aj ¢isla v/2, /3.
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4.3.3 Dostali sme Q(v/2) a Q(v2,/3)

Podarilo sa nam teda popisat, ako vyzeraju prvky v najmensom podpoli pola komplexnych
¢isel, ktoré obsahuje Q U {v/2,/3}.

Definicia 4.3.1. Nech K je pole, F' je jeho podpole a uy,...,u; € F.
Symbolom F(uy, ..., u;) oznac¢ujeme najmensie podpole pola K obsahujice FU{uy, ..., ux}.
V pripade jediného prvku budeme pouzivat oznacenie F'(u).

Samozrejme, ak chceme vSeobecne pre nejaki podmnozninu podla K hovorit o najmensom
podpoli, ktoré tito mnozinu obsahuje, treba sa zmysliet aj nad tym, ¢i také podpole naozaj
existuje. D4 sa overit, Ze to je skuto¢ne tak — tiloha

Cvicenia

{Qsqrt2cvic:ULOSQRT2IRAC
Uloha 4.3.1. Ukézte, ze ¢isla \/Q, \/g, V6 si iracionalne.
) {Qsqrt2cvic:ULOSQRTNIRAC
Uloha 4.3.2. Nech n je prirodzené éislo. Ukézte, Ze /n je iraciondlne prave vtedy, ked

neexistuje prirodzené ¢&islo k také, ze n = k2.
(Okrem dokazu podobného typu, ako ste videli na strednej skole pre v/2 a podobné ¢isla,
by sa dalo aj pozriet na to, ¢o polyném f(z) = 22 — n m4 racionalne korene a pouzif vetu

3.4.24| resp. dosledok [3.4.25])

Uloha 4.3.3. Ukéite, 7e ak a,b € Q, tak rovnost a + by/2 = 0 plati prave vtedy, ked
a=b=0.

{Qsqrt2cvic:ULOSQRT2LK}

{Qsqrt2cvic:ULOSQRT6NOTI
Uloha 4.3.4. Ukézte, ze v/6 sa neds vyjadrit v tvare a + byv/2 + ¢/3 pre a,b,c € Q.
) {Qsqrt2cvic:ULOPRIENIK}
Uloha 4.3.5. Nech K je pole a {Fj;i € I} je nejaky neprézdny systém podpoli pola K.
Dokazte, ze potom aj prienik
F:ﬂE

iel
je podpole pola K.
Ukazte, ze pre Iubovolnii podmnozinu M C K existuje najmensie podpole F' pola K také,
7e M C F. (Vdaka takémuto argumentu vieme, Ze existuje podpole F(uy,...,uy), ktoré sme
zaviedli v definicii [4.3.1] )

4.4 Rozsirenia poli

Zavedme najprv terminolégiu, ktora je asi pomerne prirodzena:
{rozs:DEF}
Definicia 4.4.1. Nech (K,+,-) je pole a F' C K je podmnozina, ktord s operdciami + a -
zuzenymi na F' tiez tvori pole.
Potom hovorime, ze F' je podpole pola K. A tiez hovorime, ze K je rozsirenie pola F'.

Priklad 4.4.2. Pole R je rozsirenim pola Q. Pole C je rozsirenim pola R.

Bude pre nis uzitoéné pozerat sa na rozdirenia ako na vektorové priestory. Specidlny
pripad nasledujicej vety sme videli v priklade — a dokaz vseobecného vysledku nie je
privelmi odlisny.
{rozs:TVRVP}
Tvrdenie 4.4.3. Nech K je rozsirenie pola F'. Potom K je vektorovy priestor nad polom F.
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54 Rozsirenia poli

Dékaz. Chceme vlastne overit podmienky z definicie vektorového priestoru (definicia ,
pricom mnozina vektorov je V= K a pracujeme nad polom F'.

Ako scitovanie vektorov aj ndsobenie skaldrom berieme operécie z pola K. (Pri ndsobeni
skaldrom, sa vlastne namiesto -: K x K — K pozerdme na zuzenie F' x K — K.)

Rovnako ako v priklade[2:1.2] ked si napiSeme jednotlivé vlastnosti z definicie vektorového
priestoru, prideme na to, ze vsetky z nich vyplyvaju z toho, ze K je pole.

Konkrétne by sme mali skontrolovat, ¢i (K, +) je komutativna grupa a ¢i plati

(Ve,de F)(Mv e K)(c+d)-v=c-v+d-v
(Vee F)(W,w e K)e-(v+w)=c-v+c-w
(Ve,de F)(Mv e K)(c-d)-v=_(c-d)-v
MeK)l-v=uv

Vsetky uvedené podmienky naozaj vyplyva z definicie pola. O

Definicia 4.4.4. Nech K je rozsirenie pola F. Hovorime, ze konecné rozsirenie, ak K ma
ako vektorovy priestor nad polom F' konecnu dimenziu.
Dimenziu tohto vektorového priestoru potom nazyvame stupen rozsirenia a oznacCujeme

[K : F].

Priklad 4.4.5. Pole R nie je kone¢né rozsirenie pola Q. Tento fakt sme uz spomenuli v pri-
klade [2.1.6]
Pre polia C a R plati [C : R] = 2. Prikladom bézy C nad R je {1,4}.

Priklad 4.4.6. V dasti sme skonstruovali pole Q(v/2,v/3) — najmensie podpole R, ktoré
obsahovalo okrem vsetkych racionalnych éisel aj v/2 a /3. Toto pole sme popisali ako

Q(V2,V3) = {a+ V2 + V34 dV6;a,b,¢c,d € Q).
Sucasne vieme, ze plati:
a+bv/2+cV3+dvV6=0 & a=b=c=d=0. (4.5)

Toto je vlastne trochu inak prepisand podmienka .

Teda ak sa pozerame na Q(v/2,/3) ako na vektorovy priestor nad polom Q, tak vidime,
7e vSetky jeho prvky st linedrne kombinécie &sel 1, v/2, /3, V6 a stcasne vidime aj to, ze
tieto Styri prvky st linedrne nezavislé. Teda mam bazu pozostavajicu zo Styroch prvkov

[Q(v2,v3): Q] =4
Mbzeme si sticasne vsimnit, ze [Q(v/2) : Q] = [Q(v2,V/3) : Q(v/2)] = 2. Mame teda taki
situaciu, ze mame dve rozsirenia poli

Q CQ(V2) CQ(V2,V3)

a bazu pre dvojnasobné rozsirenie sme dostali z baz jednotlivych rozsireni ich vynasobenim
jednotlivych prvok dvoch baz:

S
SETT
S5

9 -
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Toto je presne situacia, ktorti chceme vSeobecnejsie popisat v nasledujicej vete.

Podme sa ale najprv pozriet eSte raz ako v tomto pripade zdévodnime, ze uvedené prvky
st linedrne nezavislé. Idedlne takym spésobom, Ze najprv vyuzijeme bazu Q(y/2) nad polom
Q a potom sa pozrieme na Q(v/3,/2) ako nadpole Q.

Vlastne tu opakujeme tplne presne tvahy, ktoré sme uz pouzili v Casti[£.3]— ale nie je z1é
si ich pripomentuf pred dokazom vsSeobecnejsej vety.

Najprv si rozmyslime to, ze 1 a /2 st linedrne nezavislé nad Q. T.j. chceme vidiet, ze
plati

a+bhv/2=0 & a=b=0. (4.6)

Podobne ako predtym, ked sme uviedli takito podmienku ako , tuto cast ponechame
ako cvicenie. (Je to v podstate stredoskolska tiloha stvisiaca s tym, ze v/2 ¢ Q.)

Teraz sa uz chceme posuntt na zdévodnenie podmienky . Pomo6ze ndm, ak si prvky
z tohto pola zapiseme ako

a+bvV2+ceV3+dVe = (a+bvV2) + (c+dV2)V3.

Vidime teda, ze

Q(V2,V3) = {z + yV3;z,y € Q(V2)}.
Cize uz staci skontrolovat, & pre z,y € Q(v/2) plati
r+yV3=0 = z=y=0. (4.7)

A postup je od istej miery podobny ako pre v/2 a Q.
Ak by sme mali rovnost = + yv/3 = 0 pre nejaké z,y € Q(v/2) a y # 0, tak po vydeleni
prvkom y a tprav dostaneme
V=2,
Y

¢o by znamenalo, ze V3 € Q(v/2). V casti sme overili, ze /3 sa nedd zapisat ako
kombinécia 1 a v/2 s racionalnymi koeficientami, t.j. Ze nepatri do Q(v/2).

Doékaz nasledujicej vety by sa naozaj do znacnej miery mal podobat na postup uvedeny
vysSie resp. na uvahy z Casti m (Nie v8etky z nich sme teraz detailne opakovali.)

Veta 4.4.7. Nech K je konecné rozsirenia pola F, L je konecné rozsirenie pola K. Potom
L je aj konecné rozsirenie pola F a pre ich stupne plati

[K:F|=[K:L] [L:F] (4.8)

Dokaz. Nech prvky uq,...,u;r € K tvoria bazu K ako vektorového priestoru nad F', prvky
v1,...,v; € L tvoria bazu L ako vektorového priestoru nad F'. Nasim cielom je ukazat, ze

{uivj;z':1,...,k,j:1,...,l}

je baza I ako vektorového priestoru nad K.
Vieme, ze kazdy prvok x € K sa mé tvar

l
xr = E dj’Uj
j=1

pre nejaké dy,...,d; € L. Sicasne prvky z L vieme zapisat pomocou béazy wuq,...,ux, t.j.
mame
k
dj = E CijUs
i=1

%)

{rozs:EQABSQRT2NULA}
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{rozs:EQKLF}
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pre nejaké c¢;; € F'. Po iprave mame

k
Xr = E Cij UiV,
i=1

l
j=1

zistili sme, Ze x je linedrna kombindcia prvkov tvaru u;v; s koeficientami z F.

Zistili sme, ze uvedené prvky teda skuto¢ne generuju K ako vektorovy priestor nad polom
F. Mali by sme este overit aj linedrnu nezavislost — pri tom budeme robif do zna¢nej miery
podobné dpravy.

Chceme overit, ¢i z rovnosti

E cijuv; =0,

l
=1i=1

J

pricom vsetky c;; patria do K, uz vyplyva, ze koeficienty musia byt nulové.
E
Ak polozime d; = ) ¢;;u;, tak pre tieto prvky mame
i=1

l
Z dj’Uj =0.
j=1

Sacasne dy,...,d; € F, a pretoZe vy, ..., v tvoria bazu, mame d; = 0 pre vSetky j =1,...,[.
To znamend, ze pre kazdé j mame

k
dj = Zcijui =0.
i=1

Na zéklade linedrnej nezavislosti uq, . . ., ux (vo vektorovom priestore K nad polom F') potom
dostaneme c;; = 0 pre vSetky pripustné <.

Overili sme, Ze uvedené prvky generuju K a su aj linearne nezavislé. Mame teda bazu,
ktord ma kl prvkov a dimenzia K ako vektorového priestoru nad F je

[K:F|=k-l=[K:L]-[L:F].

O

Daosledok 4.4.8. Nech K je konecné rozsirenia pola F' a uw € K. Potom stupern prvku u nad
F' deli stupen rozsirenia K.

[u: F)|[K : F)
Dékaz. Mame rozsirenie F C F(u) C K. Pre tieto rozsirenia plati:

=[K:F(u)] [u:F]
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4.5 Faktorovy okruh F[z]/(h(x))

Pre polynémy sme vedeli zadefinovat kongruenciu modulo h(x) (deﬁnicia. Videli sme,
Ze to je relacia ekvivalencie (tvrdenie a ze tato reldcia respektuje séitovanie aj naso-
benie polynémov . Vdaka tomu sa dé zmysluplne zaviest s¢itovanie a ndsobenie aj na
mnozine vSetkych tried ekvivalencie — préve to je obsahom nasledujicej vety. (Sformulujme a
dokéazme tito vetu najprv vSeobecne — neskor sa pozrieme na konkrétne priklady. Konkrétne
v prikladoch [£:5.2] a[1.5.3 budeme vidiet, Ze takto vieme dostat niektoré polia, ktoré uz dobre
poznéme.)

Veta 4.5.1. Nech F je pole a h(x) € Flx] je polyndm nad polom F stupria n > 1. Pre
reldciu ekvivalencie ,byt kongruentné modulo h(x) “ na mnozZine polynémov F[x] oznacme
triedy ekvivalencie ako

f@) = {g(x) € Fla}; f(z) = g(x) (mod h(x))}.

MnoZinu tychto tried ekvivalencie oznacme ako F(x)/(h(x)).

Pre kazdé f(x) € F[z] existuje prdve jeden polyném r(x) taky, Ze f(x) = r(z) (mod h(z))
a sucasne st f(z) < sth(z). (T.j. kaZdd trieda je jednoznacne reprezentovand polyndmom
stupria mensieho nez n.)

Predpisy

f(@) +g(x) = fz) +g(x)
f(x)-g(x) = fz) - g(x)

urcuji dobre definované bindrne operdcie na mnozine F(z)/(h(z)) a (F(x)/(h(x)),+,") s ty-
mito operdciami tvori komutativny okruh s jednotkou. Tento okruh voldme faktorovy okruh
F[z] podla h(x).

Navyse plati, Ze triedy konstantnijch polyndmov, t.j. mnozina {¢; c € F'}, uréuji podokruh,
ktory je izomorfng s polom F'.

(4.9)

Prvi cast sme uviedli hlavne preto, aby sme vedeli jednoduchsie zapisovat operacie

{faktFx:VTJEOKRUH}

{faktFx:EQOPER}

v okruhu F[z]/(h(z)). Mala by sa podobat na to, ze vSetky prvky v Z/(n) st triedy 0,1,...,n — 1.

Aj zvySok by ndm mal vyrazne pripominat to ¢o sme videli pre Z/(n) v (3.2)) a v tvrdeni
3.3.19] (A aj dokaz je do znac¢nej miery analogicky.)

Dékaz. Reprezentdcia tried pomocou zvyskov. Pre kazdé f(x) € F[z] existuje podla vety
o deleni so zvyskom (3.4.11)) polyném r(x) taky, ze f(z) = q(x)h(z) + r(z), o znamend, Ze

f(z) =r(x) (mod h(x)).

Pomerne Tahko sa dé skontrolovat aj to, ze nemozu existovat dva rozne polynémy s takymito
vlastnostami — tloha [£.5.11

Operdcie + a - st dobre definované.

Overenie, ze ide o komutativny okruh s jednotkou.

Konstantné polynomy urcuji podokruh izomorfny s F. O

Nasledujice dva priklady ilustruju ako sa pocita vo faktorovom okruhu. Stucasne moézu
posluzit ako ilustricie niektorych faktov, ktoré budeme chciet dokazat vo vete

Priklad 4.5.2. Pracujme s polynémom p(x) = 22 +1 € R[z]. Je to polyném stupiia 2 a
nema korene v R, takze je ireducibilny v R[z]. To znamen4, ze okruh R[x]/(z%+1) tvori pole.

o7
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Sucasne vieme, ze jeho prvky st presne triedy polynémov stupna mensieho nez dva, t.j.
Rlz]/(z* +1) = {az + b;a,b € R}.

Pozrime sa na to ako sa v tomto okruhu pocita. S¢itovanie vyzera velmi jednoducho:

ar+b+cxr+d=(a+c)x+ (b+d).

Chceme zistif, comu sa rovna ax + b - cx + d; pricom by sme tento prvok opét chceli
vyjadrit pomocou nejakého polynému prvého stupna. Mozeme teda jednoducho polynémy
vynasobit a pozriet sa na to, ako vyzera zvySok po deleni polynémom z? + 1. Priamym
vypoctom dostaneme:

(ax + b)(cx + d) = acx® + (ad + be)z + bd
ac(x?® + 1) + (ad + be)x + (bd — ac)

To vlastne znamena, ze

ax +b-cx+d=(ab+ cd)x + (bd — ac).

Iny pohlad na t1 istt vec je cez poéitanie s kongruenciami. Vieme, ze 22 = —1 (mod z2 +
1). Ak vyuzijeme tento fakt, tak mdZzeme pisat:

(az + b)(cx + d) = acx® + (ad + be)x + bd
—ac+ (ad + be)x + bd
= (ad + be)x + (bd — ac)

V tychto tpravich sme na jednom mieste nahradili vyraz 22 éislom —1. Ostatné kongruencie
st v skutoénosti rovnosti.

Este by sme si na tomto mieste chceli rozmysliet, Ze sme vlastne dostali v podstate (t.j.
aZ na izomorfimus) okruh komplexnych ¢éisel. T.j. tvrdime, Ze

Rz]/(2* + 1) = C.
Konkrétne vieme ukdzat, ze f: R[z]/(2? + 1) — C dané predpisom
frax+b—b+ai

je izomorfizmus.

Takéto zobrazenie je skutocne bijekcia.

Teda uz len staci porovnat sc¢itovanie a ndsobenie v jednotlivych okruhoch. Pre sc¢itovanie
lahko overime, Ze zobrazenie f ho zachoviva. Pre nasobenie méame v tychto dvoch okruhoch
takéto vyjadrenie

ax+b-cx+d=(ad+ bc)x + (bd — ac)
(ai +b) - (ci+d) = (ad + bc)i + (bd — ac)

Fakt, Zze ndm vysli komplexné ¢isla moZno nie je az tak prekvapivy: Vlastne sme k polu
R pridali nejaké nové prvky; pricom medzi nimi bol aj prvok v = Z. Tento prvok spltia
u? —1 = 0. Prvok s takouto vlastnostou mame aj vtedy, ked k R priddvame prvok i.

Vlastne sme teraz uz videli dva dalsie pristupy ako sa daji skonstruovat komplexné ¢isla
— jeden v tomto priklade ako Specidlny pripad faktorovy okruhu a okrem toho sme v Casti
videli, ze komplexné ¢isla vieme dostat aj ako vhodné matice.
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Priklad 4.5.3. Podme sa pozriet na Q[z]/(z* — 2). Opit vieme to, ze prvky z tohto okruhu
sa daju reprezentovat polynémami prvého stupna. Teda méame

Q[z]/(2* — 2) = {ax + b;a,b € Q}.

Scitovanie je jednoduché — pocitame ,po suradniciach®“. Opét sa mozeme pozriet na na-
sobenie:

(az + b)(cx + d) = acx® + (ab+ cd)z + bd
= 2ac + (ab+ ed)z + bd
= (ab + cd)x + (bd + 2ac)

Mame teda

ax+b-cx+d=(ab+ cd)x + (bd + 2ac).
Pripometime ako sa ndsobime v okruhu Q(v/2), ktory sme videli v Casti Stcasne
priamo zapiSme operacie tak, aby viac vynikla ich podobnost:
(b + av/2)(d + ¢v/2) = (bd + 2ac) + (ab + cd)V2
b+ ax - d+ cx = (bd + 2ac) + (ab + cd)x

Aj scitovanie je v oboch okruhoch v podstate rovnaké, teda priradenie
b+av2— azx + b

je homomorfizmus. Stcasne to je aj bijekcia, teda dostdvame izomorfizmus a plati Q[x]/(z% —
2) = Q(V2).

Vidime, ze aj v tomto pripade sme dostali pole, ktoré vznikne z Q, ked k nemu pridame
korei polynému x2 — 2.

4.5.1 Kedy je F[z]/(h(x)) pole?

Viackrat sme spomenuli analégiu s okruhom Z/(n). Takyto okruh nemusi byt pre kazdé n
polom — stane sa to prave vtedy, ked n je prvocislo (tvrdenie [3.3.23)).
Na tomto mieste sa ndm hodi povedat si nieco o ireducibilnych polynémoch.

Definicia 4.5.4. Nekonstantny polyném p(z) € F|x] sa nazyva ireducibilng polyném ak pre
lubovolné f(z),g(x) € Flx] také, Ze

je niektory z polynémov f(z), g(x) konstantny polyném.

T.j. ireducibilny polyném je taky polynom, ktory sa neda zapisat ako stcin dvoch poly-
némov netrividlnym sposobom.

Azda nie je na skodu si rozmysliet:

e Pri otazke, ¢i je dany polyném ireducibilny, je dolezité brat do tvahy aj to, nad akym
polom pracujeme.

o Ako suvisi otdzka, ¢i je polyném ireducibilny, s existenciou (resp. neexistenciou) kore-
nov.

Zacénime najprv prvou otazkou — pozrieme sa na ten isty polyném nad réznymi polami.
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Priklad 4.5.5. Polyném f(x) = z* + 1 mozeme chapat ako polyném nad Q, nad R nad C.
V zavislosti od toho, aké pole pouzijeme, zmenia sa rozklady na stcin, ktoré mozeme dostaft.
Vsimnime si napriklad, ze

zt 1= (2t + 222 +1) — 222
(1) — (VI
= (22 + V22 + 1) (22— V2z +1)

Vidime teda, ze nad R aj nad C sa da tento polyném rozlozit na sic¢in dvoch polynémov
stupnia 2. Teda to nie je ireducibilny polyném ani v R[z] ani v C[z].

Mozeme sa zamysliet aj nad tym, ¢i by sa tento sucin este dal nejako rozlozit na sicin
polynémov nizicho stupna. Inak povedané, ¢ polynémy z2 + 2z + 1 uz s ireducibiling,
alebo nie. Kedze ide o kvadratické polynémy, netrividlny rozklad na stcin by znamenal, ze
by sme dostali nejaké polynémy stupna 1 — a teda existenciu dvoch korenov. Nie je fazké
sa presved¢it, Ze neexistuji redlne korene tychto dvoch polynémov. (Napriklad na ziklade
diskriminantu D = 2 —4-1-1 = —2.) Teda v R[z] sme f(x) zapisali ako si¢in dvoch
ireducibilnych polyném.

Stucasne vieme, ze nad C mé kazdy kvadraticky polyném dva korene — v tomto pripadu
nemame redlne korene a dostaneme teda dva komplexne zdruzené korene. Teda v C[z] mame
rozklad tvaru

21 = (0 —ar)(@ —a1) (@ — ax)(z — 73),

pricom styri komplexné korene by sme vedeli vy¢islit roznymi spdsobmi. Napriklad ak vieme
najst korene kvadratickych rovnic v komplexnych ¢islach. Ale azda jednoduchsie je vyriesit
priamo p6vodnii rovnicu z* + 1 = 0. Pytame sa na to, pre aké komplexné éisla mame z* =
—1. Vieme, Ze mocniny komplexnych ¢isel maji pekny geometricky vyznam — vdaka tomu
vieme vyjadrit riesenia tejto rovnice v goniometrickom tvare. Samotné najdenie komplexnych
korefiov sme ponechali ako cvi¢enie (tiloha [3.4.5)).

Tento polyném vsak bude ireducibilny v Q[z]. PretoZe nemé korene v Q, ak by sa nejako
dal netrividlnym sp6sobom rozlozit na suc¢in f(z) = g(x)h(z), tak oba polynémy g(z) aj h(x)
by boli stupiia 2. M6zeme dokonca priamo zobrat za g(x) a h(z) priamo polynémy s vedicim
koeficientom 1 — vynasobenie racionalnou konstantou neovplyvni to, ze vsetky koeficienty su
racionélne.

Ak tieto dva polynémy patria do Q[z], tak sticasne patria aj do R[z], teda by sme mali
nejaky rozklad na suéin aj v R[x]. Pretoze v R[z] uz rozklad na ireducibilné polynémy uz
pozndme, dostali by sme v R[z] pre niektoré z polynémov g(z), h(z), Ze je to ndsobok
polynému x2 + 2z + 1. (Takyto fakt zdovodnime vSeobecne v tvrdeni ) A pretoze
ide o polynémy rovnakého stupna s rovnakym vedtcim koeficientom, dostali by sme g(x) =
22 ++/2z+1 alebo h(z) = 22 ++/22+ 1. To viak nie je polyném s raciondlnymi koeficientami.

Alternativne by sme to isté mohli zdévodnit aj bez odvoldvania sa na tvrdenie [4.5.8
Polynémy g(x) a h(z) by mali v C nejaky rozklad na korefiové Cinitele — mdzu to vSak
byt iba niektoré z koretiov polynému z* 4 1, ktoré sme vysSie oznadili a1, @y, as, @z. Ak
checeme ako siéin (z — ¢1)(x — ¢2) pre nejaké ¢ 2 € C R dostat polyném, ktory ma redlne
koeficienty, tak ¢; a co musia byt komplexne zdruzené. Teda ako jediné dve moznosti mame
g(x) = (x — a1)(xz — a7) alebo g(z) = (x — a2)(z — @z), ¢o s opit presne moznosti g(z) =
222z +1

V predoslom priklade sme videli, ze f(x) = z* + 1 je ireducibilny nad polom Q, hoci

v tomto poli nem4a korene. Vsimnime si, ze takito situdcia nemoéze nastat pre polyndémy
druhého a tretieho stupna.
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Tvrdenie 4.5.6. Nech F je pole a f(x) € Fx] je polyndm stupria 2 alebo 3.
Polynom f(x) je ireducibilng prdve vtedy, ked nemd korene.

Dokaz. Téato implikacia plati pre vSetky polynémy stupna 2 a vacésieho — dloha 4.5.3}
Ak by sa f(z) dal netrividlnym sposobom rozlozit ako f(z) = g(z) - h(z), tak mame

st g(x) + st h(x) = st f(x) < 3.

Pretoze st g(x), st h(x) > 1, vidime, Ze aspon jeden z polynémov g(z), h(z) ma stupen jedna.
Teda mdme x — u | f(z) pre nejaké u € F. Takéto u je koretiom polynému f(z). O

Definicia ireducibilného polynému snad aspon do istej miery pripomina prvocisla. Sku-
tocne, dala by sa dokézat aj veta o existencii a jednoznacnosti rozkladu lubovolného polynému
na ireducibilné polynémy. Tento vysledok nebudeme potrebovat — takze ho tu ani nedokazu-
jeme. Bude sa nam vsak hodit analégia tvrdenia ktora tzko stvisi s jednoznacnostou
rozkladu.

p(@) | g(@)h(z) = plx)|g(x)Vp(x)|h(z) (4.10)

Tvrdenie 4.5.7. Nech p(x), f(x) € Flx] a p(z) je ireducibilng. Potom p(x) | f(z) alebo
ged(p(@), f(2)) = 1.

Doékaz. O
Teraz uz vieme dokdzat aj vlastnost (4.10).

Tvrdenie 4.5.8. Nech p(z) je ireducibilng polyném v F[x]. Nech g(z),h(z) € Flz]. Ak
p(z) | g(z) - h(z), tak plati p(z) | g(x) alebo p(x) | h(z).

Dokaz. O

Vlastne teraz mame pripravené veci na to, aby sme vedeli zdévodnit, kedy ndm takéto
konstrukcia d& pole — asi nas neprekvapi, ze aj tu bude argument velmi podobny na to, ¢o
sme videli pre Z a Z/(p).

Veta 4.5.9. Nech F je pole a p(x) € F[z] je ireducibilng polyném nad F. Potom okruh

Flz]/(p(x)) je pole.
Navyse toto pole obsahuje podpole izomorfné s polom F', konkrétne plati, Ze zobrazenie

@: F'— F(z)/(p(x))
p:cr—=C
je injektivny homomorfizmus.

Dékaz. F(zx)/(p(x)) je pole. Z vety uz vieme, Ze F' je komutativny okruh s jednotkou.
Potrebovali by sme este overit, ¢i kazdy nenulovy prvok mé multiplikativny inverz. T.j.
ak mame f(z) € F[z] taky, ze f(z) #0, t.j.

f#0  (mod p),

tak by sme cheeli ukdzat existenciu polynému u(z) € F|x] takého, ze plati u(x)f(z) = 1.
Pretoze p(x) 1 f(z), z tvrdenia méme, ze ged(f(x),p(x)) = 1.
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62 Faktorovy okruh F[z]/(h(z))

Na zéklade Bézoutovej identity, t.j. désledku potom existuji u(z),v(z) € F[x]
také, ze plati
u(z)f(z) + v(z)p(x) = 1.
To znamenad, Ze mame

u(z)f(z) =1 (mod p(z)),

&ize u(z) - p(z) = 1.

Ukézali sme, ze v F(z)/(p(x)) ma kazdy nenulovy prvok multiplikativny inverz, teda je
to skutocéne pole.

@ je injektivny homomorfizmus. Je jasné, ze ¢ je homomorfizmus — ak sc¢itame alebo
vynasobime dva konstantné polynémy, tak sa iba vynasobia ich absolutne Cleny.

Stcasne pre Tubovolné dva konstantné polynémy plati ¢ = d (mod p(z)) iba vtedy, ak
¢ =d. (Pretoze st p(xz) > 1.) Teda ide o injektivne zobrazenie. O

V poslednej casti — o existencii injektivneho homomorfizmu — sme v skutoc¢nosti nepot-
rebovali fakt, ze p(x) je ireducibilny. (Pozri aj tlohu Dalsf homomorfizmus stvisiaci
s tymto okruhom je spomenuty v tlohe m)

Pretoze F(x)/(p(z)) obsahuje podpole izomorfné s F, ak stotoznime ag a ag pre lubovolny
polyndém, tak sa nan mozeme pozerat priamo ako na nadpole pola F'. Dostali sme takto nejaké
rozsirenie pola F. MoZeme si vSimnut, Ze sme dostali rozsirenie, v ktorom polyném p(x) ma
koren.

Tvrdenie 4.5.10. Nech F je pole a p(x) € Flx] je ireducibilng polyném nad F.
Ak L = F[z]/(p(x)) chdpeme ako nadpole pola F, tak w = T je koreri polyndmu p(x)
v tomto poli.

Dokaz. V tomto tvrdeni sme stotoc¢nili F' so zodpovedajicim podpolom pola L, t.j. ¢ stotoz-
nujeme s triedou konstantného polynému ¢.

Stadi vlastne dosadit u do polynému p(z), pouzit spomenuté stotoZnenie a to, ako poci-
tame v tomto poli.

Ak p(z) = apa™ + - - - + a1z + ap, tak dostaneme

p(T) = anT" + -+ aT+ao

=@px" + -+ T +ag

=apr™ +---ta1x+agp

O

Neskor si chceme povedat este nejaké dalsie veci o konecnych poliach — vratime sa k nim
v ¢asti[£.9] Na tomto mieste si mozeme v8imnit aspon to, ze vieme dostat Stvorprvkové pole.
(Doteraz sme videli iba také kone¢né polia, kde pocet prvkov bol prvocislo.)

Priklad 4.5.11. TODO s$tvorprvkové pole F = Zy[x]/(2? + x + 1)

TODO polyném p(z) = 2% + x + 1 je ireducibilny v Zso[]

Vsetky prvky tohto pola maja tvar f(z) pre f(z) € Za(x), st(f(z)) < 2. V Zs[z] mdme
iba Styri polynéomy stupna nanajvys dva: 0, 1, z, = + 1.

Kvoli strucnosti oznaéme u = Z. Potom prvky pola F st 0=0,1=1,T=uwaz+1=
u+ 1.

F={0,1,u,u+1}
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+ ‘ 0 1 U u—+1 . ‘O 1 U u—+1
0 0 1 U u+1 0 0 0 0 0
1 1 0 u+1 U 1 0 1 U u—+1
U U u—+1 0 1 u 0 u u—+1 1
u+1|u+1 U 1 0 u+1(0 u+1 1 U

TODO u je koreni 22 4+ x + 1
(z+u)(z+u+l)=a2+2+1
Cvicenia

Uloha 4.5.1. Nech h(z) € F[z], kde F je pole. Ukazte, Ze ak st h(z) = n a r(z) = 7'(z)
(mod h(x)) plati pre dva polynémy r(x),r’'(z) € F|x] stupnia mensieho nez n, tak plati r(z) =
r’(z). (Hint: Mdze byt uzitocné si najprv rozmysliet takéto tvrdenie pre pripad r’(z) = 0.)

Uloha 4.5.2. Ukézte, 7e ak kvadraticky polyném f(x) s realnymi koeficientami ma nejaky
koren z v komplexnych c¢islach, tak aj komplexne zdruzené cislo Z je korenom.

Uloha 4.5.3. Nech f(z) € F|z], kde F je Iubovolné pole. Ukézte, Ze ak polyném stupiia
st f(z) > 2 je ireducibilny, tak f(z) nemd koren v F.

Uloha 4.5.4. Dokazte: Nech F' je pole a h(z) € F[z], pricom st h(z) > 1. Potom zobrazenie
p: F = F(z)/(p(x))
p:c—=C
je injektivny homomorfizmus.

Uloha 4.5.5. Nech F je pole a h(x) € F|z]. Potom zobrazenie

¢ Fla] - Flal/(h(z))

p: fx) = f(x)

je surjektivny homomorfizmus.

4.6 Algebraické prvky a minimalny polyném

4.6.1 Minimalny polyném

Definicia 4.6.1. Nech K je rozsirenie pola F a uw € K. Hovorime, ze prvok u € F je
algebraicky nad F, ak existuje polyném f(z) € F[z] taky, Ze u je jeho koretiom.

(3f(z) € Flz])f(u) =0
Ak prvok w € K nie je algebraicky, tak hovorime, ze u je transcendentny prvok.

Definicia 4.6.2. Nech K je rozsirenie pola F' a u € K je algebraicky prvok nad F'. Polyném

eV

mozného stupna, ktorého korenom je u.
Ak potrebujeme zdoraznit z akého prvku sme minimélny polyném dostali, pouZijeme
oznacenie 1, (x).
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64 Algebraické prvky a minimalny polyném

Ako prvu vec si skiisme rozmysliet, ze pre kazdy algebraicky prvok minimélny polyném
existuje a je jednoznacne urceny.

Tvrdenie 4.6.3. Nech K je rozsirenie pola F' a u € K je algebraicky prvok nad F.
Potom existuje minimdlny polyném m(x) prvku u. Tento polyndm je prvkom wu urdeny
jednoznacne.
Navyse pre lubovolnyg polyndm f(x) € Flx| plati, Ze u je koreriom polyndmu f(x) prdve
vtedy, ked m(x) | f(z).
f(w) =0 m() | f(z) (4.11)

Dokaz. Pre prvok u € K sa pozrime na tie polynémy, ktorych korenom je u.

I'={f(z) € Fla]; f(u) = 0}

Pomerne Tahko sa dé skontrolovat, Ze tdto mnoZina tvorf ideal v okruhu F[z] (tiloha [£.6.1)).
Vieme, ze existuje polyném m(z) taky, ze I = (m(x)) (tvrdenie [3.4.28). Navyse tento
polyném nemédze byt nulovy — predpokladdme totiz, Ze u je algebraicky prvok a teda I # {0}.
Podmienka, ze ide o monicky polyném, ndm teda zaruci jednoznacnost tohto generatora.
Z toho, ze (m(z)) = I vidime, ze

f(z) e I & m(z) | f(z).

Podmienka f(x) € I vSak hovori presne to, Ze u je koren polynému f(z). Tym sme dokézali
aj druhu c¢ast tvrdenia. O

Z (4.11)), teda z toho, Ze ¢islo u je koreniom presne tych polynémov, ktoré st ndsobkami
jeho minimalneho polynému, ihned dostavame aj takéto pozorovanie.

Désledok 4.6.4. Nech K je rozsirenie pola F, u € K je algebraicky prvok nad F a m(x) je
jeho minimdlny polynom.
Potom pre lubovolné polynomy f(z), g(x) € F[z] plati f(u) = g(u) prdve vtedy, ked f(x) =
9(x) (mod m(x)).
fu) =g(u) & f(z) =g(z) (mod m(x)) (4.12)

Dokaz. Stadi pouzit (4.11)) pre polyném h(x) = f(z) — g(x).

fu) =g(u) < f(u) —g(u) =0
< m(z) | f(z) - g(z)
& f(x) =g(z) (mod m(z))

O

Poznimka 4.6.5. Videli sme, Ze minimélny polyném je generator vhodného idedlu v Fzx].
Vsimnime si, ze na rozdiel od definicie [4.6.2] pri definicii tohto idedlu nijako nevystupuje
nadpole K.

To znamend, ze ak sa pozerame na nejaky prvok u, tak pri otazke ¢i ide o algebraicky prvok
a ako vyzera jeho miniméalny polyném, si mézeme vybrat lubovolné rozsirenie obsahujice w.
(Teda minimalny polyném nezavisi od volby K je potrebné iba to, aby w lezalo v K.)

Napriklad ak sa pozerdme na minimélny polyném ¢&isla u = /2 nad polom Q tak vieme,
7e vyjde rovnako, bez ohladu na to, ¢ sa pozerdme na /2 ako prvok z C, prvok z R alebo

prvok z Q(v/2).
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Priklad 4.6.6. Minimdlny polyném m,,(x) mé stupen 1 prave vtedy, ked u € F'.

Ak totiz u je koretiom nejakého polynému tvaru f(z) = x + ag, kde ag € F, znamen4 to,
zeu = —ag € F.

Aj obratene, ak u € F tak hned vidime, Ze u je koreniom polynému z — u.

Priklad 4.6.7. Nech FF = Q. Ak u = \/5, tak mame
my(x) = 2% — 2.

. (Pretoze v/2 ¢ Q, u nie je korefiom polynému nizsicho stupiia.)
Pre u = /2 mame
my(z) = 23 — 2.
Je jasné, ze u je skutoéne koretiom polynému x® — 2. Aj tu by sme si chceli rozmysliet,
ze Ziadny nenulovy polyném f(z) € Q[z] nizsieho stupna neméze mat /2 ako koreti.
Z tvrdenia [4.6.3] vieme, ze plati

my(z) | 2% — 2.

Staci si teda rozmysliet, ze 22 je ireducibilny nad Q.

Je to polyném stupnia tri, staci sa presvedcit, ze nem4 raciondlne korene (tvrdenie .
Na zéaklade dosledku sta¢i skontrolovat, Ze éisla £1, £2 nie st korefimi.

Ina moznost by bola néjst vietky korene v C — okrem /2 dostaneme este dva komplexné
korene, ziadny z korenov nie je raciondlny. (Resp. pre nase ucely by stacilo, ze pri rozklade
2% — 2 = (v — u)(2? + uz + u?) dostaneme kvadraticky polyném, ktory nemé redlne korene
— a teda uréite nemd ani racionalne korene.)

Tvrdenie 4.6.8. Nech m,(z) je minimdlny polyném prvku u nad polom F. Potom m(z) je
ireducibilng v F[z].

Dékaz. Ak by platilo m(z) = f(z)-g(x) pre nejaké polynémy stupiia aspon 1, tak u by musel
byt koretiom polynému f(z) alebo koretiom polynému g(x). Dostali by sme tak polyném,
ktory nuluje v a ma nizs{ stuper nez polyném m(z). To je evidentne spor. O

Veta 4.6.9. Nech K je nadpole pola F. Nech prvok u € K je algebraicky nad F' a jeho
minimdlny polyndm m(x) md stuperi n. Potom

F(u) ={an1u""" + - +aru+apiao, ... an_1 € F} = {f(u); f(z) € Fla],st f(z) <n}.

Navyse predpis
@: f(x) = f(u)

urcuje dobre definované zobrazenie ¢: Flx]/(m(x)) = F(u) Teda plati

Z tejto vety vidime, Ze pole F(u) vyjde ,v podstate rovnaké“ (t.j. rovnaké na izomorfiz-
mus), bez ohladu na to, v akom nadpoli sa pozerdme na prvok

Dokaz. Oznacme
F' ={anu"" 4 +aju+ag;ap,...,an_1 € F} ={f(u); f(z) € Flz],st f(z) < n}.

O tejto mnozine chceme ukézat, ze sa v skutofnosti rovnd F(u). Pritom je jasné, ze F’' C
F(u), pretoze vSetky prvky takéhoto tvaru musia lezat v akomkolvek poli obsahujicom F
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aj u. (Pri tejto inklizii nijako nevyuzivame to, ze u je algebraicky prvok a to, ako vyzera
jeho minimélny polyném.) Podstatnd ¢ast v tomto dokaze teda bude zddvodnenie opaénej
inkluzie.

LIzomorfizmus s faktorovgm okruhom. Chceme definovat zobrazenie ¢: F[z]/(m(z)) — F’
predpisom

e f(x) = f(u).

Ako prvé by sme mali skontrolovat, ¢i je toto zobrazenie definované.
Tu sa vlastne pytame to, ¢i pre dva polynémy patriace do tej istej triedy ekvivalencie
dostaneme rovnaki hodnotu v bodu u. To je presne podmienka

f(x) = g(x)  (mod m(z)) = f(u) = g(u),

ktort sme si uz rozmysleli v (4.12)).
Teraz uz lahko vidime aj to, Ze ¢ je homomorfizmus.

o(f(x) +g(x)) = f(u) + g(u) = p(f(2)) + ¢(9(2))

Toto zobrazenie bude aj bijekcia. Lubovolny prvok f(u) € F' je obrazom triedy f(z),
a teda @ je surjektivne. Stcasne bude aj injektivne, pretoze ¢(f(x)) = p(g(x)) plati préve
vtedy, ked f(u) = g(u) a opit z (4.12)) vieme, Ze to je ekvivalentné s podmienkou f(z) = g(x)
(mod m(x)). Teda takéto nieCo nastane prave vtedy, ked f(z) a g(x) lezia v tej istej triede
ekvivalencie.

p(f(@) = p(9(x)) = f(u) = g(u)
= f=g (modm)

= f(z) = g(x)

Inéd moznost, ako zdévodnit Ze ide o bijekciu, by bolo vyuzit fakt, Ze kazda trieda z F[z]/(m(z))
je reprezentovand prave jednym polynémom stupna najviac n — 1; to sme dokazali vo vete

4511

F' je pole. Vieme, ze polyném m(zx) je ireducibilny (tvrdenie [4.6.8)). Podla vety
potom F[z]/(m(x)) je pole. Pretoze F’ je izomorfné s tymto okruhom, aj F’ je pole.

Dostali sme popis pola F(u). Vidime teda, ze F’ je podpole pola K, ktoré obsahuje
F U {u}. Sticasne kazdé podpole pola K obsahujice F' aj u musi obsahovat aj vSetky prvky
tvaru a,_1u” "' 4 --- + aju + ag, ¢iZe je to najmensie takéto pole. Madme teda rovnost

F' = F(u).
O

Tvrdenie 4.6.10. Nech K je rozsirenie pola F, u € K je algebraicky prvok nad polom F'.
Potom stupen rozsirenia F(u) nad polom F je rovny stupriu jeho minimdlneho polynému.

[F(u) : F] = degmy(x).

Toto ¢islo budeme tieZ nazgvat stupen prvku u nad F a oznacdovat [u : F].
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Dékaz. Ozna¢me stupenl minimélneho polynému m,,(z) ako n.

Z vety [£:6.9] vieme, ze
F(u) = {an—lunil +---+a1u—+ag;ag,...,0p—1 € F}

Teda 1,u,...,u" 1 generuji F(u) (ako vektorovy priestor nad F).
Sucasne su tieto prvky linedrne nezavislé nad F', ak by sme totiz mali

Cnt™ Mt eut =0
pre nejaké nenulové konstanty, znamenalo by to, Ze u je korenom nenulového polyném stupna
nizsieho ako n, Co je spor s definiciou minimélneho polynému. O
Priklad 4.6.11. Pozrime sa na Q(+/2), t.j. na najmensie podpole redlnych ¢isel obsahujtice
vietky raciondlne ¢isla aj /2. Vieme, ze minimélny polyném tohto ¢isla u = /2 je

m(z) = 2* — 2.

Z vety potom dostaneme, Ze vietky prvky v poli Q(u) sa daji vyjadrit ako asu? +
ayu+ ag, kde vSetky tri koeficienty st raciondlne. (Dokonca vieme aj to, ze takéto vyjadrenie
je jednoznacné.)

Q(V2) = {a—i—b%—&-c&g/z;a,b,c € Q}

V pripade pola Q(v/2) = {a+bv/2;a,b € Q} sme boli schopni vcelku Iahko overit definiciu

pola (pozri Cast Cast . Konkrétne pre inverzny prvok nam stacilo pocitat so sic¢inom

1 _ a—bv/2
a+bvV2  (a+bv2)(a—bv2)

a upravit ho do tvaru, kde sme uz videli, ze sa d& zapisat v tvare z+1+/2 pre nejaké racionalne
¢isla x, y. Priamo néjst inverzny prvok k a + /2 + ¢/4 by bolo naro¢nejsie — tu vak mame
existenciu inverzného prvku ,zadarmo“ z toho, ze Q[z]/(m(z)) je pole — aj ked nemdme
k dispozicii priamo explicitny predpis pre inverzny prvok.

4.6.2 Algebraické prvky tvoria pole

Tvrdenie 4.6.12. Nech K je rozsirenie pola F' a u € K. Prvok u je algebraicky nad F' prdve
vtedy, ked F(u) je konecné rozsirenie pola F.

Doékaz. TODO tvrdenie [4.6.10

Predpokladajme teraz, ze F'(u) je koneéné rozsirenie a oznacme [F(u) : F] = n.
Vieme, ze
L, ..., u" 1 u™ € F(u).

Méme teda n + 1 prvkov vo vektorovom priestore dimenzie n. Tieto prvky st teda linedrne
zéavislé. To znamenad, ze existuji nejaké nenulové konstanty cg, ..., c, také, ze

cpu + -+ cqu+cog = 0.
To znamena, Ze u je korenom polynému

p(x) =cpx + -+ ax + co.
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68 Konstrukcie pravitkom a kruzidlom

Tvrdenie 4.6.13. Nech K je rozsirenie pola F. Ak u,v € K su algebraické nad F, tak aj
utvau-v st algebraické nad F. Ak navyse u # 0, tak aj u=! je algebraicky nad F-

Dokaz. O
Dosledok 4.6.14. Nech K je rozsirenie pola F. MnoZina

A ={u € K;u je algebraicky nad F}
tvori pole.

Doékaz. O
Cvicenia
Uloha 4.6.1. Nech K je rozdirenie pola F' a u € K. Dokézte, 7e

I'={f(z) € Flz]; f(u) = 0}
je idedl v okruhu F[z] a ak u je algebraicky prvok nad F, tak I # {0}.

Uloha 4.6.2. Nech u € R a minimélny polyném ¢isla u nad Q ma stupen n. Ukazte, ze
potom ¢isla 1, u, ..., u" st linedrne nezavislé ak sa na R pozerdme ako na vektorovy priestor
nad Q.

4.7 Konstrukcie pravitkom a kruzidlom

V tejto Casti sa chceme pozriet na to, ze nase vedomosti o poliach ndm pomézu zdévodnit
nemoznost niektorych geometrickych konstrukcii. Napriklad nie je mozné zostrojit iba pou-
zitim pravitka a kruzidla zo zadanej hrany kocky tsecku, ktorej dlzka je presne dizka hrany
kocky dvojnasobného objemu (zdvojenie kocky). Inak povedané, z jednotkovej tsecky sa nam
nepodari zostrojit usecku dizky /2.

V podstate velmi strucne sa da cely argument povedat tak, ze konstrukciami pravitkom
a kruzidlom vieme vyrabat prvky takych poli, ktoré obsahuji racionalne ¢isla a priddvame
k nim vzdy druhé odmocniny — a preto dostaneme iba také prvky, ktorych stupen nad Q je
mocnina dvojky. Teda nevieme dostat také ¢islo, ako napriklad /2, kde minimélny polyném
mé stupeni 3. (Samozrejme, aby sme tento argument vysvetlili poriadne, treba pridat vela
dalsich detailov.)

Vela o takychto veciach sa d& néjst v réznej literattire. V slovencine si o tom mozeme
precitat napriklad v [KGGS, Podkapitola 4.1 a 8.2]. Dalsie referencie sti napriklad: [DF)
Section 13.3], [JMP], [St, Chapter 7]. Nie¢o ndjdete aj v pozndmkach k niektorym inym
predmetom na nasej fakulte, napriklad [SII].

4.7.1 Skonstruovatelné cisla

Konstrukciou pomocou pravitka a kruzidla mame na mysli to, ze ak sme uz nejaké body
zostrojili, tak v dalsom kroku moézeme:
e Vytvorif priamku urc¢ent niektorymi dvoma bodmi.
e Vytvorit kruznicu, kde stred je niektory zo zadanych bodov a polomer je urceny tym,
ze kruznica prechadza niektorym inym bodom.
e Pridat body, ktoré dostaneme, ako prienik niektorych takyjchto priamok a kruznic.
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Mbze byt uzitocné pozerat sa na to aj cez suradnice — to budeme pri vlastnostiach skon-
Struovatelnych ¢isel naozaj pouzivat. Teda iny pohlad je taky, Ze mdame dané dva body (0,0) a
(1,0). A pozerdme sa na body, ktoré z nich vieme dostat koneénym poétom krokov uvedeného
typu. Skonstruovatelné ¢fsla st presne suradnice bodov, ktoré takto vieme vytvorit. (Nejaky
bod sa d4 skonstruovat prave vtedy, ked vieme skonstruovat dizky predstavujice jeho prvi
a druhd sdradnicu.)

Definicia 4.7.1. Predpokladajme, ze mame dani mnozinu bodov M, ktora obsahuje body
(0,0) a (0,1). Hovorime, ze P bod M je skonstruovatelnyg pomocou bodov mnoziny M, ak exis-
tuje konecna postupnost krokov uvedeného typu, pomocou ktorej mézeme z bodov mnoziny
M dostat bod P.

Redlne ¢islo x nazveme skonstruovatelné z mnoziny M, ak existuje skonstruovatelny bod
P = (z,y).

A% pr&lpaude7 ze M = {(0,0),(0,1)}, tak hovorime struéne o skonstruovatelngch bodoch a
¢islach.

Tym, ze za¢iname s bodmi (0,0) a (0,1) sme vlastne len zvolili stiradnicovi stistavu na
zéklade nejakych danych dvoch bodov.

Asi by mohlo byt pomerne jasné, ze ak x, y su skonstruovatelné, tak aj:

. %ﬁ, x 4y, * — y su skonstruovatelné;

e zy je skonstruovatelné;

o Ak z #0, tak aj T je skonstruovatelné.
7 vlastnosti, ktoré sme doteraz vymenovali, by malo byf jasné, ze K je pole a tiez to, ze
QCK.

Tvrdenie 4.7.2. Mnozina K vsetkych skonstruovatelngch cisel je pole. Plati Q C K C R, je
to teda rozsirenie pola raciondlnych cisel.

Vieme vsak pridavat aj nejaké dalsie veci. Napriklad ak ¢islo x je skonstruovatelné, tak
vieme dostat aj jeho odmocninu — tiloha [£.7.1]

reK = VT eK

Podme sa pozriet na to, aké ¢isla vlastne vieme dostat, ak robime len priamky, kruznice
a ich prieniky — ¢i je nejaka Sanca, ze by sme dostali aj nieco vyrazne odlisné od toho, ¢o sme
zatial spomenuli.

Pretoze budeme v roznych tvahach pozerat na to, ¢o vieme dostat po nejakom konec¢nom
pocte krokov a budeme takto pridavat stdle nové body, tak sa nam hodi zaviest nejaké
pomenovanie pre body zostrojitelné z nejakych veci, ktoré sme uz doteraz skonstruovali.

Pomerne rychlo by sme si mali byt schopni rozmysliet, ze ak mame zadané nejaké body
(alebo ¢isla — ako ich suradnice), tak ked robime prieniky priamok, dostaneme linedrne rovnice
s koeficientami z tejto mnoziny. A ak robime prienik priamky a kruznice alebo prienik dvoch
kruznic, tak dostaneme nejaké kvadratické rovnice. Podme si trochu detailnejsie rozmysliet
preco je to tak.

Najprv predpokladajme, ze mame body A = (ai,as), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) a
D = (dy,ds) také, ze priamky AB a CD maji jediny prieseénik. Chceme vyratat starad-
nice prieseénika P = (x,y). Tento bod musi lezat na oboch priamkach, ¢ize musi Spiﬁaﬁ

Yy—az 7172*@2
X — ax bl—al
y—=Cc _d2—C2

r — C1 dl—Cl

1 Anglicky: constructible number
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Po uprave dostaneme suistavu dvoch linedrnych rovnic, kde vsetky koeficienty su vyjadritelné
zo suradnic bodov A, B, C, D pomocou operacii suctu, rozdielu, s¢itovania, nasobenia. Ked
vyjadrime x (napriklad pomocou Cramerovho pravidla), vidime, Zze x je korefiom polyndému
prvého stupna, kde koeficienty st skonstruovatelné ¢isla (skonstruovatelné pomocou mnoziny
suradnic bodov A, B, C, D).

Sktsme sa teraz pozriet na prienik priamky a kruznice. Z predoslych tvah uz vieme, ze
priamka zodpoveda rovnici ax + by = ¢ pre nejaké skonstruovatelné cisla a, b, c. Podobne
kruznica bude mat rovnicu (z — d)? + (y — €)? = r?, kde d, e, r st skonstruovatelné. Ak
vyjadrime y z linedrnej rovnice a dosadime do kvadratickej, dostaneme rovnicu tvaru Axz? +
Bz 4+ C = 0, kde A, B, C st skonstruovatelné ¢isla. Cize v tomto pripade je x koreiom
nejakej rovnice druhého stupia, kde koeficienty st skonsStruovatelné ¢isla.

Zostava nam pozrief sa na pripad dvoch kruznic, t.j. rieSime ststavu

(@ —a)®+(y —b)* =7
(x—c)? + (y—d)? = 5%

Ked odéitame uvedené dve rovnice, tak &leny 22 a y? vypadnd, ¢ize dostaneme ststavu
rovnakého typu o akej sme uvazovali v predoslom odstavci.

Vidime, ze teda ak sa pozerame na jednotlivé kroky tak, ze sme zacali s polom Q a pridali
sme nejaké nové Cislo a aj vsetko, ¢o z neho mézeme dostat pomocou siuctu, rozdielu, sic¢inu,
podielu — a teda sme dostali nové pole — tak vzdy sme pole zvicsili tak, ze sme vlastne
pridavali riesenie nejakej kvadratickej rovnice s koeficientami z pévodného pola. Ak si tuto
kvadratickd rovnicu zapiSeme ako axz? + bx + ¢ = 0, tak sme dostali nové &islo tvaru

—b+ VD
2a

pre D = b? — 4ac. Ak k nejakému podpolu redlnych &isel obsahujicemu Q pridévame takéto
¢islo, je to to isté ako pridavat v/D. Na zac¢iatku tejto ¢asti spomenuli nie¢o v tom zmysle, Ze
pridavat vieme ,,v podstate iba odmocniny “. Mali sme na mysli to, ¢o sme teraz sformulovali
poriadnejsie.

T12 =

Veta 4.7.3. Ak ¢islo u je konStruovatelné, tak w je algebraické cislo a stupen [u : Q] je
mocnina dvojky.

[u: Q] =2"
Dokaz. Indukciou na pocet krokov v konstrukcii, ktorou sme dostali hladany bod z mnoziny
racionalnych ¢isel dokédzeme, ze kazdé skonstruovatelné ¢islo lezi v nejakom nadpoli Q takom,
Ze [F': Q] je mocnina dvojky. Ak sa ndm podari dokdzat takito vec, tak z

[w:Q[[F:Q =2"
vidime, Ze aj [u : Q] musi byt mocninou é&isla dva.
1° V nultom kroku méame iba Q. Samozrejme, plati [Q : Q] =1 = 2°

2° Prepokladajme, ze vsetky body pouzité v poslednom kroku konstrukcie maju stradnice
leziace v nejakom poli F takom, ze [F' : Q] = 2". Z toho, ¢o sme popisali vyssie vieme, Ze u
je korenom nejakej linedrnej alebo kvadratickej rovnice s koeficientami z F'. Teda minimélny
polyném m,, (z) ¢isla v mé stupen 1 alebo 2 t.j.
[F(u): F]=[u: F] € {1,2}.

Potom ale plati
[F(u): Q] = [F(u): F]- [F: Q] € {27, 2"},
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Poznamka 4.7.4. Pole K nie je kone¢nym rozsirenim pola Q — existuji v niom prvky s Iu-
bovolne velkym stupfiom. (Ak si zoberieme u = *V/2, tak [u: Q] = 2™.)

Ukézali sme ale, ze pre kazdy prvok u € K je ale F(u) koneéné rozsirenie pola Q. (A tiez
to, Ze stuperi je mocninou dvojky.)

4.7.2 NemozZnost trisekcie uhla a zdvojenia kocky

Vratime sa teraz k tomu, Ze o niektorych redlnych ¢islach vieme ukézat, ze nie si skonstru-
ovatelné pomocou pravitka a kruzidla.

Konkrétne sa chceme pozrief na to, ¢i sa takymto spésobom daju riesit klasické antické
problémy ako trisekcia uhla, zdvojenie kocky a kvadratira kruhu. (Aj ked v trefom pripade
budeme potrebovat vyuzit fakt, ze Cislo w nie je algebraické — ktory spominame iba bez
doékazu.)

Zacnime so zdvojenim kocky.

Tvrdenie 4.7.5. Cislo \/2 nie je skonstruovatelné.

Dékaz. Ozna¢me u = /2. Chceme sa pozriet na to, ¢i vieme zistit, aky je stupei [u : Q).

Je zrejmé, Ze u je koretiom polynému z3 — 2.

Je pomerne lahké overit, ze polyném x® — 2 je ireducibilny nad Q. (Staci sa pozriet na
jeho korene — moézeme napriklad pouzit désledok ) Tym sme zistili, Zze tento polyném
je minimalny polyném é&isla /2 nad polom Q.

my(z) =23 —2

Z tvrdenia [4.6.10) mdme teda [u : F] = 3. To ale znamend, Ze u nie je skonstruovatelné —
jeho stupeni by podla vety musel byt mocninou dvojky. O

Teraz sa pozrime na trisekciu uhla.
Tvrdenie 4.7.6. C'islo cos 5 nie je skonstruovatelné.

Pretoze uhol % skonstruovat vieme, tak z tohto vysledku je jasné, Ze neexistuje postup,
ktory by pre lubovolny uhol umoznoval pomocou pravitka a kruzidla dostat tretinovy uhol.

Dékaz. Mozu sa nam hodit vztahy pre kosinus a sinus trojnasobného uhla.

« a ., « «
cosa = cos® — — 3cos — sin® — = 4cos® — — 3cos —
3 3 3 3 3

. o« . (0% .« . (e

sino = 3cos? — sin — — sin® — = 3sin — — 4sin® —
3 3 3 3 3

us

s s v a s v ’ _ 3 v .z _
Vl/dlme teda, ze cos § je korenom polynému f(z) = 42° — 3z — cos a Specidlne pre a = %
mame

f(z) = 4a® — 3z — %

Tento polyndém je ireducibilny nad Q (tloha |4.7.2]).

Potom to znamend, Ze pre u = cos § mame minimdlny polyném

3 1
my(z) = 23 — 273
stupna 3. Teda [u: Q] = 3 a z vety dostaneme, Ze u nie je skonstruovatelné. O
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72 Pridavanie korena ireducibilného polynému k polu

. {konstr:POZNP
Poznamka 4.7.7. Dalsim zndmym problémom je kvadratira kruhu. Teraz mame zadany

polomer kruznice a pytame sa, ¢i by sme boli schopni geometricky (len pravitkom a kruzidlom)
skonstruovat stvorec s rovnakou plochou ako mé zadany kruh.

Inak sformulované, je to vlastne otdzka, ze /7 je skonStruovatelné.

Je zndme, Ze Cislo 7 je transcendentné. (Aj ked toto tvrdenie uvddzame bez dokazu.)

To znamend, Ze 7 nie je skonstruovatelné. (Vsetky skonstruovatelné ¢isla su algebraické

— veta [1.7.3])

Nie je tazké si uvedomit, Ze potom ani /7 sa ned4 skonstruovat. (Pozri aj tilohu [£.7.3])
VT ¢ K

Cvicenia
{konstrcvic:ULOODM}
Uloha 4.7.1. Dokézte, ze:
a) Ak z, y st skonstruovatelné cisla, tak aj \/zy je skonStruovatelné cislo.
b) Ak z je skonStruovatelné ¢islo, tak aj v/z je skonstruovatelné éislo.
onstrcvic:ULOIREDTRISEK} |
Uloha 4.7.2. Ukézte, ze dany polynom je ireducibilny nad Q:
a) f(z) =23 -3z —1;
b) g(z) = 823 — 62 — 1. (Toto je vlastne polyném g(z) = f(2z).)
{konstrcvic:ULOODMIMPL}
Uloha 4.7.3. Ukéazte, ze ak ¢islo y/z je skonstruovatelné, tak aj x je skonstruovatelné.

4.8 Pridavanie korena ireducibilného polynému k polu

Viackrat sme videli situdciu, kedy nejaky polyném nema koren v nejakom mensom poli F,
ale vo vhodnom nadpoli K uz koren ma.

4.8.1 Rozsirenie obsahujtce koren p(z)

4.8.2 Algebraicky uzaver daného pola

4.9 Konecné polia

{konec:SECT}
V nizsich ro¢nikoch sme sa spomedzi koneénych poli stretli iba s polom Z,. (A toto pole sme

opét videli aj tu, teraz sme ho oznadili ako Z/(p); pozri tvrdenie )
Existuju v8ak aj iné kone¢né polia — $tvorprvkové pole sme videli v priklade
Pre konecné polia plati:
e Pocet prvkov kone¢ného pola je mocnina prvocisla, t.j.

|F|=p"

pre nejaké prvocislo p a kladné celé ¢islo n.

o Obratene, pre kazdé ¢&islo tvaru p™ existuje pole F také, ze |F| = p™.

e Navyse p"—prvkové pole je jediné az na izomorfizmus.

Fakt, ktory spominame v prvom bode nie je prilis fazké dokazat s vedomostami, ktoré
teraz mame. Dokaz dalsich dvoch ¢asti je o ¢osi ndrocénejsi. (D4 sa k nemu dopracovat roznymi
spOsobmi — ale bez ohladu na to, ktory z nich si vyberiem, potrebujeme este povedat niektoré
fakty, ktoré sme doteraz neuviedli.)
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4.9.1 Charakteristika pola

Definicia 4.9.1. Nech F' je pole. Potom ¢islo n sa vola charakteristika pola F, ak n je
najmensie také kladné celé ¢islo, ze

nxl=1+14+---4+1=0.
S
n-krat

Ak také cislo neexistuje, tak hovorime, ze charakteristika pola F' je nekonecno.
Charakteristiku pola oznac¢ime char(F).

Podla definicie teda vzdy mame char(F) = oo alebo char(F) = n pre nejaké &islo n.
Definicia sa stru¢ne da zhrnit tak, ze

char(F) = min{n € Z;n > 0,n x 1 = 0}.

Poznamenajme, Ze vyraz n X 1 ma zmysel aj pre zaporné n, sta¢i polozit (—n) x 1 =
—(n x 1). Potom m& zmysel hovorit o mnozine

I={neZnx1l=0}

MozZeme si vSimnut, Ze tdto mnozina je idedl v Z (tloha .

Ak je charakteristika nejaké konecné ¢islo n, tak I = (n). T.j. charakteristika je ¢islo,
ktoré generuje tento ideal.

Ak char(F) = oo, tak I = (0). (Toto je dévod, predo sa v literattire namiesto konvencie
char(F) = oo pre tento pripade ¢asto pouziva char(F) = 0. My sme pouzili konvenciu, ktord
je konzistentnd s tym, Ze charakteristiku definujeme ako minimum nejakej mnoziny.)

Nasledujiice pozorovanie je sice jednoduché, ale vyuzijeme ho na viacerych miestach, takze
sme ho sformulovali ako lemu.

Lema 4.9.2. Pre lubovolné k,l € 7 plati
(kx1)+(Ix1)=(k+1)x1
(kx1)-(Ix1)=(k-l)x1
Teda zobrazenie Z.+— F definované ako

n—nxl1

je homomorfizmus.

Zdbévodnenie preco takéto nieco funguje, je pomerne priamociare — aj ked treba zvlast
rozoberat niekolko pripadov v zéavislosti od toho, ¢i ¢isla vystupujice v tejto rovnosti sii
kladné alebo zaporné.

Dékaz. Uloha 499 O

Tvrdenie 4.9.3. Ak F je konecné pole, tak F md koneéni charakteristiku a char(F) je
prvocislo.

Doékaz. Charakteristika je konecnd. Ak sa pozrieme na prvky tvaru n x 1 pre kladné celé
¢isla n, tak vsetky tieto prvky sa vyskytuju v kone¢nej mnozine F'. Preto sa urcite niekedy
zopakuje ten isty prvok, t.j. mame dve rozne kladné celé ¢isla k a | také, ze

kx1l=1[x1.
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BUNV mézeme predpokladat, 7e k > I. Potom ale plati
(k—=0)x=0.

Teda existuje aspon jedno kladné n také, ze n x 0.
Charakteristika nemoze byt zloZené ¢islo. Ak mame zlozené ¢islon = k-l aplatinx1 =0,
tak potom dostaneme

nx1l=(kx1)-(Ix1)=0.

To ale znamend, ze £k x 1 = 0 alebo [ x 1 = 0. Teda n nie je najmensie ¢islo s takouto
vlastnostou. O

Tvrdenie 4.9.4. Ak F je koneéné pole a char(F) = p, tak F obsahuje podpole izomorfné so
Z

p-
Dékaz. Nech char(F) = p. Vieme, Ze p je prvoéislo.
Definujme ¢: Z, — F ako

p:rn—nxl.

Potom takéto zobrazenie je injektivny homomorfizmus.

Budeme teraz pracovaf so sCitovanim a ndsobenim v Z, aj v Z. Aby sme ich odlisili,
pouzime @ a © pre operacie v Z,,.

Kedy k x 1 =1 x 1. VSimnime si, ze pre k,l € Z mame

Exl=1x1 & k=1 (mod p). (4.13)

(Dokaz nie je prili§ tazky — tloha [4.9.3])
¢ je homomorfizmus. Pre lubovolné k,l € Z, mdme k&l =k+1 (modp) akOl=k-1
(mod p), ¢ize

okdl=(kal)x1l=(k+)x1=(kx1)+({x1)=¢k)+ o)
hol=(kol)x1=(k-Nx1=(kx1)-(Ix1)=pk) o)

@ je injektivne. Ak plati p(k) = ¢(I) pre nejaké k,l € Zj,, tak podla (4.13) to znamens,

ze

k=1 (mod p).

Ak stdasne vieme, ze k,l € {0,1,...,p — 1}, tak z toho uz dostédvame k = I. O

Poznamka 4.9.5. Mdzeme si vsimnuf, Zze aj nekone¢né pole mame iba dve moznosti — bud
char(F') = oo alebo char(F') je prvoéislo. (Druhd ast prechddzajiceho dokazu funguje pre
Iubovolné pole konecnej charakteristiky.)

Dosledok 4.9.6. Ak F' je koneéné pole a char(F) = p, tak pocet prvkov pola F je mocnina
prvocisla p.
[F| =p"

Tvrdenie 4.9.7. Nech F je pole a char(F) = p. Potom pre lubovolné x,y € F plati
(x+y)P =aP +yP

(o g =a” g7
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Cvicenia
ULOCHARIDEAL}
Uloha 4.9.1. Nech F je pole. Ukazte, ze potom

I={neZnx1l=0}
je idedl v Z.
ULONTIMESHOM} .
Uloha 4.9.2. Nech F je pole. Ukéazte, ze zobrazenie Z — F' definované ako

nr—nx1

je homomorfizmus.
{koneccvic:ULOCHARKONG}

Uloha 4.9.3. Nech F je pole a char(F) = p. Dokézte, Ze plati:

Exl=10x1 & k=1 (mod p).

(0]
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